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Energija magnetnega polja, prvic¢

Izhajamo iz moci na tuljavi, ki je enaka produktu toka in napetosti na tuljavi p =u, -i, . To so sedaj
¢asovno spreminjajoce veli¢ine, lahko bi torej pisali tudi p(¢) =u, (¢)-i, (¢) . UpoStevamo Se izraz za

. . d¥ di .. . . . .
padec napetosti na tuljavi u, = % = L-—, ki je izrazena s produktom induktivnosti in spremembe
t t

toka v tuljavi in dobimo p(¢) = L% -i(t) . Integral moci s Casom pa je energija

t t . i(t)
W(t)= jp(t)-dt = jL%i-di = j Li-di. Z integracijo po toku dobimo W (¢) = %L(iz(t)—iz(to)) .
N ty i(ty)

Vzemimo, da na zacetku ni bilo toka skozi tuljavo (i(¢,) = 0A ), potem bo trenutna energija,

shranjena v magnetnem polju tuljave sorazmerna kvadratu trenutne vrednosti toka skozi tuljavo

W(t):%Liz(t) (13.1)

Z upostevanjem zveze med magnetnim sklepom in tokom skozi tuljavo ¥ (¢) = L-i(¢) lahko
energijo izrazimo tudi s trenutno vrednostjo magnetnega sklepa

(1)
2L

W(t)= (13.2)

BEIREEI 1212cunajte in skicirajte Sasovni potek energije v tuljavi z induktivnostjo 2 mH, &e skozi

ovoje tece tok 0,5sin(ar)A , kjer je perioda signala 7'= 5 ms. Dolocite Se maksimalno vrednosti te

energije.

Energija v tuljavi bo W(¢)=0,5- LI; sin’(wt) , maksimalna bo 0,25 mJ.



ENERGIJA POLJA 1(13).doc 2/11 2.6.2006

SLIKA: Casovni potek toka in magnetne energije v polju tuljave. Energija je sorazmerna

kvadratu toka in doseze maksimum v Cetrtini periode signala. Takrat je enaka 0,5L[02 , Kjer je

I, amplituda toka.

Energija sistema vec tuljav. KaksSne pa so energijske razmere, Ce je tuljav ve¢, med njimi pa je
dolo¢en magnetni sklep? V tem primeru je potrebno upostevati e magnetno energijo zaradi
skupnega tvorjenja magnetnega polja v sistemu vec tuljav. SploSna formula za sistem N sklopljenih

1

tuljav je
1 N N
W()==> DL, -i(t)i () (13.3)
2 j=1 k=1
(Lastne induktivnosti tuljave imajo enaka indeksa, medsebojne pa razli¢na.) Vzemimo primer dveh
tuljav z medsebojno induktivnostjo M. Po enacbi bo energija v magnetnem polju sistema
obeh tuljav enakaEI

W:%Llif +%L2i22 + Mi i, . (13.4)

Predznak je odvisen od tega, ali se fluksa dveh tuljav med sabo podpirata ali ne. Ce se podpirata je

potrebno to energijo pristeti, ¢e se ne, pa odsteti.

Vzemimo Se poseben primer, ko gre skozi obe tuljavi isti tok. Tedaj lahko piSemo

W= lLli2 +1L2i2 + Mi”. Sedaj izpostavimo °/2 in dobimo
2 2

W:%iz(Ll+L2i2M). (13.5)

Izraz v oklepaju lahko razumemo kot skupno (nadomestno) induktivnost, ki bo torej

L.,=L+L+2M (13.6)

! Za izpeljavo glej npr. A.R.Sinigoj, Osnove elektromagnetiko, 367- 370.
? Pred ¢&len z medsebojno induktivnostjo smo dodali plus/minus v smislu podpiranja ali nasprotovanja magnetnih polj
dveh tuljav.
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_ Vzemimo primer tuljave v tuljavi, ki smo ga obravnavali v prejSnjem poglavju in
dolo¢imo skupno induktivnost, ¢e predpostavimo, da se fluksa tuljav seStevata. Dolo¢imo Se

celotno magnetno energijo v ¢asut=0s in t = 30 ms.

Za lastni induktivnosti in medsebojno induktivnost dobimo

L =156,7pH, L,=39,17pH, M =78,35uH.

Vidimo, da je medsebojna induktivnost spodobno velika v primerjavi z lastnima induktivnostima,
kar se odraza tudi v skupni induktivnosti, ki bo 352 uH.

Energija je odvisna od trenutne vrednosti toka skozi tuljavo in je torej v skladu z enac¢bo
enaka

W(t=0s)=0,5-(1,5)" A-352uH =396 ]

W(t=30s)=0,5- (0,5)2 A-352uH =441] .

SLIKA: Sistem dveh sklopljenih tuljav z istim tokom in nadomestno vezje.

Energija magnetnega polja v nelinearnih magnetnih strukturah

V preprostejSem, linearnem primeru, smo izhajali iz mo¢i na koncentriranem elementu — tuljavi.
Sedaj nas zanima energija magnetnega polja v nelinearnih strukturah, v feromagnetnih jedrih, kjer

vemo, zveza med Bjem in Hjem oziroma magnetnim sklepom in vzbujalnim tokom ni linearna. Se

W e . i : . o d¥
vec, obi¢ajno imamo opravka z histerezo. Izhajati moramo iz osnovnih zvez p=i-uin u = > od
t
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koder je dW = p-dt =i-d¥ . Energija, potrebna za magnetenje od ¢asa 0 do 7 je enaka

mag

w ()= J-i -d¥ . Vzemimo feromagnetno jedro, tesno ovito z N ovoji, kjer velja Amperov zakon
0

Ni= q-Dﬁ -dl , za diferencial magnetnega sklepa pa lahko pisemo d¥ = N-d® =N - (E . dﬁ) 4
upostevanjem obeh zvez, pa tudi tega, da bo potrebno paziti na asovno spremembo Bja, dobimo

W e (D) = ngI( H-dl J NdB-d 2) . Enacbo preuredimo tako, da zdruzimo integracijo po

0L A4
&)

povrsini in dolzini v integracijo po volumnu™

0 (1) = I(j _Jd (13.7)

V oklepaju v enacbi lahko razpoznamo gostoto magnetne energije, ki jo lahko zapiSemo
kot

W (1) = j H-dB, (13.8)
B(1)

pri &emer je potrebno integrirati jakost polja po gostoti pretoka. Ce magnetimo material od B=0 T

By
do nekega By, bo w(B,) = J.H -dB.
0

Gostota energije pri linearni magnetilni krivulji. V primeru, da imamo opravka z
materialom, ki ga lahko opiSemo z linearno magnetilno krivuljo, lahko uporabimo zvezo B = uH ,
kar vstavimo v gornjo enac¢bo in dolo¢imo gostoto energije kot

B2

=— 13.9
Ry (13.9)

2
oziroma, ¢e magnetimo do By je w(B,) = 2—0

Celotno energijo magnetenja dobimo z integracijo gostote energije po volumnu

j— dv . (13.10)

3 To lahko naredimo, ker so trije od §tirih vektorjev v integralu kolinearni (enako usmerjeni). To so d E, d 2, dl . Zato

lahko zdruzimo (ﬁdl—g) in (d?dﬁ)
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Ce predpostavimo homogeno polje v volumnu, pa je energija kar

2
sz;-rf. (13.11)
Y]
2
pH’

To enacbo lahko zapiSemo tudi s Hjem kot W =

- Jedro brez zraCne reZe iz feromagnetnega materiala z 1, = 850 ima 350 ovojev. Presek
jedra ima povrsino 3 cm?, srednja dolZina gostotnice pa je 60 cm. Dologite magnetno energijo v
jedru pri enosmernem toku skozi ovoje 2 A.

_ NI _350-2A
l 0,6m

=1166,7 A/m

MU H? 850-47107-(1166,7)°
2 2

="727J/m’

w

W=wV=727-0,6-3-10"=0,13J.

SLIKA: Primer jedra z linearno magnetilno krivuljo s prikazom gostote energije v jedru kot

povrsine med magnetilno krivuljo in H osjo.

Energija v nelinearnih magnetnih strukturah. V primeru, da je magnetilna krivulja
nelinearna, je potrebno energijo racunati direktno s pomocjo integrala Lahko tudi zapiSemo
diferencial gostote magnetne energije, ki bo

dw=H-dB. (13.12)
Gostoto energije dobimo torej z integracijo povrSine med magnetilno krivuljo in osjo H:

oncna

W= j H-dB. (13.13)

Ce vzamemo v obzir celotno histerezno zanko, ugotovimo, da bo gostota energije v tem materialu
enaka povrsini histerezne zanke.
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SLIKA: Primer jedra z nelinearno magnetilno krivuljo s prikazom gostote energije v jedru

kot povrSine med magnetilno krivuljo in H osjo.

BEIREEEE V zcmimo primer linearizirane magnetilne krivulje, ki jo opisemo s prelomina tockama
B1=1T,H1=1200 A/min B2 =1,2 T, H2 = 2400 A/m. Dolo¢imo gostoto magnetne energije v

jedru feromagnetika s podano magnetilno krivuljo, ¢e ga magnetimo od O T do gostote 1,1 T.

Izracunati je potrebno integral po enacbi|(13.13)] ki pa ga v primeru linearizirane krivulje lahko
dolo¢imo preprosto iz delnih povrsin krivulje:

e 1200A/m-1T 600A/m-0,1T

+1200A/m-0,1T+ =750J)/m’

SLIKA: Odsekoma zvezna magnetilna krivulja in gostota energije kot povrsina med

histerezno krivuljo in B osjo.

Izgube v jedru. Energija, vlozena v grajenje magnetnega polja v nelinearni magnetni strukturi je
nepovratna. Potrebna je za obracanje t.i. Weissovih obsegov, pri ¢emer pride do (mehanskega)
trenja. Ce je tok v ovojih na jedru izmeniéen in »prehodi« histerezno krivuljo fkrat na sekundo

(frekvenca signala), bo gostota izgubne moci enaka

phist :f'Azanke (1314)
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celotna histerezna izgubna moc¢ pa bo enaka gostoti moc¢i pomnozeni z volumnom materialal:I
Bus = Pu V- (13.15)
. . . .| A J ) 3
Opozorilo: 4., predstavlja gostoto energije, enota je | —-T =— |, V predstavlja volumen [m’].
m m

BRI Dolocite histerezno izgubno moé jedra prostornine 120 cm?, katerega magnetilna
krivulja je na sliki. (Je v obliki kvadrata z Br = 1,5 T in Hc = 2000 A/m) Vzbujalni signal ima
frekvenco 50 Hz.

SLIKA: Histezna zanka dolo¢ena z Br in Hec.

Izracun: PovrSina histerezne zanke je 4 1,5T 2000 A/m = 12000 Jm’. To je gostota magnetne
energije, ki je potrebna za magnetenje jedra. Gostota izgubne mo&i je po enacbi [13.14)]50s™ 12000
J/m*=6 10* J/(s m®), celotna mo¢ histereznih izgub pa 120 10° m’ 6 10* J/(s m*)=7,2 W.

Doloé¢evanje induktivnosti iz magnetne energije. Enatba je primerna tudi za dolodevanje
lastne induktivnosti. Pri enosmernem toku skozi vodnik je magnetna energija v prostoru enaka

i
2

w (13.16)

Ce znamo dolo¢iti magnetno energijo, ki jo v prostoru povzroéa tok v vodniku, lahko iz energije

dolo¢imo induktivnost kot

*V praksi se obi¢ajno histerezne izgube raduna po formuli & " fB ? [W/kg], kjer je kh konstanta. Za ve¢ informacij o

nacrtovanju transformatorjev in dusilk priporo¢am priro¢nik F. Mlakar, I Kloar: Mali transformatorji in dusilke,
Elektrotehniski vestnik, 1970. (na razpolago v knjiznici FE). V prakti¢nih formulah pogosto namesto kvadrata Bja
nastopa lahko tudi razli¢en factor, tako recimo Steinmetzova formula vzame za eksponent vrednost 1,6, konstanta kh pa
npr. 0,0002 za mehko zelezo in 0,003 za jeklo. (M.A. Plonus: Applied Electromagnetics). Poleg histreznih izgub lahko
nastopajo Se izgube zaradi vrtin¢nih tokov. Te so za prevodne feromagnetike obicajno sorazmerne kvadratu gostote
pretoka in kvadratu frekvence.
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L:zl—pf. (13.17)

Kako pa izraCunamo magnetno energijo? Iz poznavanja gostote magnetnega pretoka v strukturi.

2
Doloc¢imo gostoto energije po enacbi w= 5 in jo integriramo po volumnu:

W:jw-dV (13.18)
14

Ta zapis je posebno primeren tedaj, ko je tezko dolociti fluks skozi ploskev. Tak primer so polni
vodniki, ki imajo magnetno polje tudi v notranjosti vodnika in ne le v zunanjosti. Torej je tudi v

notranjosti vodnika dolocena magnetna energija, ki prispeva k celotni induktivnosti vodnika.

BEIREEE: Dolocimo induktivnost na enoto dolZine za notranjost (okroglega) vodnika polmera 1,5
cm. Vodnik je iz neferomagnetnega materiala.

Najprej z uporabo Amperovega zakona doloimo gostoto pretoka v notranjosti in dobimo

B= ol —— r(glej poglavje o Amperovem zakonu). Nato zapiSemo gostoto energije znotraj vodnika

L] 120 (,Uo

ro

v skladu z enacbo (13.9): J : 21 . Gostoto energije je potrebno integrirati po
H,

271y

2

2
Mol .L.(zﬁr.dr.l):‘uo—”,kjerjeldoliina
24, 16z

celotnem volumnu vodnika W = jw dV = I ( 5
mfo

vodnika. Induktivnost znotraj vodnika dobimo z uporabo enacbe [13.17)] ki je na enoto dolzine

enaka L = ﬂ—ol
8

Dodatno: Dolo¢imo $e preostalo induktivnost vodnika.

Polje je tudi izven vodnika, kar je seveda tudi potrebno upostevati pri induktivnosti vodnika. Jakost

M uy

2
1 , celotna energija
2 2 \2xzr

polja izven vodnika je H = Py gostota energije je torej w=
r

2 oo
pa W= J"uO ( j A 2mr-dr=k- I dr = oo . Dobimo rezultat, s katerim prav gotovo ni nekaj v
2rr r

redu. Pa vendar, rezultat je smiseln, ¢e je smiseln tudi neskon¢en vodnik. Neskoncen vodnik pa je
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le koncept, ki nam poenostavi razumevanje polja, saj zelo dolg vodnik v svoji okolici povzroca
polje, ki ni dosti drugacno, kot bi ga povzrocal neskon¢en vodnik. Se pa zaplete pri dolocenih
izraunih, kjer postane neskon¢nost problemati¢na, kot je na primer racunanje fluksa ali energije v
neskonéni okolici vodnika. Resitev je v upoStevanju realnih primerov, kjer mora biti vodnik
zakljucen, da lahko v njem tece tok. Tak je primer dvovoda, ki smo ga Ze obravnavali v poglavju o
magnetnem pretoku, kjer smo izracunali induktivnost med dvovodoma. Lahko pa induktivnost
takega dvovoda obravnavamo tudi iz izraza za energijo, kjer je potrebno namesto integracijo do

neskoncnosti integrirati od polmera vodnika do sredine drugega vodnika. Dobimo

d

i 2 2 2
W:I%( ! j -l-27rr-dr:'u°—”J‘£:’u°—”1ni in L:2—W:ﬂ—°llni.8temsmo

27y dm s r 4w r 2z i

upostevali Sele en vodnik. Za celotno induktivnost dvovoda moramo upostevati fluksa obeh
vodnikov, skupni rezultat Se z induktivnostjo v notranjosti vodnika bo

d
_ﬂ_ouﬂ_olmi:ﬂ_ol(l dj_s

dvovoda —+In—
¢. ©# 1, &« 7

Magnetna sila. Ko nas zanima sila med poloma magneta, v zra¢ni reZi magneta ali pa med

dvema vodnikoma s tokom, moramo lociti dva primera:

1) ko ni virov, ki bi dovajali energijo v sistem. Tedaj bo X komponenta sile enaka

Fx:—aW’” (13.19)
ax D=konst
ali v sploSnem
F=r| u W, W, , (13.20)
ax ay aZ D=konst

kjer je oW sprememba energije shranjene v magnetnem polju. Mehansko delo bo v tem primeru
zmanjSalo magnetno energijo. Tipicen primer je trajni magnet.
2) Ko je vir prikljucen in konstanten bo X komponenta enaka

F = oW,
ox

(13.21)

[=konst

> Rezultat je pravilen, &eprav je bil izradun induktivnosti izven notranjosti vodnika nekoliko poenostavljen. Bolj
poglobljena analiza uposteva razdelitev vodnika na splosne zanke in izra¢un povpre¢nega pretoka med dvovodoma.
(Glej na npr. A.R: Sinigoj: Osnove elektromagnetike) Kon¢ni rezultat pa je enak, kot ta, ki smo ga navedli.
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V tem primeru pa bo opravljeno mehansko delo rezultiralo v poveanju magnetne energije, ki bo

“prisla” iz vira(ov). Tipi€en primer je elektromagnet.

Vzemimo trajni magnet z rezo razdalje x in preseka A v smeri osi X. Magnetna energija v zracni

2

rezi je Wy =—% Y Pri tem smo predpostavili, da v zracni rezi ni stresanja polja. Silo dobimo z
0
. g oWy B A . .
odvajanjem energije po x-u: F_ = T = eyt Predznak pomeni predvsem to, da bo energija
X Hy

sistema po opravljenem mehanskem delu manjsa kot pred tem. Sila med poloma je vedno taka, da
ju vlece skupaj, kar velja tudi za sistem magnet —feromagnetik. V tem primeru pride do analognega
procesa kot pri elektri¢ni indukciji. Na strani feromagnetika, ki je blize severnemu polu magneta, se
inducira juzni pol (usmerijo se magnetni dipolni momenti), kar pomeni, da se trajni magnet in

4)

feromagnetik privlacita. Poseben primer so diamagnetiki, ki bi se odbijajo od magnetov™

-: Magnetno jedro E oblike na skici (a =5 cm, A = 1 cm2) z ur = 1000 ima magnetilno
tuljavo na srednjem stebru. Dolo¢imo tezo plo¢evine, ki jo Se lahko drzi elektromagnet, ¢e je v N =
200 ovojih tok 1,2 A. Magnetno upornost plocevine zanemarimo, zaradi hrapavosti povrsine pa

upostevamo 50 um dolZine zracne reze.

Izracun: NariSemo magnetno vezje in dolo¢imo fluks v srednjem stebru. Dobimo

R +R

D, (R, *R) =NI
2
2NI :

¢2 = 261—4_5 =402 },le

Mo A g4
Upostevati moramo silo v vseh treh zracnih rezah, formulo za silo v zracni rezi pa zapiSemo s

B’A @’ \ . : . : s
fluksom F = = . Upostevamo $Se, da je v stranskih stebrih fluks 2x manjsi od tistega v
2u, 2u,A
@2
srednjem stebru in dobimo F = (207 + @7 ) =—2—=1287N. To silo izenacimo s silo teZe in
24,4 21,4
dobimo m :iﬂ\i =131kg.
9,8m/s

% Odboj je neodvisen od postavitve diamagnetika in omogoca lebdenje (levitacija) diamagnetnega materiala. Ker pa so
ti efekti zelo §ibki, so za opazovanje lebdenja potrebna zelo velika polja, ki jih obi¢ajno dosezemo z superprevodnimi
magneti.
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SLIKA: Gostota energije je pomemben 30
|

podatek za izbiro trajnih magnetov. 300 1984
Najvedjo energijsko vrednost imajo Nd- I 250 |- Nd-Fe-B
Fe-B in Sm-Co. V konc¢ni fazi je seveda -

" 200 - 1980
izbira materiala odvisna od razmerja med E SmCo 2:17
ceno in u¢inkom. 150+ SmCo 1:5

2 100 |LAINGe w0
T 1940 Harg _
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