Gaussov zakon

11. Gaussov zakon

Vsebina poglavja: silnice polja, gostotne cevke (gtotnice), homogeno in
nehomogeno polje, pretok elekt@nega polja, Gaussov zakon.

V tem poglavju bomo spoznali Gaussov zakon v iraegobliki, ki
je v osnovi posledica Coulombovega zakona, torgsitae da polje v
okolici tockastega naboja upada s kvadratom razdalje. Dazoinrali njegov pomen, se
moramo najprej seznaniti s pojmi kot so silnice jqolpret@ne oz. gostotne cevke in
elektricni pretok.

Silnice.

Elektricno poljsko jakost v prostoru lahko prikazemo z wejktv prostoru.Ce vektorje
povezemo z linijami, le te imenujensilnice polja. Prikaz s silnicami je zelo primeren in
pogost nain prikaza polja. (Konceptualno jih je vpeljal Ml Faraday, ki jih je imenoval
lines of force.) Ker so silnice usmerjene v smajg bi po silnici potoval naboge bi ga
postavili v polje. Pri tem moramo predpostaviti, dstavitev tega naboja v polje ne bi
spremenila samega polja, saj bi tak naboj tudivdgls silo na tiste naboje, ki ustvarjajo polje
v katerem potuje.

SLIKA: Vektorji in silnice polja za prikaz elektri ¢nega polja v prostoru .

Pretok elektriénega polja.

Nadalje je potrebno spoznati konceptetoka elektrichega polja skozi neko ploskev.
Elektricnemu polju, ki je povsod enako veliko (konstantim)ima enako smer, afajno
retemo homogeno polje. Ce je homogeno polje usmerjeno pravokotno na ravnolgskev
plosine A, potem je pretok skozi to povrSino doléen kot produkt polja in plos¢ine:
ECA. (V nekem smislu je pretok polja povezan s &ob naboja iz katerih izhajajo silnice.
Na povrSini naelektrenega telesa se izkaze produlkidirektno proporcionalen kdiini
naboja.)

Ce je ravna ploskev postavljena v smeri homogenedja, e pretok enak bj ¢e pa je pod
dolo¢enim kotom, je potrebno upoStevati kosinus vmesneaga, pricemer je to kot med
normalo (pravokotnico) na povrsino in smerjo eleékiega poljaE[CAl¢osg ). Po definiciji
skalarnega produkta lahko to zvezo zapiSemo twgkatarnim produktom vektorja polja in
vektorja povrSine, prtemer je potrebno ponovno poudariti, da je smer orgktpovrsine
dolo¢ena z normalo na povrsino (smerjo, ki je pravokatagovrsino)Pretok homogenega

" Koncept pretoka nekega vektorja skozi delm povrsino je sploSen pojem, ki se pogosto ufjarah opis
dolocenih veltin in ga pogosto imenujemo fluks. V nadaljevanjurioospoznali novo valino, gostoto

elektricnega pretoka, ki jo bomo ozfitas ¢rko D in bo za prazen prostor enak@E.
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polja skozi poljubno postavljeno ravno povrSino je enak skalarnemu produktu
(vektorja) elektri énega polja in vektorja povrsine (ki ga dol@éa normala na povrsino).

@ =E[A| Pretok homogenegalektriénega polja preko_ravneploskve

SLIKA: Pretok homogenega elektrénega polja skozi ravno ploskev: a) pravokotno
(®, =EA), b) vzporedno (@, =0), pod kotom (P, = EAcosa ).

BHREE Dolocimo pretok homogenega elekimega polja velikosti 5 kV/m, ki je usmerjen
pod kotom 30 na normalo ravne povrsine doéme s pravokotnikom dimenzij 3 x £#m
lzracun:

1. n&in: Prikazemo polje v koordinatnem sistemu in zemi8 vektorjeE in A:

E=ecE =-e.Esina -e,E coxr =E(- simr 7 cog X

A=-eA=(0,-1,0A

E[A=E(-sina,-cowr ,§( O LPA=EA cas

2. n&in: Poi&emo komponento polja, ki je pravokotna na povrSinm je
E, =Ecosa U 4,33kV/m. Sedaj le Se pomnozimo normalno komponento pof@o&ino in
dobimo pretok®, 04,33 kv/ml2ni 0 521189 Vin.

m

Pretok nehomogenega polja skozi neravno povrsino.
Kaj pace polje ni homogeno in/ali povrSina skozi katerdureamo pretok ni ravna? Tedaj
bomo dobili pravilen izraz za pretok na Ze poznatim najprej zapiSemo pretok za neko

diferertno majhno povrsino, na kateri bi homogenost pritdizeljala, torej zad®, = E [UA.

To bi veljalo eksaktnoce bi AA limitirali proti ni¢. V limiti pa dobimo diferencial pretoka
do, = E[HA, celotni pretok pa

@, = I E mﬁ\. Pretok polja za poljubno obliko polja in povrSine
A

V sploSnem je pretok elektrtnega polja skozi poljubno povrSino enak integralu
elektriénega polja po tej povrSini.Pri tem je potrebno upoStevati skalarni produkttogh
polja in vektorja diferenciala povrSine. V smiskakrnega produkta je potrebno upoStevati le

komponento polja, ki je v smeri normale na povrSHp Lahko piSemo tudi®, = J' E, [dA.
A

" Ponovno velja opozoriti, da je bisten elementdara pretoka vektorja skozi povr§ino uporaba skefgan
produkta dveh vektorjev. V konkretnem primeru vejg@lektrine poljske jakosti E in vektorja (diferenciala)

povrSine, précemer je smer vektorja povrSine dééma z normalo (pravokotna smer) na povréiﬁo? enA.
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SLIKA: Pretok nehomogenega polja skozi neravno po\ino.

Pretoéne cevke ali gostotnice.

Tudi pretok elektinega polja lahko ponazorimo na enakin&ot ponazarjamo silnice polja,
le da sedaj govorimo o gostotnih gretoénih cevkah, silnice pa ponazarjajo le stene
gostotnih cevk. Vgi pretok elektrénega polja dosezemeg zajamemo Wepreta@nih cevk. V
poljubnem preseku gostotne cevke je enak pretok.

SLIKA: Pretok elektri ¢nega polja znotraj gostotnic je konstanten (enako elik na
poljubnem preseku).

Pretok polja po celotni (zaklju¢eni) povrsini.

Sedaj pa si poglejmo vrednost tega pretoka pormelagklju ¢eni povrsini. \Easih ji r&emo
tudi Gaussova povrsina To pomeni, da nas zanima pretok polja skozi poer&rogle ali
skozi vseh Sest stranic kocke aligaoljubne povrsSine, ki v celoti zaobjame di#a objekt.
Pri tem niti ni potrebno, da #¢anamo pretok skozi neko povrSino telesa, lahkoge t
popolnoma namisljeno (abstraktno) telo. Matetmati integracijo po zaklgeni povrSini
nazn&imo s krogcem v sredini simbola integrala:

Pretok polja skozi zakljeno povrsino = cj)E [AA
A

Pretok polja to¢kastega naboja skozi zamisljeno povrsino krogle.
Vzemimo Kkar najpreprostejSi primer, kjer je nali@j postavljen v sredt& krogelnega
koordinatnega sistema inctamnamo pretok skozi neko zamisljeno povrsino krgglenerar:

Q

o

20 cosg J) =

fema= [ e mrsng)wrd =2

2
47Ef 4,
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Ugotovimg da je ta integral sorazmeren naboju, ki se nahajadigu namisljene krogle.

Ali je to nakljwje, ali to morda velja za poljubno postavitev nalmjotraj namisljene krogle?
Z razmislekom, da lahko naboj zamaknemo iz stedikbordinatnega sistema, pa se Stevilo
pretanih cevk, ki »sekajo« povrSino krogle, ne sprem&hko ugotovimo da bo rezultat
enak tudi za poljubno postavitev nabQanotraj (hamisljene) krogle polmera

SLIKA: Stevilo pretoé&nih cevk, ki sekajo povrsino namisljene krogle je mako za
poljubno postavitev naboja znotraj krogle. Enako v§a za poljubno obliko povrSine
zaklju ¢enega objekta.

Pretok polja skozi zaklju¢eno povrsino poljubne oblike v kateri se nahaja mnzica
nabojev.

Nadalje lahko razmislimo, kolikSen je pretok elekiega poljace se v prostoru z zakljgno
povrSino nahaja wenabojev. Razmislek je podoben kot v prejSnjem primPomagamo si z

veljavnostjo superpozicije pon@E =E +E.+Es+ ) in zapiSemo:

Qiznora‘
chEmAzc]S(E1+E2+E3+...)Ed5\:3[>E1EUR+SBEZDOB\+[U]]D3=%+&+[DE:_Z i

SLIKA: Preto ¢ne cevke vé& nabojev, ki jih zajamemo z namisljeno povrsino krgle (ali
poljubno zaklju éeno povrsino).

BEREE Dolocimo pretok skozi zakljtene povrsingdy, A, in Az za naboje na sliki.
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Vpliv nabojev zunaj zakljuéene povrSine na pretok polja skozi notranjost povr$e.
Kaj pa naboji, ki se nahajajo zunaj krogle? Ugatavilahko, da sicer povztajo polje na
povrSini krogle, vendar je pretok polja v kroglca&o veliko pretoku polja iz krogle.

SLIKA: Pretok polja skozi zaklju ¢éeno povrsino v kateri ni nabojev je enak ni. Ce se v
zunaniji okolici povrSine nahajajo naboji, je pretok polja, ki vstopa v prostor enak
pretoku polja, ki izstopa iz tega prostora.

Povzemimo ugotovitvePretok elektriéne poljske jakost skozi sklenjeno (zakljdeno)
povrSino je enak zaobjetemu naboju (algebrajski vao nabojev) deljeno z £,. Ta zapis

imenujemo Gaussov zakon.

— N anotra’

— j A

45 E A= £ . GAUSSOV ZAKON
A 0

Pomen Gaussovega zakona:

1) Ugotavljaizvornost elektricnega polja. Elekténo polje izvira iz pozitivnih nabojev in
se zaklj@uje (ponira) na negativnih.

2) Omogata izrac¢un naboja v dolatenem prostoru ob poznavanju elektaga polja na
mejah tega prostora.

3) Omogaia izracun elektriénega poljav primeru_simettine porazdelitve naboja. V tem
primeru namre polje ni funkcija spremenljivk integracije.

4) Gaussov zakon smo spoznali v t.i. integralni obldapisan je nameez integralom in
velja po dol@eni povrSini. Poznamo tudi zapis Gaussovega stavkhferencialni
obliki, ki definira povezavo med elekinim poljem in nabojem (gostoto naboja)|v
tocki v prostoru. Ta zakon je en od osnovnih zakohkdwpisujejo naravo elektfihega
polja. Gaussov zakon je znan tudi kot ena od Stirih Maxwédvih enatb, ki v celoti
opisujejo elektromagnetne pojave.
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Primeri izra ¢unov z uporabo Gaussovega zakona

BiCE e IEREERIEE <rogla polmeraR ima enakomerno volumsko porazdelitev

naboja. Doldimo elektréno poljsko jakost znotraj in zunaj krogle.

lzracun:

1. Znotraj krogle si zamislimo zak{jano povrsino krogle s polmeronxR in zapiSemo
pretok polja skozi to ploskev. Uporabimo izraz

36 EEL&:&, kier je Qa naboj zajet s povrSino krogle polmeraKer je gostota naboja
A(r) 0
4nr®

enakomerno porazdeljena, je celoten naboj zd§atglo povrsSineA(r) kar Q, =pV =p 3

Polje je zaradi simetme porazdelitve naboja usmerjeno radialno, kardatdpiSemo v obliki
E=eE(r) in je le funkcija radija. Tudi diferencial povr&ne usmerjen v smeri radija
(pravokotno na povrsino) in je enakid=e dA. Skalarni produkE @A je enakE [@A. Poleg
tega elektino polje ni odvisno od integracijskih spremeniljiglaj je povsod kjer integriramo
(po povrsini krogle) polje enako veliko - konstamtZato ga lahko piSemo pred integral:

SB E@A= Ecﬁ dA, integral &\ po zaklji&eni povrSini pa je kar enak tej povrSini (plos):
A(r) A(r)

SB E @A =EA=E4nr?. Sedaj le Se sestavimo levo in desno stratibenim preuredimo

A(r)

3
E @nr? :pmn%lgo

= Pr
3¢,
5 S : == pr :
Na koncu le Se dodamo »nastavek«e E(r) in polje je|E=& :'; . Ta zveza velja za
0

poljubne radije znotraj krogle, torej z& R.

Ugotovimg da znotraj krogle s konstantno volumsko poraikdgli gostote naboja polje
naraga linearno z radijem.

2. Polje zunaj krogle dobimo na podoberinazamislimo si neko povrSino krogle pri nekem
radijur >R in zapiSemo Gaussov zakon za to namiSljeno pavrdilyotovimo, da bo leva
stran en&be enaka kot v prejSnjem primeru, desna pa se gmiesa] je potrebno uposStevati,

da smo zajeli celotni naboj Ze pre R, za r >R pa ni naboja. Torej bo desna strancbea
3

kar pBln%/eo, oziroma kar celoten nab@. Dobimo

3

E @nr? :p@n%/e’o

PR
3¢, r?
Ugotovimg da polje v zunanjosti krogle upada s kvadratondafje. In Se v& en&bo lahko
zapisemo tudi v oblikiE =& 2 Srz , kar ni nt drugega kot polje v okolici tkastega
ey

naboja. Torej, krogla z enakomerno volumsko gosiatiooja ima v okolici enako polje, kot
¢e bi bil celoten naboj skoncentriran v centru keogl
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SLIKA: Polje v notranjosti in zunanjosti krogle z enakomerno volumsko gostoto naboja.

BiEENEEIEREERaNElgl Dolocimo polje med enakomerno in nasprotnosmerno

naelektrenima neskoénima plagema valjev z linijsko gostoto nabomr =r,) = +qin q(r =
r; =-g.

SLIKA: Dva plaS¢a valja z isto osjo, nasprotno naelektrena.

lzracun: Zamislimo si nek plaSvalja polmera in dolzine | med notranjim in zunanjim
polmerom in zapiSemo Gaussov zakon za ta namigjgekt. Podobno kot za kroglo lahko
ugotovimo, da je polje neodvisno od spremenljiiegnacije velja

S[) E @A =EA=E2arl +0+0. Z dvema nilama smo zapisali pretok skozi stranske povrsine
A(r)

(ker je tam normalna komponenta polja enaka mesna stran etlhe Gaussovega zakona je

enaka naboju, ki ga zaobjamemo z namisljenim valjesrje enaka9 :q—l. Z zdruZitvijo
80 80
leve in desne strani ettze dobimoE2xr| =q—|, od koder slediE =—3

. Dobili smo izraz,

&, 2nEyr
ki ga Ze poznamo — za polje premega naboja. Paptmaelektrenima valjema je

enakoE=—3
2nEr
Ugotovimo lahko, da pri izeaunu polja med pla&ma valjev nismo potrebovali upoStevati
nabojev na zunanjem ptas Njihov vpliv na polje znotraj pl&a je enak rii. Vplivajo pa na
polje zunaj valjevi(>r,), tako, da se prispevek nabojev na notranjem magjem pladu
iznicita: E2nrl =3 + "9 =,
‘90 £O

BiERNEEIERIEHEERIRg s pomajo Gaussovega zakona déilmo polje v okolici

naelektrene povrsine.
lzradun: ZapiSemo Gaussov stavek skozi namiSljeno kockterk polovica je na eni strani
ravnine in polovica na drugi strani. Skozi stranpkersine je pretok enakdiskozi normalni
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pa je enakcﬁ E A= EA+ EA= 2EA. Desna stran etihe je sorazmerna zaobjetemu naboju
A
Q_oOA ST . _ o . , - .
P Z zdruzitvijo doblmoE—Z, kar je enak izraz, kot smo ga dobili v prejSnjem
0 0 0
poglavju..

SLIKA: Naelektrena ravnina.

VpraSanja za obnovo:

Kaj so to silnice polja?

Kaj je to pretok elekttinega polja?

Kako dol@imo pretok homogenega elekimega polja skozi ravno povrsino?

Kako dol@imo pretok nehomogenega ele&trega polja skozi poljubno povrsino?
Cemu je enak pretok elekiriega polja skozi zaklfieno povrsino?

Pokazite uporabo Gaussovega zakona na primeruizagolja naelektrene krogle,
naelektrenega valja in naelektrene ravnine.

Kaksen je pomen Gaussovega zakona?

oas D

=

Primera kolokvijev: 1. kolokvij, 08.12.2000,12. december 2001
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