Polje porazdeljenih nabojev 10.

10. Elektriéna poljska jakost porazdeljenih nabojev

Vsebina: polje tatkastega naboja, dela celothnega naboja in polje pozdeljenih nabojev. Izrazi za izraun
polja v okolici premega naboja, naelektrene daljiceenakomerno naelektrenega obréa, diska in ravnine.

Polje tockastega naboja.

Spoznali smo Ze definicijo elekirie poljske jakosti ter etbo za izréun polja v okolici
osamljenega tikastega nabojar( je vektor od teke, kjer se nahaja nab@ do take, kjer
dolo¢amo polje ).

=__. Q
E=
er41r£0r2

Polje tockastega naboja

SLIKA: Polje v okolici to ¢kastega naboja

Nadalje smo ugotovili, da je Stevilo presezkov nab@ogosto

zelo veliko, kar pomeni, da se Zze ob manjSem dijgnéveh

teles prenese med telesi milijone in milijone elekbv. Da bi //!”4»
izracunali elektréno poljsko jakost, ki jo povze@jo ti nhaboji, \5 ﬁ

bi potrebovali mnogo rtananja, saj bi z upoStevanjem

superpozicije lahko iztainali prispevek polja vsakega naboja '/" \\g\}ﬂ
posebej in vplive sesSteli. Tak da racunanja bi bil zelo

zamuden in nepraken, ceprav v pedagoske namene lahko

uporabljamo tudi tak postopek. Tden primer je program _ _ _
JaCoB (jacob.fe.uni-lj.si), ki tana silo med naboji in jih SLIKA: Primer izra ¢una in
dinamino pomika v smeri rezulténe sile. Tak n&gn Prikazovanja sil med naboji s

izrasunavanj se pogosto uporablja tudi v raziskavah wsho Programom JaCoB.
delcev, kjer pa se upoSteva tudi lastnosti trkdejaev.

Polje porazdeljenih nabojev.

Pri izratunu elektréne poljske jakosti porazdeljenih nabojev lahko pa=iavimo, da je
zaradi velikega Stevila nabojev le-ta porazdeljgazno. V obliki volumske, povrSinske ali
linijske porazdelitve nabojev, ki jih izrazimo ztreznimi gostotami porazdelitve.

Dolociti moramo Se ustrezen izraz za tra polja, ki ga povzri&jo tovrstne porazdelitve

Q
Angyr?’
potem lahko trdimo, da bo to veljalo tudi za nekalarkolicino nabojadQ, ki se nahaja na

majhnem prostoru (majhnem v primerjavi z razdaljoV tem smislu bi za del celotnega
naboja lahko dolli polje, ki ga povzréa:

sE=e R
= Angr?

nabojev. Posluzimo se ideje, da velja za polje ttkastega naboja izraE =&

SLIKA: Polje, ki ga povzroé¢a del celotnega naboja.
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Polje porazdeljenih nabojev 10.

S procesom limitiranja diferénih vrednosti dobimo izraz za diferencial poljagki povzréa
diferencial naboja:

dE=e ey :
AmE S|

Vpliv vseh delnih vrednosti oz. diferencialov nadbsgsStejemo s superpozicijo, ki v zveznem
prostoru predstavlja integracijo:

dQ _

Aner? €| 1zraz za izragun polja porazdeljenih nabojev
0

E=
po vseh

Qdih

SLIKA: Integracija prispevkov diferencialov naboja za izratun elektriéne poljske
jakosti. r je razdalja od dQ-ja do to¢ke v kateri ra¢unamo polje.

Teorettno lahko na ta r@n dolatimo elektrino poljsko jakost za poljubno porazdelitev
naboja. Praktino pa smo omejeni s primeri, ko je zapisan inte§ealnalitno resljiv. V
nasprotnem primeru nam preostane nunerintegracija vplivov posameznih majhnih delov

celotnega nabojeE = > 4E =>"& AQ =t
R o ¢

Postopek za doléitev polja porazdeljenih nabojev.
ZapiSimo postopek, po katerem détao elektrino poljsko jakost za porazdeljene naboje z

uporabo engbe E = j aQ

2
po vseh 0
Q-jih

mesta, Kjer reunamo elekttino poljsko jakostge: je enotski vektor vektorja .

e, kjer je r vektor od mesta diferenciala naboj@ do

1) Da bi natatneje dolgili diferencial volumna, povrSine ali razdalje, raaro naso
naelektreno strukturo umestiti v ustrezen koordinsistem.Ce bo struktura na kateri
se nahaja naboj v obliki Zice, bo najbolj primeuperaba cilinddnega koordinatnega
sistemage bo naboj v volumnu krogle, bo primeren sfierKsS., itd.

Naboji, ki povzréajo polje so porazdeljeni po volumnu, povrsSini latiji. V tem
smislu bo diferencial naboja enak) = pdV , dQ =cdA ali dQ=qd . Te dol@&imo v
skladu s sled® tabelo:

1V praksi imamo na razpolago $e nekaj drugih moaaiinov reSevanja, ki jih bomo omenili v nadaljevanju.
2/12




Polje porazdeljenih nabojev 10.

Kartezini k.s. Cilindri¢ni k.s. Sferiéni k.s.
d | dx, dy, dz dr,rdg,dz dr,rd? r sing d
dA | dx.dy, dx.dz, dy.dz | rdgdz,d dz,r dp @& | rdIdr,rsindd & r? siF & ¢
dV | dx.dy.dz rdrdg dz r’sinda dg op

2) Glede na izbran koordinatni sistem doino ustrezen diferencial naboja. Na primer,
e se naboj nahaja vzdolZ palice, postavljene n&Xpbo di =g dx indQ =qdx. Ce
se naboj nahaja na povrSini valja, bo potrebnoalpbrizraz dQ = odA, pri ¢emer bo
dA=rdgdz, itd.

3) Na neko poljubno mesto na naelektrenem telesu yostadiferencial naboja in

dolo¢imo vektorr kot funkcijo koordinat. Vektor je vektor od mesta diferenciala
nabojadQ do ta@ke v kateri Zelimo izréunati polje.

dQ
of
5) Diferencial polja integriramo, pidemer moramo doliti Se meje integracije. Meje
integracije so dokene s koordinatami, ki zajamejo celoten naboj.
6) ReSimo integral in v reSitev vstavimo vrednosti méggracije.

in vstavimo predhodno datena @Q inr.

4) Zapisemo diferencial poljdE =& R

Primer izpeljave izraza za elektréno poljsko jakost naelektrene tanke palice.
Dolocimo elektreno poljsko jakosh = 5 cm stran od sredine enakomerno naelektrere tan
palice doloZinal = 10 cm. Naboj na palici je|2C.
lzratun: Postopamo na sletlenacin.
1. Palico postavimo v koordinatni sistem.
Primeren je valjni koordinatni sistem.
Naj bo sredina palice v sredigk.s. in
Z os usmerjena vzdolz palice. Glede
na izbran koordinatni sistem jé < dz.
2. dolotimo dQ, ki je v naSem primeru,
ker gre za linijsko porazdelitev naboja,
enak dQ=qldtl =qltz. Ker gre za
enakomerno porazdelitev naboja je
q=Q/1 =Q/d =20uC/m.
3. Postavimo @ na neko poljubno mesto
na palici, oddaljeno od izhod& zaz
Od dQ do tatke, kjer i€emo vrednost
polja, nariSemo vektarin ga izrazimo

s koordinatamir =% +h? .
4. Sedaj diferencial polja v ki
zapiSemo v obliki
dE = dQ = q.dz
Ang,r 4;:.90(22 +h2)
Vv principu zapisati v obliki vektorja, saj se
vektor (tako velikost kot smer) elekine
poljske jakosti spreminja za raatie lege @-ja, kar pomeni, da jih moramo seStevati
vektorsko. Da bi se temu izognili, lahko upoStevam@ dQ na zrcalni strani Z osi
povzraia polje, ki je v iskani ki usmerjeno tako, da vsota kaze v smeri radija. To

. dE moramo
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Polje porazdeljenih nabojev 10.

upoStevamo tako, da bomo seStevali le komponeulia, ki so usmerjene v smer

radija: dE, = dE [tosg@ = & E—IL :

NZZ+h?
" q.dz h

5. Sestevek prispevkov naredimo z integractp=| dg, = |

i), 4mE, (z2 + h2) JZ2 +h?

Er_4 > L o\3l2
&, —|/2(Z +h )

112
_ gh z _ g2l /2 _ ql
" ang| w2 (22 +h?)" ) ane (127 +0° Aren(112)% + 1
-1/2
Dobili smo reSitev. Vstaviti moramo le Se vrednasdiq, |, in h in dolatimo
velikost radialne komponente polj&; 02,5416 V/m.

Neskortno dolga tanka naelektrena palica = premi nabo;j.
Zanimivo je pogledati, kaksno polje dobinte,je naelektrena palica neskan dolga. V tem
primeru moramo limitirati razdaljbproti neskotinosti in dobimo

g =

: z | = 9272 ___9d_ pohimo izredno pomemben rezultat, to je,
4ne, h2( )

22 +h? dngh(1/2)  2neh’

da polje z razdaljo od tanke, neskoa, naelektrene palice upada h, Thedtem, ko polje v
okolici tockaste elektrine upada s kvadratom razdalje.

Neskorgno dolgo tanko naelektreno palico lahko smatrantakelektreno premico, zato taki
strukturi tudi réemo premi naboj (prema elektrina). ZapiSimo polje premega naboja Se
enkrat, tokrat v vektorski obliki. (pazi: v izpelfasmo zr definirali razdaljo od @-ja do
tocke, sedaj jer definiran v smislu cilindtinega koordinatnega sistema — kot radialna
oddaljenost od premega naboja):

. POLJE V OKOLICI PREMEGA NABOJA
2mE, I

SLIKA: Polje v okolici premega naboja.
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Polje porazdeljenih nabojev 10.

Polje enakomerno naelektrene daljice.
Izhajamo lahko iz reSitve za polje v okolici preraagaboja in namesto sredinske umestitve
dologimo razdalji od koordinatnega izhod& do levega roba & in do desnega robalz
Radialno komponento polja dobimo z resitvijo intdgr
_gh 2 dz

aney 3, (72 +0?)"

I2
E = qh z — q |2 _ _|1 )
" dne, h2(22+h2)3/2 dngh| J,)2+0 )2 +h?
_|1

SLIKA: Polje v okolici enakomerno naelektrene daljice.

EnostavnejSo obliko tega zapisa dobinie, uporabimo izraz za kosinusa notranjih kotov
(glej sliko):

-9
E = @, )t cosqr, ).
T 4TE€Oh(COS 2 ) co 1 )

Na podoben nan bi lahko dolg@ili Se Z komponento polja. 1zkaze se, da je reztulta

g . L
E = 47tth(sm(al) sin@, ) .

Ce tudi sedaj namesto razdale uporabimo razdaljor od naelektrene daljice, dobimo

enabd?: |[E =—1—[& (cos@, }+ cos, )+&,( sing, ¥ sint, )

4dne,r

Ker je premi naboj le poseben primer naelektren@gcda dobimo iz gornje erdde tudi
ena&bo za premi naboj, ko velig=a, -~ 0. Tedaj jecos(0)= Jin sin(0)= 0. Sledi en&ba za
premi nabo;j.

SLIKA: Naelektrena daljica v koordinatnem sistemu.

2 Enatba je v drugi literaturi lahko predstavljena z drigkoti in je tem smislu spremenjena. Potrebntoje;
pravilno dol@anje kotova, in a, .
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Polje porazdeljenih nabojev 10.

BEWEE Primerjajmo velikost polja v okolici naelektrenaljite s poliem naelektrene

premice in tokastega naboja. Torej eflee
= -_9 r. Dl : E -a_4 2 _=_Q
Eaiioa —K%r[er (cos@, )+ cosgr, )+&,( sing, ¥ sint, ))], Epremi = €& oney Etoke =€ dney?

Vzemimo za primer naelektreno tanko palico doldre10 cm z enakomerno porazdeljenim
nabojem 2uC in primerjajmo velikost polja s poliem v okolipremega naboja z enako
gostoto naboja in tikastega naboja z enako velikostjo celotnega naboja.

Primerjava pokaze, da je velikost polja naeleldr@gmemice in daljice enaka za majhne
razdalje od tanke palice (razdalja dosti manjSal@dine palice), da pa je za razdalje, ki so
dosti ve&je od dolzine palice bolj primeren priblizek potgnke palice s poljem tkastega
naboja.

Razdalja (cm) E daljice (kV/m) E premice (kV/m) | E tatke (kV/m)
0,1 359 359 1797

1 35 36 179

2 17 18 45

5 5 7 7

10 2 3 2

100 0,17 0,36 0,17

1011 :

10, |
107 ¢ ™, 3

e
.

10° |

Elektricna poljska jakost / V/m

104 7-3 ‘ ‘ — HH‘-2 ‘ ‘ — HH‘-1 ‘ - 0
10 10 10 10
Razdalja od naelektrene daljice / cm
SLIKA: Primerjava med vrednostjo polja v oddaljenosti od tanke naelektrene palice
(polna zelenaérta) in premega (rtkana modra ¢rta) ter tockastega naboja (tékasta

rdeca ¢rta).
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Polje porazdeljenih nabojev 10.

Polje v osi naelektrenega obréa.

V tem primeru uporabimo cilindmi koordinatni sistem in zapiSemo del naboja kot
dQ=qd =qltdg . Ce oznd&imo za polmer obrda, veljadQ = gadg . Ozna&imo dQ na skici in
potegnemo vektor od dQ do tatke na Z osi, ki je od sredid obr@a oddaljena za razdalp

Razdalja od @ do tatke na Z osi jer =+a*+z>. Nato ugotovimo, da se pri sumaciji
prispevkov @Q-jev ohranjajo le komponente polja v smeri osi &y pomeni, da moramo
dolxiti le prispevek te komponente in ga integriratsePno

dE, = dECtost = &L
r

dE = sz
4ne,r
dg,= 9 Z-.  qdp

©Amer T 4ne,(a® + 22)3/2 '
Sedaj ugotovimo, da integriramo po kotu in da nabed spremenljivk v erai ni funkcija
kota, od koder sledi:

2n on
E.= E = azdg — gaz d :L ,
i pOJ(;-jih © % 4ng, (a2 + 22)3’2 4n£0(a2 + 22)3’2 ! ¢ 2£O(a2+ 22) 312

kar je tudi Ze koten rezultat. ZapiSimo ga Se v vektorski obliki:
— Qaz

E =€ POLJE V OSI NAELEKTRENEGA OBROCA
z 250 (az + Z2)3/2

100¢

80+

60+

40 ¢

20

Elektricna poljska jakost / V/m

O L L L L L
0 0.02 004 0.06 0.08 0.1 0.12

Razdalia / m
SLIKA: Polje v osi naelektrenega obr@&a. Polmer obrafa je 2 cm, na njem je

enakomerno (linijsko) porazdeljen naboj 0,1 nC.

Polje v osi naelektrenega diska.

Polje v osi naelektrenega diska karaamo na podoben &a kot za druge strukture. Disk
umestimo v cilind@ni koordinatni sistem, doféimo dQ=o0dA, kjer dA dolatimo iz
poznavanja diferencialnin povrSin v cilinéiiem koordinatnem sistemu. Uporabimo
dA=dr (tdp, torej dQ=ordrdg. Skiciramo disk v cilinddnem koordinatnem sistemu,
postavimo @ na neko poljubno razdaljo r od sre@idliska, razdaljo odQ@do tatke T, kjer
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Polje porazdeljenih nabojev 10.

ratunamo polje in je za razdaljo z oddaljena od steddiska, pa oziamo z R. Velja
dQ
4ne,

da se radialne komponente polja odStevajo, sestgaie prispevki polja v smeri osi Z. V
tem smislu zapiSemo diferencial komponente poganeri osi Z:

dE, = dE [tosd = dE[-lé

R?=r%+2z*. NariSemo & v tocki T in ga zapiSemo v oblikiE = > . Nadalje ugotovimo,

4ne, R2 R
dE, == arzdrdf
4ne,R
E, = ZHB T2 grdg=—2% z:f L =22 (2 + 2y ) =22 11
21 Angy(r? +2%)%? dng, o (r’+z)%" 2, 0 2,z JR?+722
Nekoliko Se lahko spremenimo obliko €ba in dobimo

z _ O
E, _Z[l_ﬁJ_Z(l cosp ).

Polje v osi naelektrenega diska doifoo torej iz enabe®:

= = U z - g
E=-e,—|1-————|=e;.—(1-cos , zaz> 0.
250( \/R2+22j 250( 6)

15000

10000

5000

Elektricna poljska jakost / V/m

L L L T
005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
Razdalja vzdolz Zosi / m

SLIKA: Primerjava polj vzdolz Z osi naelektrenega diroé¢a (értkana zelena ¢rta) in
naelektrenega diska (polna modra‘rta). Naboj diska in obro¢a je 2 nC, polmer diska in
obro¢a pa 5 cm.

Polje naelektrenega diska je naj@na povrsini in upada z razdaljo, medtem ko jgepo
obrata pri z = 0 enako ti V oddaljenosti je velikost polja podobna.

% Enatba velja za pozitivne z-je. Za negativne je potmebpremeniti predznak polja, saj to kaZe v smeri
negativne Z osi (za pozitivni naboj na disku). BsgjoSna oblika je torej

E=ze, 2| 2___ 2
22‘90 |Z| VR +7°
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Naelektrena ravnina.
Naelektrena ravnina je le posebencajunaelektrenega diska in to tedaj, ko gre radikaiv
neskornost oziroma, ko gré - n/2. Tedaj je
B g
z 2¢ | POLJE NAELEKTRENE RAVNINE (velja zaz > 0)
0

To je pomemben rezultat in kaze, da je polje v igkalaelektrene ravnine neodvisno od
viSine nad ravnino. Neskoéne ravne povrSine seveda ni, lahko pa je to dobecépt v
mnogih poenostavljenih primerih. Uporabili ga boruali pri izralunu polja v plo&nem
kondenzatorju, kjer je ena pl@s naelektrena s pozitivnim, druga pa z negativnanojem.
Polje znotraj plo&hega kondenzatorja bo torefitmo vsota prispevkov vsake posamezne
ploXe.

Tudi ta engba, ki smo jo izpeljali, velja za pozitivneje. Za negativhez-je je potrebno

=_ - 0
predznak spremeniti, tordf = —€z o
0

zaz<0.

SLIKA: Polje naelektrene ravnine.

BH8H: Ravni plogi sta naelektreni z nabojem@=+20 pC. Dolasimo elektrEno poljsko

jakost med plaZama,ce je povrsina ene plsg 20 cr.
lzratun: Kot smo ze omenili, je polje znotraj pto¥sota prispevkov vsake pkas torej

g g
E=21—=— kjer je azg =10"° C/m. Dobimo E 01,23 kV/m.
28, &, A —_—
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PRIMERJAVE POTEKOV POLJA:

1. Primerjava med poljem v oddaljenosti od tékastega naboja in naelektrenega obra
pokaze, da je potek polja popolnoma rghi v blizini naelektrenih struktur, saj polje
tockastega naboja nat@s s priblizevanjem naboju proti neskoosti, v sredi&u
naelektrenega obta pa je polje enako &i V vegji oddaljenosti od obra oziroma
tockastega naboja pa sta ti polji vedno bolj podobni.

9 x10° 16
1 —— TOCKASTI NABOJ —— TOCKASTI NABOJ
87 —— NAELEKTREN OBROC |7 14 —— NAELEKTREN OBROC ||
£ £
S 7y S
- ~ 12t
- 6, —
$ ¢
S8 5b 8 10¢
g g
[%) (%]
5 47 5 8t
Q. o
S 3t ©
g g 6
% 2 3
[m] w L
1l 4
0 2 . . . . . . .
0 0.01 002 003 004 005 006 0.07 0.08 0.08 0.09 0.1 0.11 012 0.13 0.14 0.15 0.16
Razdalja/ m Razdalja/ m

SLIKA: Primerjava med poljem v oddaljenosti od to¢kastega naboja in v osi
naelektrenega obr@&a. Oba imata enako velik naboj (0,1 nC, polmer prstna je 2 cm).
Levo: polje v blizini obro¢a. Desno: polje v oddaljenosti od obréa. V oddaljenosti od

Q ~enakovreden izrazu E =g, (2:|az >
ATE 2e,(@” +z%)
obro¢a (razdalja manjSa od nekaj polmerov obr@a) pa je razlika velika (polja
naelektrenega obr@&a na sliki levo ne vidimo, ker je bistveno manjsi @ polja to¢kastega
naboja).

obrota postane izraz E=¢ 5+ V blizini

2. Primerjava med poljem tatkastega in premega naboja
pokaze, da polje tastega naboja mnogo hitreje (s kvadratom razdafjeyla z razdaljo kot
polje premega naboja ¢}/
X 105
4 :

—— TOCKASTI NABOJ
3.5¢ — PREMI NABOJ

251

15F

0
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
Razdalja/ m

SLIKA: Primerjava med poljem to ¢kastega (modracdrta) in premega naboja (zelena
érta). Polje totkastega naboja upada s kvadratom razdalje (1f), polie premega pa z
razdaljo (1/r).

Elektricna poljska jakost /  V/m
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3. Primerjava med poljem naelektrenega diska in ndektrene ravnine

V inZenirskem smislu je potrebno vedno poiskatiotistrukturo, ki najbolj primerno opisuje
elektricno polje. Na primerge imamo opravka z enakomerno naelektrenim telekini)
zaslonom in nas zanima elekto polje 1 cm stran od zaslona, je dovolj natar) ¢e
upoStevamo zaslon kot neskoo naelektreno ravnin@e nas zanima polje naelektrenega
zaslona 10 ali 15 m stran od ekrana, pa bi bilo gonbolj primerno zaslon smatrati kot
tockast naboj, Se bolj pa kot naelektren disk (niyzh tezko izpeljati eksakten izraz za polje
v okolici enakomerno porazdeljenega naboja na rp\aii).

30

: : ,
— RAVNINA
— DIsK

25t q .

20+ b

o
3

o
o

o
o

10+ b

Razmerje Ediska/Eravnine

Elektricna poljska jakost /  V/m
[
(6]

(S}
T
L
o
w

o
N

|
|
0O 0.62 0.64 0.66 0.68 Oil O.‘12 O.‘l4 0.16 o o_‘oz 004 006 008 01 0.‘12 014 016 018 0.2
Razdalja / m Razdalja / m
SLIKA: Primerjava med poljem naelektrenega diska in neskor¥ne ravnine z enako
velikim povrsinskim nabojem. Polmer diska je 8 cm.Desna slika kaze razmerje med
poljem diska in poljem ravnine. Tik ob povrSini je izra¢un ustrezen, na razdalji polmera

diska pa je polje diska 38 % polja ravnine.
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10.

POVZETEK IZPELJANIH ENA CB:

Polje naelektrene premice (premi naboj, prema elekina):

=_~_4d
E=
er2n£or

Polje naelektrene daljice:(polozene vzdolz Z osi) (glej sliko za razlagodigt

E=_J [& (cos@, )+ cosf, )+&,( sing, ¥ sing, )

Ang,r

Polje v osi naelektrenega obr&a (polmer obrdéa =a):

= qaz

=e
“2¢e,(a° +2%)

3/2

Polje naelektrene ravnine (normala v smeri osi Z):

— O
TS
0

Vprasanja za obnovo:

1) Kateri izraz nam omoga@ izra&un polja v okolici porazdeljenih nabojev? Kako ga

dobimo iz izraza za tiasti naboj?

2) Kako uporabimo izraz za polje porazdeljenih nabajavprimeru izréuna polja

naelektrene premice, oldiay diska?

3) ZapiSite in uporabite izraze za polje premega rebpplije v osi naelektrenega

obraia, polje naelektrene ravnine.
4) Skicirajte poteke polj obdelanih struktur.

5) Katere aproksimativne izraze bi uporabie bi zeleli izrgunati polje tik nad

enakomerno naelektreno mizo ali pa 15 m nad naelekimizo?

12/12



