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19. Metoda zrcaljenja

Vsebina poglavja: Valj nad zemljo z upoStevanjem ekscentri¢nosti,
daljnovodna vrv nad zemljo (zanemaritev ekscentri¢nosti), polje in
povrsinska gaostota naboja na povrSini zemlje, analiza sistema vrvi
nad zemljo, kapacitivhost med vrvjo in zemljo, tockasti naboj ob
ozemljeni krogli.

V prejSnjem poglavju smo ugotavljali, da so ekvipotencialne
ploskve v okolici dveh nasprotno naelektrenih premih nabojev
kroznice oziroma plasc¢i valjev. Ena od kroznic je tudi ravnina med
nabojema, v obravnavanem primeru ravnina x = 0 (kroznica z
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Metoda zrcaljenja se uporablja tudi v
arhitekturi. Na sliki najnovejSa stavba
nove operne hise v Pekingu.

neskon¢nim radijem). Tam je potencial enak ni¢. Obenem smo ugotavljali, da lahko poljubne
ekvipotencialne ploskve okovinimo in s tem ne spremenimo razmer (polja) med okovinjenimi
ploskvami. Ce je ena od okovinjenih ekvipotencialnih ploskev ravnina x = 0, lahko v tem
primeru prepoznamo moznost analize vodnika nad prevodno ravnino. Obi¢ajno smatramo, da
je zemlja dober prevodnik. V tem primeru lahko valje nad zemljo (npr. daljnovodne vrvi),
smatramo kot valje nad prevodno ravnino. Take strukturo analiziramo na nacin, da naboj

zrcalimo preko ravnine, kjer pa dobi nasproten predznak.

SLIKA: Zrcaljenje nabojev: tofkasti naboj, premi naboj, dipol, linijski na boj,

povrsinski naboj.
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Valj nad zemljo (uposStevanje ekscentri¢nosti).

Primer je zelo podoben prejsnjemu, le da v tem primeru okovinimo eno ekvipotencialko, ki
ima radij ry in eno, ki ima neskoncen radij (ravnino v osi Y kjer je potencial enak ni¢). Tudi ta
primer lahko analiziramo z dvema nasprotno naelektrenima premima nabojema. En od teh se
nahaja »pod zemljo«, zato pravimo, da analiziramo primer naelektrenega valja nad zemljo
s pomocjo metode zrcaljenja. To pomeni, da moramo v primeru analize premega naboja
nad zemljo za izracun postaviti Se navideznega zrcalno na ravnino zemlje. Zrcalni naboj
ima nasprotni predznak od tistega nad zemljo.

SLIKA: Valj nad zemljo: okovinjenje ekvipotencialke z radijem ry in ravnine X = 0.

Napetost med valjem in zemljo dolo¢imo podobno kot v prejSnjem primeru, le da je sedaj

V(T,)=0 inje U :V(Tl)_V(Tz)=V(Tl)=2q ln(S+d/2—r0

. Razlika v izrazu je le v
g, \S—d/2+r,
»polovicki«. Lego navideznega naboja dolo¢imo enako kot prej: s=./(d/2)> -1, , kjer je d/2

razdalja med geometrijskim sredisCem valja in zemljo, I, pa polmer valja.

Daljnovodna vrv nad zemljo (zanemaritev ekscentri¢nosti) ¢

BB 20 m nad zemljo se nahaja daljnovodna vrv polmera 2 cm z
nabojem = 300 nC/m. Dolo¢imo napetost med vrvjo in zemljo,
elektricno poljsko jakost na povrSini zemlje tik nad vrvjo ter povrSinsko .
gostoto naboja na zemlji. |

SLIKA: Izracun polja na povrsini zemlje.

Izratun: d/2=20,01m; s=4/(d/2)*—r’ =20,0099975 cm. Ugotovimo lahko, da je

razmak med geometrijskim srediS¢em vrvi in lego nadomestnega naboja prakti¢no
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zanemarljiv e=d/2-s=(20,01-20,0099975)cm=2,5-10cm. V tem primeru lahko
ekscentri¢no postavitev navideznega naboja zanemarimo in smatramo, da se navidezni naboj
nahaja v geometrijskem srediSc¢u valja (vrvi). Za zanemaritev ekscentri¢nosti mora veljati,

da je razdalja od vrvi do zemlje dosti ve¢ja od polmera vrvi: ;—°<<1. V praksi lahko

I, : . N . C
vzamemo E"S 0,01. V primeru zanemaritve ekscentricnosti se poenostavi tudi izracun

napetosti med vrvjo in zemljo, ki je sedaj (% =S):

u=_Jd h{ﬂj.
rO

2ng,

Izrac¢unajmo napetost v konkretnem primeru
V-m 40,04 m
A-s 0,02 m

U=2-910 =41kV.

-300-10_9C/m-1n(

Dodatno: Dolo¢imo Se polje na povrSini zemlje. UpoStevati je potrebno oba naboja —
originalnega v srediScu vrvi in zrcalnega z nasprotnim predznakom. Polje na povrSini zemlje

tik pod vrvjo je torej vsota obeh in je enako
-9
Eoe O 5 g 0010°Cm_
2ng;h 15,20 m @ ————

Koliko pa je povrSinska gostota naboja na tem mestu? Ugotovili smo ze, da je na povrSini
prevodnika o = ¢ E, , torej bo o =—4,77-10” C/m.

V poljubni toc¢ki na zemlji je polje:

_ ~ q h _ g-h
E=-62-E-cos(a)=-28€, =—

=—¢
278,07 + %2 2 + X ! me, (W +X7)

To polje je najvecje na zemlji direktno pod vrvjo in se z oddaljenostjo manjSa. Za
vizualizacijo se zopet posluzimo programa Matlab.
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q=300e-9; h=20;
eps0=8.854e-12;

for h=5:5:20
x=-40:0.01*h:40;
E=q*h./(pi*eps0*(x."2+h"2));
plot(x,E)

hold on

end

xlabel('Razdalja / m");
ylabel('Polje / V/m');

40

SLIKA: Elektri¢na poljska jakost na povrSini zemlje za razdalje od zemlje do vrvi 5, 10,
15 in 20 m za naboj na vrvi 30 nC. BliZje kot se nahaja vrv, ve€je je polje tik pod vrvjo

na zemlji.

Z integracijo povrsine pod krivuljo polja bi dobili enak rezultat za vse krivulje. Zakaj? Zato,
ker je polje na povrSini sorazmerno gostoti naboja o = ¢,E,, z integracijo gostote naboja po

povrsini pa dobimo celotni naboj, ki je po iznosu enako velik kot naboj na vrvi, le
nasprotnega predznaka je. To je naboj, ki se inducira na povrsini zemlje kot posledica naboja

na vrvi.

Izracun linijske gostote naboja za razli¢ne razdalje od zemlje do vrvi in konstantno napetostjo

40 kV:

h/m q /nC/m
5 358
10 322
15 304
20 293

Izracun napetosti med vrvjo in zemljo za razli¢ne razdalje od zemlje do vrvi in konstantno

gostoto naboja 300 nC/m:

h/m U/ kV
5 33,5

10 37,3

15 39,4

20 41
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Kapacitivnost med vrvjo in zemljo.

Pri konstantni napetosti med vrvjo in zemljo se naboj na vrvi spreminja v odvisnosti od visine
vrvi. BliZje kot je vrv povrsini zemlje, vecji je njen naboj. In seveda obratno. Pri konstatnem
naboju na vrvi ugotavljamo spreminjanje napetosti z viSino vrvi. Zakaj je temu tako? Zato,
ker blizje, kot je vrv zemlji, bolj se bodo na povrsini zemlje pod vrvjo zgostili (influirali)
naboji nasprotnega predznaka in vecja bo elektri¢na poljska jakost na zemlji. Posledi¢no bo
vi§ja tudi napetost med zemljo in vrvjo.

SLIKA: Kapacitivnost med vrvjo in zemljo.

Med nabojem na vrvi in napetostjo med vrvjo in zemljo velja linearna zveza:

U2ne,

m(d—g]
r0

Ce zapisemo celotni naboj na dolZini | vrvi, dobimo Q =gl =

U =iln[d _r‘)] oziroma ( =
0

2ne, r,
U2ng, I
d-r )
ln[ 0 }
r‘0
Razmerje Q/U je konstantno. To konstanto imenujemo — kapacitivnost. Kapacitivnost
sistema vrvi nad zemljo je torej

Q 2negl

V praksi pogosto za daljnovodne vrvi uporabljamo izraz za kapacitivnost na enoto razdalje,

S
r-0

Dolo¢imo kapacitivnost daljnovodne vrvi na enoto dolZine v naSem primeru:

c/1=3900C/m - 5 35 pF/m.

41kV ~— —
Kapacitivnost smo izracunali iz poznanega naboja in napetosti med vrvjo in zemljo.
Ugotovimo lahko, da bi lahko kapacitivnost dolocili tudi direktno s pomoc¢jo uokvirjene
enacbe in da ni odvisna ne od napetosti ne od naboja pac pa le od geometrijskih razmer, torej

od razdalje od vrvi do zemlje in njenega polmera. Kapacitivnost je torej geometrijski pojem.
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Racunanje polja in potenciala v okolici daljnovodnih vrvi nad zemljo.

Ugotovili smo, da obicajno lahko zanemarimo vpliv ekscentri¢nosti, in da je napetost med

-
vrvjo in zemljo podana z enatbo U = q In d—O
2ne, r,

J. Ce imamo opravka z vec

daljnovodnimi vrvmi, je smiselno ugotavljati potencial posamezne vrvi, zato poglejmo, kako
je sestavljen potencial ene same vrvi:

V=U= g In (d -, ) - Lln r,. Obicajno zanemarimo tudi ry v primerjavi z d in dobimo
2ne, 2ne,
Va9 L)% n(d)-—L ()|
2ne, r,) 2mg, 2ne,

Prvi ¢len je potencial, ki ga povzroca negativni naboj na mestu pozitivnega od katerega je
oddaljen za razdaljo d. Drugi Clen je potencial lastnega (pozitivnega) naboja. Da ne bi pri
izraunu pozabili, da se pozitivni predznak nanasa na razdaljo od negativnega naboja, lahko
enacbo zapiSemo tudi v obliki:

V=qml+ﬂmF)
2re, \ N, ) 27, \d

Ce je vrvi veg, je potrebno seveda sesteti (superpozicija) vpliv vseh na vsako vrv posebej. Ce
bi na primer imeli nad zemljo dve vrvi, je potencial vsake prispevek Stirih vrvi: lastne in
lastne zrcaljene ter sosed nje in sosednje zrcaljene.

BEIEE (izpitna naloga 4.2.2005):

Vodnika simetri¢nega dvovoda dolzine 5 m leZita vzporedno U
nad ozemljeno prevodno plosc¢o. Med njiju je prikljuen vir /@\
napetosti U = 400 V. IzraCunajte naboja na vodnikih. d “r
(h=3cm,d =6 cm, r =2 mm) hI VeV
Izracun: Glede na prikljucitev vira sta vzdolzni gostoti nabojev U
na vodnikih enakih absolutnih vrednosti, vendar nasprotnih V, /@\Vz
predznakov, (+q). Polje naboja ozemljene prevodne plosce q il
dolocata polji zrcalnih nabojev (£g). Naboja Q,==ql h d V=0V
vodnikov (dolzine |=5m)doloca napetost vira, ki je enaka N
razliki potencialov vodnikov: U =V, -V,. Njiju zapiSemo kot o) (q)e
vsoto prispevkov dveh parov nabojev:

v 4, 94, 20 _ 49, 2

2, ¥ 27, J@2hyY +d® 27 ry@2hy +d’

v 9 " ln\/(2h)2+d2 _q nr\/(zh)2+d2 _v

P 2me, d 27, 2h 27g, 2hd :

U=V,-v, =2V, =3 |2 71U =18,2nC.

—_—_— L, =gl =+
N T Qi =S ln(zhd/r\/(zh)2+d2)
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Druge variante moZznih izracunov:

a) Naboja na vrveh sta prikljucena na vir napetosti: v
tem primeru je na eni vrvi pozitivni, na drugi pa
negativni naboj enake absolutne vrednosti.

b) Naboja na vrveh nista prikljuena na vir napetosti:
v tem primeru sta naboja (lahko) razli¢na.

¢) Na nevtralnemu vodniku ni naboja. Vodnika na
katerem ni naboja ne zrcalimo.

d) Vodnik se nahaja v homogenem polju. V tem
primeru je poleg ostalih prispevkov potrebno
upostevati Se potencial vrvi E h, kjer je h viSina
VIvi.

e) Zrcalimo tudi tocaste in druge naboje; zrcalni
naboji imajo nasprotni predznak.

f) Kapacitivnost med vrvema je doloCena s
kvocientom napetosti med vrvema in naboja na o

vrvema. Doaca naloga: ako izraCunati
polje na zemlji tik ob stebru?

Primer, zrcalnjenje tockastih nabojev: kolokvij 17.12.2002

*--
s

4. Totkasta elektrina mnoZine O se nahaja na visint i nad
zemljo. Kolikina je ploskovna gostota o elektrine na h
povrsini zemlie v tofkd T, ki lezi navpifno pod
toékasto elektrino?

A
e
[
i

H

4. Ploskovna gostota elekirine na povriim zemlje je
sorazmermna normalni komponenti elekiriéne poljske
jakostt tik nad povriino: o(I)=g~E,(1.). Pr
doloéanju poljske jakosti upodtevamo e zrcalno
elektrine (-2, ki v toéki T povzrofa enako polje
kot originalna elektrina O:

ET)=--2—2 5. om-|-—2| h

das it 2zh’

————p -
isS

i
=

o(T)=2

I

-1—--_-
9
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Zrcaljenje tockastega naboja na kovinski krogli.
Vzemimo dva tockasta naboja vzdolz X osi. Potencial v tocki T je

Q Q,

\Y = + .
™ 4ne R,  4ng)R,

Pois¢imo tocke (ekvipotencialno ravnino), kjer je potencial enak ni¢. Tedaj bo

V(T,)= Q + Q :0:>ﬁ=—&.
4re,R, 4rg,R,, R Q

Tudi pri razmerju dveh premih nabojev smo dobili, da je razmerje radijev konstantno,
ekvipotencialne ravnine pa so bile kroznice oziroma plas¢i valjev. V tem primeru je

ekvipotencialna ravnina krogla s polmerom Ry, Ce je |Q1| > |Q2| .

Ce zapiSemo potenciala v dveh to¢kah na krogli, dolo¢imo ekscentri¢no lego naboja Q-

r2
znotraj krogle iz [ = %, kjer je ro polmer krogle, d pa razdalja od sredis¢a krogle do naboja
. . 1Q _ d
Q. Poleg dobimo zvezo med Q; in Q;: Q_ = r_ .
2 0

SLIKA: Dva tofkasta naboja imata ekvipotencialke od katerih je ena krogla s
potencialom ni¢. Polje v okolici naboja, ki se nahaja v bliZini ozemljene Kkrogle
analiziramo s pomoc¢jo zrcalnega naboja, ki lezi ekscentriéno od geometrijskega srediS¢a
krogle.

BEIREE Dolocimo silo na tockasti naboj Q; = 10 nC, ki je oddaljen za 10 cm od prevodne
ozemljene krogle polmera 8 cm.
Izracun:

_ﬁ ~ (8em)’

= ="3,556 cm.
d 10cm+8cm =—m———

Naboj Q, moramo torej postaviti za 3,556 cm od sredisca krogle v smeri naboja Q;. Po
velikosti pa mora biti

Q.= —-10nc. Sem

Sila med nabojema (hkrati tudi sila med prevodno naelektreno kroglo in toc¢kastim nabojem)

=-8nC.

0cm

je

|4re,r? | |4me,(d —e)?| |47e,(18 cm—3,556 cm)’®
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