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10. Elektricna poljska jakost porazdeljenih nabojev

Vsebina: polje tockastega naboja, dela celotnega naboja in polje porazdeljenih nabojev.

Polje tockastega naboja.

Spoznali smo Ze definicijo elektricne poljske jakosti ter enacbo za izracun polja v okolici
osamljenega tockastega naboja (r je vektor od tocke, kjer se nahaja naboj Q do tocke, kjer
dolo¢amo polje ).

E=g Q | Polje tokastega naboja
4ng,r

SLIKA: Polje v okolici to¢kastega naboja.

Nadalje smo ugotovili, da je Stevilo presezkov nabojev pogosto
zelo veliko, kar pomeni, da se Ze ob manjSem drgnenju dveh /’

teles prenese med telesi milijone in milijone elektronov. Da bi \a /_m‘

izracunali elektri¢éno poljsko jakost, ki jo povzroc¢ajo ti naboji, %

bi potrebovali mnogo racunanja, saj bi z upoStevanjem
superpozicije lahko izracunali prispevek polja vsakega naboja
posebej in vplive sesteli. Tak nacin raCunanja bi bil zelo
zamuden in neprakticen, Ceprav v pedagoske namene lahko
uporabljamo tudi tak postopek. TipiCen primer je program
JaCoB (jacob.fe.uni-lj.si), ki racuna silo med naboji in jih ~SLIKA: Primer izracuna in
dinami¢no pomika v smeri rezultanéne sile. Tak na¢in Prikazovanja sil med naboji s
izradunavanj se pogosto uporablja tudi v raziskavah osnovnih ~ Programom JaCoB.

delcev, kjer pa se uposteva tudi lastnosti trkanja delcev.

7

Polje porazdeljenih nabojev.

Pri izraCunu elektricne poljske jakosti porazdeljenih nabojev lahko predpostavimo, da je
zaradi velikega Stevila nabojev le-ta porazdeljen zvezno. Spoznali smo Ze moznost
predstavitve porazdelitve nabojev kot volumsko, povrSinsko ali linijsko gostoto nabojev. Da
bi dobili ustrezen izraz za izracun polja, ki ga povzrocajo tovrstne porazdelitve nabojev, se

O

najprej posluzimo ideje, da Ce velja za polje toCkastega naboja izraz E =€ ———, potem

dmg,r
lahko trdimo, da bo to veljalo tudi za neko malo koli¢ino naboja A4Q, ki se nahaja na
majhnem prostoru (majhnem v primerjavi z razdaljo r). V tem smislu bi za del celotnega
naboja lahko dolocili polje, ki ga povzroca:
AE =g, AQ —.
dne,r

SLIKA: Polje, ki ga povzroca del celotnega naboja.
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S procesom limitiranja diferencnih vrednosti dobimo izraz za diferencial polja, ki ga povzroca
diferencial naboja:

dE = ér &2
dre,r” |

Vpliv vseh delnih vrednosti oz. diferencialov naboja sestejemo s superpozicijo, ki v zveznem
prostoru predstavlja integracijo:

dQé

drer® " F Izraz za izracun polja porazdeljenih nabojev
0

po vseh
Q-jih

SLIKA: Integracija prispevkov diferencialov naboja za izracun elektri¢ne poljske
jakosti. r je razdalja od dQ-ja do tocke v kateri ra¢unamo polje.

Teoreticno lahko na ta nacin doloCimo elektri¢cno poljsko jakost za poljubno porazdelitev
naboja. Praktiéno pa smo omejeni s primeri, ko je zapisan integral Se analiti¢no resljiv. V
nasprotnem primeru nam preostane numericna integracija vplivov posameznih majhnih delov

N = 40
celotnega naboja: E = Z:AEi = Zér_ p Q 5 !
T ATEl,

Postopek za dolocitev polja porazdeljenih nabojev.
Zapisimo postopek, po katerem dolo¢imo elektri¢no poljsko jakost za porazdeljene naboje z

dQ

——¢€,, kjer je r vektor od mesta diferenciala naboja dQ do

uporabo enacbe E =
dne,r

po vseh
Qjih

mesta, kjer racunamo elektri¢no poljsko jakost; e je enotski vektor vektorja r .

1) Da bi natan¢neje dolocili diferencial volumna, povrsine ali razdalje, moramo naSo
naelektreno strukturo umestiti v ustrezen koordinatni sistem. Ce bo struktura na kateri
se nahaja naboj v obliki Zice, bo najbolj primerna uporaba cilindricnega koordinatnega
sistema, ¢e bo naboj v volumnu krogle bo primeren sfericni K.S., itd.

Naboji, ki povzroc¢ajo polje so porazdeljeni po volumnu, povrsini ali liniji. V tem
smislu bo diferencial naboja enak dQ = pdV , dQ = odA ali dQ =qdl . Te dolo¢imo v
skladu s sledeco tabelo:

'V praksi imamo na razpolago $e nekaj drugih moznih na¢inov re$evanja, ki jih bomo omenili v nadaljevanju.
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Karteziéni k.s. Cilindric¢ni k.s. Sferi¢ni k.s.
dl | dx, dy, dz dr,rdg,dz dr,rd9,rsin9de
dA | dx.dy, dx.dz, dy.dz | rdedz, drdz, rdedz | rd4dr, rsin 9drde, r* sin $d 9dg
dV | dx.dy.dz rdrdedz r’sin 9drd 9de

2) Glede na izbran koordinatni sistem dolo¢imo ustrezen diferencial naboja. Na primer,
&e se naboj spreminja vzdolz palice, postavljene v osi X, bo dI =& dx indQ = qdx. Ce

se naboj nahaja na povrsini valja, bo potrebno uporabiti izraz dQ = odA, pri cemer bo

dA=rdedz, itd.
3) Postaviti moramo diferencial naboja na neko poljubno mesto na strukturi in dolociti

vektor r kot funkcijo koordinat. Vektor r je vektor od mesta diferenciala naboja dQ do

tocke, kjer Zelimo izraCunati polje.
4) Zapisemo integral ter dolo¢imo meje integracije. Meje integracije so doloCene s

koordinatami, ki zajamejo celoten naboj.
5) Resimo integral.

Primer izpeljave izraza za elektri¢no poljsko jakost naelektrene tanke palice.
Doloc¢imo elektriéno poljsko jakost h = 5 cm stran od sredine enakomerno naelektrene tanke

palice dolozine d = 10 cm. Naboj na palici je 2 pC.

Izracun: Postopamo na sledeci nacin.

1.

Palico postavimo v koordinatni sistem.
Primeren je valjni koordinatni sistem.
Naj bo sredina palice v srediscu k.s. in
Z os usmerjena vzdolz palice.
dolo¢imo dQ, ki je v naSem primeru,
ker gre za linijsko porazdelitev naboja,
enak dQ=qdl . Ker gre za enakomerno
porazdelitev naboja je
q=Q/1=Q/d =20 uC/m.

Glede na izbran koordinatni sistem je
dl =dz.

Postavimo dQ na neko poljubno mesto
na palici, oddaljeno od izhodis¢a za z.
0Od dQ do tocke, kjer iS¢emo vrednost
polja, nariSemo vektor r in ga izrazimo

s koordinatami. Velja r=+/z* +h” .

Sedaj diferencial polja v tocki
zapiSemo v obliki
dQ g.dz
E= 5= —— -
dne,r 4ngo(z +h )

Sedaj moramo ugotoviti, da se vektor

elektricne poljske jakosti spreminja za razlicne lege dQ-ja, kar pomeni, da jih
moramo seStevati vektorsko. Da bi se temu izognili, lahko upostevamo, da dQ na
zrcalni strani Z osi povzroca polje, ki je v iskani tocki usmerjeno tako, da vsota
kaze v smeri radija. To upoStevamo tako, da bomo sestevali le komponente polja,

ki so usmerjeni v smer radija: dE, =dE - cos(y) =dE -
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7. Te komponente pa lahko sestejemo z integracijo:
1/2 q dZ h

_|/24n50(22 +h2)\/22 +h?

E,=[dE, =

e gh 1/2 dz

r 3/2
4me, 4/2(22 + hz)

172

E- gh z B q21/2 B ql
" odne | (22 en?)" dne, (/27 +h*  dre,h(1/2) +h?

-1/2

Dobili smo reSitev. Vstaviti moramo le Se vrednosti in dolo¢imo velikost radialne
komponente polja: E, =2,54-10° V/m.

Neskonc¢no dolga tanka naelektrena palica.
Zanimivo je pogledati, kak$no polje dobimo, ¢e je naelektrena palica neskon¢no dolga. V tem
primeru moramo limitirati razdaljo | proti neskon¢no in dobimo

o

= gh . : = = @22 __ 49 . Dobimo izredno pomemben rezultat, to je,
4neg, h2(22+h2) 4negh(1/2)  2me,h

—o0

da polje z razdaljo od tanke neskonéne naelektrene palice upada z 1/h, medtem, ko polje v
okolici tockaste elektrine upada s kvadratom razdalje.

Neskonc¢no dolgo tanko naelektreno palico lahko smatramo kot naelektreno premico, zato taki
strukturi tudi reCemo premi naboj (elektrina). ZapiSimo polje preme elektrine Se enkrat,
tokrat v smislu radija od preme elektrine (pazi: v izpeljavi smo z r definirali razdaljo od dQ-ja
do tocke, sedaj je r definiran v smislu cilindricnega koordinatnega sistema — kot radialna
oddaljenost od premega naboja):

E=g 1
2me,r |

SLIKA: Polje v okolici preme elektrine.
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Polje tokovne daljice.

Izhajamo lahko iz reSitve za polje v okolici tokovne premice in namesto sredinske umestitve
dolo¢imo razdalji od koordinatnega izhodis¢a do levega roba z |; in do desnega roba z |,.
Radialno komponento polja dobimo z resitvijo integrala

E— gh " dz

r 3/2°
4ne, 5 (22 + hz)

ki je
I
E = qh z — q Iz _ _Il
r 3/2 ’
dma | (22 o)) Amahl )t ht ) ke

EnostavnejSo obliko tega zapisa dobimo, ¢e uporabimo izraz za cosinusa notranjih kotov
(glej sliko):

E == 47:(th (cos(a,) +cos(er,)).

Na podoben nacin bi lahko dolo¢ili Se Z komponento polja. Izkaze se, da je rezultat

E== 411:(1‘0h (sin(a,) —sin(a,))

Ce tudi sedaj namesto razdalje h uporabimo polmer r od tokovne daljice, dobimo enacbo’:

o _ q R - ‘ -
o Ane,r [er (cos(e)+cos(a,)) +€, (sin(c,) Sln(az))}

Ker je prema elektrina le poseben primer naelktrene daljice, dobimo iz gornje enacbe tudi
enacbo za premo elektrino, ko veljae, =, —> 0. Tedaj je cos(0)=11n sin(0)=0. Sledi enacba

za premo elektrino.

SLIKA: Tokovna daljica v koordinatnem sistemu.

2 Enacba je v drugi literaturi lahko predstavljena z drugimi koti in je tem smislu spremenjena. Potrebno je torej
pravilno dolo¢anje kotov ¢, in «,.
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- Primerjajamo vrednosti izracunov polja za polje naelektrene daljice tako, da ga
primerjamo s poljem naelektrene premice in tockaste elektrine. Vzemimo za primer
naelektreno tanko palico dolzine d = 10 cm z enakomerno porazdeljenim nabojem 2 uC.
Primerjava pokaze, da je velikost polja naelektrene premice in daljice enaka za majhne
razdalje od tanke palice (razdalja dosti manjSa od dolzine palice), da pa je za razdalje, ki so
dosti ve€je od dolzine palice bolj primerna aproksimacija polja tanke palice s poljem
tockastega naboja.

Razdalja (cm) E daljice (kV/m) E premice (kV/m) E tocke (kV/m)
0,1 359 359 1797
1 35 36 179
2 17 18 45
5 5 7 7
10 2 3 2
100 0,17 0,36 0,17
1011
10" ,
S
S 10° .
17
g 10°
g
0
S 10’
8
2
2 10°
[}
w
10°
1043 ‘ ““““2 ‘ ““H“l ‘ ““‘HO
10 10 10 10

Razdalja od naelektrene daljice / cm

SLIKA: Primerjava med vrednostjo polja v oddaljenosti od tanke naelektrene palice
(polna zelena ¢rta) in premega (€rtkana modra ¢rta) ter to¢kastega naboja (toCkasta
rdeca ¢rta).

Polje v osi tokovne zanke.

V tem primeru uporabimo cilindriéni koordinatni sistem in zapiSemo del naboja kot
dQ=qdl =q-rdg. Ce oznaéimo z a polmer obroda velja dQ = gade . Oznaéimo dQ na skici in
potegnemo vektor  od dQ do tocke na Z osi, ki je od sredisc¢a obroca oddaljeno za razdaljo z.
Razdalja od dQ do tocke na Z osi je r=+a’+z° . Nato ugotovimo, da se pri sumaciji
prispevkov dQ-jev k celotnemu polju ohranjajo le komponente polja v smeri osi Z, kar
pomeni, da moramo dolociti le prispevek te komponente in ga integrirati. PiSemo
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dE, = dE -cos(a) =dE -2
r

dE = ﬂz
4ng,r
dE dQ z _ gazde

I 2 - 3/2 "
ang, " U dne (a’+2°)

Sedaj ugotovimo, da integriramo po kotu in da nobena od spremenljivk v enacbi ni funkcija
kota, od koder sledi:

gazde B gaz

2
E - dE=j

z z

) 2\3/2 2 2\3/2 7
po Q-jih 0 47t80(a +2 ) 26‘0(61 +2 )

kar je tudi Ze koncen rezultat. ZapiSimo ga Se v vektorski obliki:
_ qaz

E=¢
“2¢,(@%+7%)

3/2

100

80
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40

20

Elektricna poljska jakost / V/m

0

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
Razdalia / m
SLIKA: Polje v osi naelektrenega obroca. Polmer obrofa je 2 cm, na njem je

enakomerno (linijsko) porazdeljen naboj 0,1 nC.

Polje v osi naelektrenega diska.
Polje v osi naelektrenega diska izracunamo na podoben nacin kot za druge strukture. Disk
umestimo v cilindriéni koordinatni sistem, dolo¢imo dQ=ocdA, kjer dA dolo¢imo iz

poznavanja diferencialnih povrSin v cilindricnem koordinatnem sistemu. Uporabimo
dA=dr-rdep, torej dQ=ordrde. Skiciramo disk v cilindric(nem koordinatnem sistemu,

postavimo dQ na neko poljubno razdaljo r od sredisca diska, razdaljo od dQ do tocke T, kjer
raCunamo polje in je za razdaljo z oddaljena od sredis¢a diska, pa ozna¢imo z R. Velja

R*=r’+2z". NariSemo dE v toc¢ki T in ga zapiSemo v obliki dE = 1 dQRz . Nadalje ugotovimo,
e,

da se radialne komponente polja odstevajo, sumirajo pa se prispevki polja v smeri osi Z. V
tem smislu zapiSemo diferencial komponente polja v smeri osi Z:

dE, = dE -cosd =dE - £ =49 .2

R 4ngR* R
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_orzdrde

dE, = -
4ng,R

M oz h r oz 2 _avan\R oozl 1
= .”. 3/2dl’d(p= 2“j 3 3 3/2421I’=—(—(I’ +27) ) — |
47rgo(r +17%) dng, (' +27) 2¢& 0o 2¢\ 2 R2 472

0
Nekohko Se lahko spremenimo obliko enacbe in dobimo

o z o
E,=—|1l-——=|=—(1-co0s(9)).
’ 250{ \/R2+ZZ\J 2‘c"o( ( ))
Polje v osi naclektrenega diska dolo¢imo torej iz enatbe™:

E-e,- 2 |12 _ =ézi(1—cos(5)); zaz>0.
R*+72° 2¢,

15000

10000

5000

Elektricna poljska jakost / V/m

0.05 0.1 0.‘15 0.‘2 0.‘25 0‘.3 035 04 045 0.5
Razdalja vzdolz Zosi / m

SLIKA: Primerjava polj vzdolZ Z osi naelektrenega obroca (€rtkana zelena ¢rta) in

naelektrenega diska (polna modra ¢rta). Naboj diska in obroca je 2 nC, polmer diska in

obroca pa 5 cm.

Polje naelektrenega diska je najvecje na povrSini in upada z razdaljo, medtem ko je polje
obroca pri z=0 enako ni¢. V oddaljenosti je velikost polja podobna.

Naelektrena ravnina.
Naelektrena ravnina je le poseben slucaj naelektrenega diska in to tedaj, ko gre radij diska v
neskonc¢nost oziroma, ko gre & — n/2. Tedaj je

= - O

g e | Polje naelektrene ravnine (velja za z > 0)

0
To je pomemben rezultat in kaze, da je polje v okolici naelektrene ravnine neodvisno od
vi§ine nad ravnino. Neskon¢ne ravne povrSine seveda ni, lahko pa je to dober koncept v
mnogih poenostavljenih primerih. Uporabili ga bomo tudi pri izraCunu polja v ploS¢nem
kondenzatorju, kjer je ena plos¢a naelektrena s pozitivnim, druga pa z negativnim nabojem.

3 Enacba velja za pozitivne z-je. Za negativne je potrebno spremeniti predznak polja, saj to kaze v smeri
negativne Z osi (za pozitivni naboj na disku). Bolj splosna oblika je torej

& :ézi(i_;J
2¢, |Z| R*+2°
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Polje znotraj plos¢nega kondenzatorja bo torej oCitno vsota prispevkov vsake posamezne
plosce.

Tudi ta enacba, ki smo jo izpeljali, velja za pozitivne z-je. Za negativne z-je je potrebno

= - O
E:—ez

predznak spremeniti, torej zaz<0.

2¢,

SLIKA: Polje naelektrene ravnine.
-: Ravni plos¢i sta naelektreni z nabojema Q=20 pC. Dolo¢imo elektri¢no poljsko
jakost med plod¢ama, &e je povrsina ene plosée 20 cm”.

Izracun: Kot smo Ze omenili, je polje znotraj ploS¢ vsota prispevkov vsake plosce, torej

O O Q
E=2. =7 ,kjerje 0===10" C/m. Dobimo E =1,23kV/m.
2g, &, A E—
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PRIMERJAVE POTEKOYV POLJA:

1. Primerjava med poljem v oddaljenosti od to¢kastega naboja in naelektrenega obroca
pokaze, da je potek polja popolnoma razlicen v blizini naelektrenih struktur, kjer polje
tockastega naboja narasca s pribliZzevanjem proti neskoncnosti, v srediS¢u naelektrenega
obroca pa je polje enako ni¢. V oddaljenosti od obroca oziroma tockastega naboja pa sta ti
polji vedno bolj podobni.

x 10*
9 : . . . ; 16 . . ‘ ‘
—— TOCKASTI NABOJ — TOCKASTI NABOJ

8 —— NAELEKTREN OBROC |] 14 —— NAELEKTREN OBROC ||
£ £
S 7 S
g 6f ]
< <
S 5t e
] o]
X x
D oat 9
g E
S 3t o
£ g
3 2f 5
w w

1,

0 2 L L L L L L L

0 00l 002 003 004 005 0.06 007 008 0.08 009 01 011 012 013 014 015 0.16

Razdalja/ m Razdalja / m
SLIKA: Primerjava med poljem v oddaljenosti od tockastega naboja in v osi
naelektrenega obroca. Oba imata enako velik naboj (0,1 nC, polmer prstana je 2 cm).
Levo: polje v blizini obroca. Desno: polje v oddaljenosti od obroca. V oddaljenosti od

= = z

E=¢ Q —enakovreden izrazu E =¢, %, v bliZini
4re,r 2g,(2°+177)

obro¢a (razdalja manjsa od nekaj polmerov obroca) pa je razlika velika (polja

naelektrenega obroca na sliki levo ne vidimo, ker je bistveno manjsi od polja to¢kastega

naboja).

prstana postane izraz

2. Primerjava med poljem tockastega in premega naboja
pokaze, da polje toCkastega naboja mnogo hitreje (s kvadratom razdalje) upada z razdaljo kot
polje premega naboja (1/r).

x 10°
4 :

—— TOCKASTI NABOJ
3.5* — PREMI NABOJ

3H

25}

2+

1.5}

1t

Elektricna poljska jakost /  V/m

0.5}

0
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
Razdalja / m

SLIKA: Primerjava med poljem tockastega (modra ¢rta) in premega naboja (zelena
¢rta). Polje tockastega naboja upada s kvadratom razdalje 1/, polje premega pa z
razdaljo (1/r).
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3. Primerjava med poljem naelektrenega diska in neskon¢ne ravnine
V inzenirskem smislu je potrebno vedno poiskati tisto strukturo, ki najbolj primerno opisuje
elektri¢no polje. Na primer, ¢e imamo opravka z naelektrenim televizijskim ekranom in nas
zanima elektricno polje 1 cm stran od ekrana, je dovolj natan¢no, ¢e upostevamo ekran kot
neskonc¢no naelektreno ravnino, ¢e nas zanima polje naelektrenega ekrana 10 ali 15 m stran od
ekrana pa bi bilo mnogo bolj primerno ekran smatrati kot toCast naboj, Se bolj pa kot
naelektren disk.

30

Elektricna poljska jakost /  V/m

N
(53]

N
o

=
[$2]

=
o

(63}

0
0

T 1
— RAVNINA

— DISK

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
Razdalja / m

0.12 0.14 0.16

Razmerje Ediska/Eravnine

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1
0

e e e T e e e e
| | | | | | | | |
,,,,, Lo d__L_ - _1 [
| | | | | | | | |
T N I A O
| | | | | | | | |
| | | | | |

At Nl el Htt el Sty et i
| | | | | | | | |
N
| | ) | | | | | |
e A
| | | | | | | |
| | | | | | | | |
T O N O O I
| | | | | | |
F—o—— e ——m A — = — == -

|
1
0.02 0.

04 006 008 01 012 014 016 0.18
Razdalja/ m

0.2

SLIKA: Primerjava med poljem naelektrenega diska in neskon¢ne ravnine z enako
velikim povrSinskim nabojem. Polmer diska je 8 cm. Desna slika kaZe razmerje med
poljem diska in poljem ravnine. Tik ob povrsini je izra¢un ustrezen, na razdalji polmera
diska pa je polje diska 38 % polja ravnine.
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POVZETEK IZPELJANIH ENACB:

Polje naelektrene premice (prema elektrina):

E—q

= r
2meyr

Polje naelektrene daljice: (polozene vzdolZ Z osi) (glej sliko za razlago kotov):

— _ q R - ‘ ) '
== Ame,r [er (COS(CZI) i Cos(az)) +€, (Sln(al) Sln(az))}

Polje v osi naelektrenega obroca (polmer obroca = a):

= gaz

= =
‘ 2&‘0(8.2 + 22)3/2

Polje naelektrene ravnine (normala v smeri osi Z):

e
E=16,—
2¢,

Vprasanja za obnovo:

1) Kateri izraz nam omogoca izracun polja v okolici porazdeljenih nabojev? Kako ga
dobimo iz izraza za tocasti naboj?

2) Kako uporabimo izraz za polje porazdeljenih nabojev na primeru izracuna polja
naelektrene premice, obroca, diska?

3) ZapiSite in uporabite izraze za polje preme elektrine, polje v osi naelektrenega
obroca, polje naelektrene ravnine.

4) Skicirajte poteke polj obdelanih struktur.

5) Katere aproksimativne izraze bi uporabili, ¢e bi Zeleli izracunati polje tik nad
enakomerno naeletreno mizo ali pa 15 m nad naelektreno mizo?
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