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Spostovani studenti!

Pred vami je obnovljena in razsirjena skripta/uc¢benik za predmet Osnove elektrotehnike 1. Zakaj sem se odlocil
za razsiritev Ze tako obseZne tematike? V bistvu ne gre za razsiritev teoreticnega dela, ki ostaja vec¢ ali manj
enak, pa¢ pa za dodatna podpoglavja, ki so nekako v oporo teoretic(nemu delu. Pa ne toliko v smislu
razumevanja teorije, pac pa kot njena nadgradnja. Pogosto se Studentom dozdeva, da si s poznavanjem
osnovne teorije elektrotehnike (elektromagnetike) v praksi ne morejo kaj dosti pomagati, saj se dozdeva, kot da
je to predmet, ki Studente Sele uvaja v osnovne skrivnosti elektrotehnike, v visjih letnikih pa bo mogoce s
skupnim znanjem $ele kaj resnega narediti. Zelim vas prepricati, da to ni res. Da Ze temeljna znanja, ki jih boste
pridobili, omogocajo osnovno razumevanje narave elektromagnetnih pojavov in s tem razumevanje osnovnih
principov, ki so v ozadju delovanja doloc¢enih naprav. Najprej je torej potrebno razumeti, kako dolo¢ena naprava
deluje. Vse principe delovanja seveda ne moremo obravnavati v predmetu Osnove elektrotehnike 1, ki se
posveca predvsem pojavom elektrostatike in enosmernega tokovnega polja. Kljub temu pa zadoscajo za
razumevanje delovanja marsikatere naprave ali razumevanje dolo¢enega pojava. Na primer za razumevanje
principa delovanja fotokopirnega stroja ali laserskega tiskalnika. Za njegovo uporabo v bistvu ne potrebujemo
znanja elektrotehnike, drugace pa je, ce ga Zelimo popraviti, kaj $ele izboljSati nacin delovanja. Se visji nivo pa
je, da tako napravo izumimo. Vcasih izgleda, kot da je Ze vse izumljeno, kot da ni prostora za nove izume in
vCasih tudi, da je Slovenija premajhen prostor za kaksne pomembnejse izume. To je delno res, saj razvoj
dolocenega izdelka, recimo farmacevtskega, lahko stane vec sto milijonov, prav tako izdelava novega
avtomobila, da o raketah ne govorimo. Vedno pa se najde doloceno podrocje ali nisa, kjer lahko naredimo
preboje, nekaj novega, nekaj, kar se drugi niso spomnili. Zakaj ne bi bili vi tisti, ki bi prisli do neke novosti? Nekaj
dopolnilnih podpoglavij se posveca zgodovinskim zanimivostim, nekaj pa je tudi takih, ki kaZejo, da so tudi
mnoga nova dognanja in resitve povezana s temelji elektrotehniske znanosti.

Virov znanja je v danasnji dobi ogromno, kdor Zeli priti do virov, jih bo nasel. Literature o elektrotehniki je
ogromno, Ze v Sloveniji lahko pridete do razlicnih virov, tudi na podrocju osnov elektrotehnike. Ta ucbenik je
torej le en od mnogih, ki se jih lahko posluZite. V Sloveniji imamo kar bogato zgodovino poucevanja predmeta
elektrotehnika. Zanimivo je vzeti v roke delo prof. Milana Vidmarja Predavanja o znanstvenih osnovah delovne

elektrotehnike, ki datira iz leta 1952. V tedanjem obdobju je bilo pomembno predvsem podrocje elektricnih
strojev in elektrifikacije, kasneje je Sele sledilo obdobje elektronike, avtomatike, telekomunikacij. Kljub temu so
bili osnovni zakoni elektrike tedaj Ze dodobra znani in se do danes niso spremenili. Spremenil se je morda le
poudarek in nacin poucevanja. Za njim je sledilo mnogo predavateljev Osnov elektrotehnike in vsak je odvzel
kaksen del in tudi kakSnega dodal. V zadnjem obdobju velja omeniti prispevek kolega Antona Sinigoja z delom
Osnove elektromagnetike (PDF), ki vsebuje tvarino obeh predmetov, tako Osnov elektrotehnike 1 kot Osnov
elektrotehnike 2. Delo, ki se bo morda komu zdelo avtorsko nekoliko posebno je sicer precej teoreticno, a je z leti
postalo precisceno in lahko steje kot referenca za nadaljnja dela na tem podrocju.

V ¢em je torej poseben ta ucbenik? Vsi ucbeniki za osnove elektrotehnike obravnavajo vec ali manj isto snov. Gre
pa za nacin predstavitve, ki je pri vsakem avtorju nekoliko drugacen. Gre tudi za razlicne poudarke. Nekateri
Zelijo biti zelo teoreticno koncizni, morda malo »matematicni«, drugi pa matematicni del zmanjsajo na
najmanjSo moZno miro. Sam poskusam biti nekje vmes. PreveC poenostaviljanja ni pametno, saj so
elektromagnetni pojavi dejansko precej zapleteni. V bistvu bi bila obravnava teh pojavov Se mnogo bolj
zapletena, e ne bi imeli koncepta elektricnega in magnetnega polja. Ce bi Zeleli direktno izracunati ucinke
elektromagnetnih sil, npr. silo med telesi, energijo ali inducirano napetost, bi brez uporabe koncepta
elektricnega in magnetnega polja »polomili vse svincnike«. Elektricno in magnetno polje torej obravnavamo
zato, ker nam olajsajo razumevanje elektromagnetnih pojavov. Moje osnovno vodilo je, da je potrebno tekst
napisati ¢im bolj preprosto, ne pa prevec. Ce zadeve prevec poenostavimo, je pa¢ nevarno, da veljajo le v zelo
omejenih primerih, kot na primer le za konstantni tok. Razumevanje osnovnih spoznanj elektrotehnike poteka
na vec nivojih. Osnova je sicer pretvorba fizikalnih zakonitosti v model, ki je najpogosteje v obliki
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matematicnega zapisa, pogosto z integrali ali odvodi. To nam omogoca, da predvidimo (izraCunamo) ucinke
elektricnih pojavov. Ni pa tudi vse v matematiki, racunanju. Sicer bi se namesto elektrotehnikov z elektriko bavili
matematiki. Ko se enkrat pride do ustrezne enacbe (modela), matematikom ni para, prej pa mora delo opraviti
nekdo, ki razume ali poskuSa ustrezno razumeti elektromagnetne pojave. Into je drug nivo, Ce je prvi
matematicni, je drugi povezan z razumevanjem osnovnih konceptov, povezav. Klju¢no za ta predmet je dolocen
obcutek za elektricno (in pri OE2 magnetno) polje. Ker gre v doloceni meri za abstraktne pojme, je potrebno najti
nacin, da se z njmi »spopademo« ali bolje, da jih sprejimemo, razumemo. Zato je ta ucbenik prepreden z
dodatnimi grafi¢nimi prikazi, vsebuje povezave na animacije, simulacije in druga racunalniska orodja, ki nam
pomagajo razumeti elektricne pojave.

Morda $e beseda o virih napisanih v tujih jezikih. Najpogosteje Studenti posegajo po virih v angleskem jeziku,
Ceprav je jasno, da je mnogo dobre literature tudi v drugih jezikih, npr. nemskem, francoskem, ruskem. Pa nic¢
zato, Ze angleske dobre literature je vrh glave. Klasicnih tekstov je mnogo, zato bom omenil le nekaj takih za bolj
pogumne, ki bi se Zeleli spopasti s Se malo visjim nivojem teorije elektromagnetike. Osnovni problem
razumevanja teh tekstov je, da mi obravnavamo osnovne zakone elektrotehnike le z integralskimi enacbami,
medtem, ko drugi v vecini primerov preidejo tudi na t.i. diferencialni zapis enacb. Uporabo takega zapisa sam
sicer obi¢ajno malo nakaZem, ne spada pa med obvezno znanje, saj nam za obravnavo z diferenciali umanjka
matemati¢no znanje. [Nekoliko je problemati¢no, da predmetoma Osnove elektrotehnike I in 2 ne sledi nujno
nadaljevanje, ki bi nadgradilo to osnovno znanje teorije Se z zapisi v diferencialni obliki in iz tega sledeca pika na
i: izpeljava elektromagnetnega valovanja in njegovih posledic. Upam, da bo v prihodnosti vec¢ posluha za to
nadgradnjo, ki je vcasih veljala za klasiko, pa so jo kasneje »povozili modernejsi predmeti«] . Ucbenik s klasicno
predstavitvijo teorije elektromagnetike, ki je nasemu predznanju Se kar dostopen, je Electromagnetics od
Branislava M. Notarosa. Morda nam je njegov nacin predstavitve bolj domac tudi zato, ker gre za delo
profesorja, ki je drgnil solske klopi v rajnki Jugoslaviji, sedaj pa poucuje na Colorado State University. Kaksen
izvod bi se nasel tudi v nasi knjiznici. Od starejsih ucbenikov, ki pa so pogosto obnovljeni, velja omeniti vsaj
Electricity and Magnetism E.M. Purcella, ki je leta 1952 dobil Nobelovo nagrado za delo na podrocju nuklearne
magnetne resonance (v bistvu velja za izumitelja te metode). (Obstaja tudi srbo-hrvaska verzija tega ucbenika —
Electricitet i Magnetisam, morda zanimiv za tiste, ki jim slovensc¢ina ni materni jezik). Nasel sem tudi PDF verzijo
ucbenika na spletu (povezava), ni pa nujno, da bo s ¢asom obstala. Nekonvencionalno delo je tudi Feynman
lectures of physics, avtorja Richarda P. Feynmana, ki velja za morda najbolj popularen ucbenik fizike na svetu.
Za elektrotehniko je zanimiv predvsem drugi del, ki obravnava poglavja elektromagnetike. Feynman je bil v vseh
pogledih zanimiv ¢lovek, slovel je tako po svojem iziemnem fizikalnem znanju - dobil je tudi Nobelovo nagrado
(1965) za dela na podrocju kvantne elektrodinamike, kot tudi po pronicljivosti in radoZivosti (avtobiografija
Surely You're Joking, Mr. Feynman! ali What Do You Care What Other People Think?) in zanimanju za
popularizacijo znanosti. Okoli leta 1960 je bil pozvan s strani Caltech univerze (California Institute of
Technology), da osveZi studij osnov fizike s spoznanji moderne fizike. Tega se je lotil zelo resno in v njegovem
samosvojem stilu, od koder izvirajo trije zvezki (lecture notes), ki sicer ne nastopajo v nobenem kurikulumu kot
obvezno ctivo, kljub temu pa so zaradi originalnosti misli in prezentacije ostali kot znamenitost in referenca.
Feynaman je kot predavatelj na Caltech nastopil le eno leto. Dela so dostopna tudi na spletu:
http://www.feynmanlectures.caltech.edu.

Mnogo je tudi modernih ucbenikov za fiziko, ki vkljucujejo poglavja iz elektrotehnike, torej tudi elektrostatike in
tokovnega polja, kar je nase zanimanje pri predmetu OE1. Velja omeniti ucbenik Fundamentals of Physics, ki je
znan kot ucbenik avtorjev D. Hallidaya in R. Resnicka (ki tudi nista bila prva avtorja), vendar je trenutno avtor-
editor desete izdaje J. Walker. Gre za dobro razdelano delo, tako oblikovno kot strokovno, ki je preslo mnogo oci
in vsebuje mnogo dodatkov, video ilustracij, online pomoci, animacij in podobno. Kaksen izvod bi se nasel tudi v
nasi knjiznici, najde pa se tudi kaksna PDF verzija na spletu. Primeren je tudi kot dodatna literatura za fizikalne
predmete.

Na koncu velja omeniti Se Studijski material MITOpenCourseWare znamenite ameriske univerze MIT
(Massachusetts Institute of Technology), ki je prosto dostopen na spletu. Prakticno ni tematike, ki je tam ne bi
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nasli, za nas pa je zanimiv predvsem predmet Electricity and Magnetism, ki se z leti sicer spreminja, v osnovi pa

pokriva podrocje elektricnega in magnetnega polja.

Zainteresiranemu bralcu torej literature zagotovo ne bo zmanjkalo. Potrebno je torej najti pravo ravnovesje,
med Studijem in delovanjem. Problem aktivnega delovanja je morda v sami snovi, ki pogosto zahteva za
ucinkovito delo doloc¢eno opremo, ki Studentu ni dostopna. Tu sam vidim dve poti: prva so aktivnosti z uporabo
racunalnika, ki ga zagotovo tudi sami posedujete. Elektrotehnika se namrec¢ vedno bolj opira na raznorazna
racunalniska orodja, od preprostejsih programov za izracune enach, do bolj kompleksnih programov za
simulacijo elektromagnetnih pojavov. Tehniki se zelo pogosto posluZujemo programov kot so Matlab ali njegovi
brezplacni kloni (Octave, Scilab), lahko pa tudi programskih jezikov, od katerih bi izpostavil predvsem
programski jezik Python. S temi orodji se da marsikaj postoriti, bolj poglobljeno znanje pa koristi tudi kasneje,
pri znanstveno-raziskovalnem delu, pa tudi v podjetjih. Za numericne simulacije lahko poskusimo napisati tudi
svoje programe, obstajajo pa tudi bolj zahtevni programi za simulacije (Comsol, Ansys, ..) ali pa nekoliko manj
zahtevni, kot npr. Argos2D ali FEMM. Ce imate veselje za raziskovalno delo, pa imate na voljo naslednjo pot:

poiscete informacije o laboratoriju, ki se ukvarja s tematiko, ki vam je blizu. Z veseljem vas bodo vkljucili v
njihovo raziskovalno delo, pogosto pa vam lahko tudi omogocijo, da realizirate svojo idejo. Je pa tako kot pri
vseh stvareh: potrebno je biti vztrajen in tudi malo pogumen.

Srecno na poti,

Dejan KriZaj, 2019

Ucbenik je dostopen na spletni strani Laboratorija za bioelektromagnetiko, na google drive-u in s ¢asom

verjetno se kje drugje.

Osnovna pojasnila za uporabo ucbenika:

Zvezdica (*) pred naslovom podpoglavja pomeni, da gre za dodatno poglavje, ki ne spada med obvezno snov.
Pomembnejse enacbe so oznacene z barvami:

- Enacbe oznacene zeleno prestavljajo osnovne zakone in temeljne zveze.

- Enacbe oznacene rumeno sledijo ali se nanasajo na osnovne zakone in temeljne zveze.

- Enacbe oznacene turkizno oznacujejo konkretne zveze za izracune, izpeljane iz pomembnih zvez ali
osnovnih zakonov.

PS: Ceprav gre za obnovljeno/razsirjeno verzijo ucbenika, se se vedno prikradejo napake. Nekaj starih je
odstranjenih, verjetno pa so se prikradle nove. Ker sem se odlocil dati to verzijo na splet v PDF formatu v celoti,
ne bo tezko dopolniti ali popraviti teksta, e se pojavi potreba. Zato vas pozivam, da javite napake, pa tudi
predloge za dopolnitve ali sporemembe. Morda bo namesto mene urejal nadgradnje kdo drug, zato odpiram
poseben email naslov osnove.elektrotehnike.dk@gmail.com, ki bo vase pripombe javljal trenutnemu urejevalcu.

Hvala.

© D.K., 2019 4


https://ocw.mit.edu/courses/physics/8-02-physics-ii-electricity-and-magnetism-spring-2007/
http://www.agros2d.org/
http://www.femm.info/wiki/HomePage
http://lbm.fe.uni-lj.si/
https://drive.google.com/file/d/1vgJ_AvgXQNSJJHcVoAzSONVveEBGtEPt/view?usp=sharing
mailto:osnove.elektrotehnike.dk@gmail.com

Kazalo

KAZALO POGLAVIJ

1 1V T 7
S o T oY 1 I8 o ) 16
2. COUIOMBOV ZAKON........coeeeeeeeeiiiiiiiiieertiisisiirernnesstasisssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnssnns 28
3.  Elektricna poljSKQ JAKOST...........cceveuueieeieeeniiiieeniiiineenssissssnnsisssssnssssssssnssssssssssssssssnnsnnns 33
4. Porazdelitve NADOJEV............ceveuiieuriiieiiiiinriiieeiisinisiinsisisasissssisssnsisssssossnsssssnssssssssssnns 40
5.  KoOrdinGtni SiSt@MI ........eeeeeeeeeeeeeeeeeuueeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesesesssssssssssssssssssssssssssssssssases 45
6. Elektricna poljska jakost porazdeljenih nabojev .............cueueeeeeeeeenirererereenceeveneeennnanne 50
A <o 17 Ko L (o 63
8. Delo in potencialna energija..............ccceueeeeerireeeiiieeniiieesisinniisensissnesossnsisssssssssasessnssenes 72
9.  Potencial in NAPELOSL .........cc.ceeeeriieeriireeriiieesiriiiiiisisisteisissnsssssnsesssssossnsssssnsssssassssnsssnes 78
10. Prevodnik v elektriCnNem POIjU ..........eeeueeeeeeeeenereeereerenereraneernnsereesesensseesnsssssasessnsnees 92
3 R A V= o [ 1 L= I = | N 100
12. Gibanje nabojev v eleKtri€nem Polju .............ueueeeeeneeeeerereeneeeeerereeeseeeeneeeeesesennseennns 103
13,  EleKtriCni dipol.........ceeeueeeeeeeneeeeeeeieeeeeiiseeeseiisieesseesssssssnsessssnsssssssssssssssssnssssssnnnns 110
14. Okovinjenje ekvipotencialnih plOSKevV................ceeeeiereeiireeririeeireeeierriiieseaissensennnns 118
15.  Metoda ZrCAlJeNnjQ...........eeeueeeenireerirreeiriieiiirinisseaissesssssesisssssessnssessesssssassssnsssssnns 124
b LTI (o [ 2 (ol 1 4 )V/ Lo X O OON 131
17.  Dielektrik v eleKtriCnem POljU...........ceeeueeeeeneeeeneeeenneeeenserennerereerenssesensssssnsessnssesenns 138
B T 1 T-T o |+ [N 159
1 (o T2 1o (= s | (o T 169
20. Casovno konstantno tOKOVNO POIJE ..........c.eeeeerverevesueesressvesssesssesssesssessssssssssesases 182
D3 O V71 4 1 T [+ T=1 Lo X o [P UUUORR 200
22. Enosmernd vezja — 0SNOVNI ZAKONI ...........eeeenereenrerenneerenseeennserennerensserenssesensessnseses 215
23, ELEKTRICNI VIR ......cecvesesieerseereessessessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssessessssssssssssses 218
24.  OSNOVNA ELEKTRICNA VEZJA.........oecueeveeeeeeresrssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnses 223
2 T 1 [ o 241
26.  ANAliza @NOSMEININ VEZIf ...ceeuueeeeueeeenrereeneeenurereuniereneerensesenssesensesesssessnssessssessnseses 246
27.  SEAVKI (TEOIEMI) c...eeeeeeeeeereneeerenereunsereuserenssesenssesenssessssessnsssssssssenssesenssessnsessnssosen 255

© D.K., 2019 1



Kazalo

KAZALO - RAZSIRJENO

0.

Uvod
Osnovne enacbe (zakoni), ki opisujejo elektri¢ne pojave
Osnovne veli¢ine
Merske enote in pisanje enacb
Oznacevanje
Gradniki snovi
Prevodniki, izolatorji, polprevodniki, dielektriki
** Elektrenje s trenjem
* Matematicni uvod — integral in odvod
Druge oblike integracij
Od naklona do odvoda
Naboj in tok
Naboj (elektrina)
Zakon o ohranitvi naboja
Elektri¢ni tok (kontinuitetna enacba)
Predznak toka
odvajanje funkcij
Kontinuitetna enacba
Naboj kot integral toka
Konstanten tok
* Izra€un in izris rezultatov
Coulombov zakon

Zapis sile v vektorski obliki

Superpozicija sil
Elektri¢na poljska jakost

Superpozicija elektri¢nega polja

Prikazovanje elektri¢ne poljske jakosti v prostoru

* Prikaz elektricnega polja v 2D in 3D prostoru

* Kako je prislo do koncepta elektricnega polja?
Porazdelitve nabojev

Volumska gostota naboja

Povrsinska gostota naboja

Linijska gostota naboja

* Gekon uporablja elektrostatiko za plezanje
Koordinatni sistemi

Kartezi¢ni koordinatni sistem

Valjni (cilindri¢ni) koordinatni sistem

Krogelni (sferi¢ni) koordinatni sistem
Elektricna poljska jakost porazdeljenih nabojev

Polje tockastega naboja

Polje porazdeljenih nabojev

Postopek za dolocitev polja porazdeljenih nabojev
* Matematicni prirocnik

Elektricna poljska jakost enakomerno naelektrene tanke palice — premi naboj

Polje enakomerno naelektrene daljice
Polje v osi naelektrenega obroca
Polje v osi naelektrenega diska
Polje naelektrene ravnine
Primerjava potekov polja
Gaussov zakon
Silnice
Pretok elektricnega polja
Pretok nehomogenega polja skozi neravno povrsino
Pretocne cevke ali gostotnice
Pretok polja po celotni (zakljuceni) povrsini

10
11
11
12
12
13
14
14
15
16
16
16
17
19
20
22
22
26
27
28
29
31
33
34
35
36
37
40
40
41
41
42
45
45
46
48
50

50
51
52
54
55
56
58
59
60
61
63

63
63
64
65
65

© D.K., 2019 2



Kazalo

Pretok polja tockastega naboja skozi zamisljeno povrsino krogle 66
Pretok polja skozi zaklju¢eno povrsino poljubne oblike v kateri se nahaja mnoZzica nabojev 66
Vpliv nabojev zunaj zakljucene povrsine na pretok polja skozi notranjost povrsine 67
Naelektrena krogla 68
Naelektrena valja z isto osjo = koaksialni kabel 69
Naelektrena ravnina 70
* Kdo je prvi »izumil« Gaussov zakon 71
8.  Delo in potencialna energija 72
Delo po poljubni poti in velikosti sile 72
Delo elektri¢ne sile 73
Delo elektri¢nih sil ni odvisno od poti 74
Delo po zaklju€eni poti 75
Potencialna energija 75
Potencialna energija sistema nabojev 76
Delo kot razlika potencialnih energij sistema 77
9.  Potencial in napetost 78
Elektri¢ni potencial 78
Potencial v okolici tockastega naboja Q 79
Potencial sistema tockastih nabojev 80
Potencial pri zvezno porazdeljenih nabojih 80
Potencialno polje je skalarno polje 81
Ekvipotencialne ploskve 81
Elektriéna napetost 83
Drugi Kirchoffov zakon 83
Osnovni primeri izraCuna napetosti, polja in potenciala za: ploscati, valjni in sferi¢ni kondenzator 84
Dve ravni vzporedni naelektreni plosci: plos¢ni kondenzator 84
Koaksialni kabel (valjni kondenzator) 86
Krogelni (sferi¢ni) kondenzator 89
10. Prevodnik v elektricnem polju 92
Prevodnik v zunanjem elektri¢cnem polju 92
Povrsina prevodnika je ekvipotencialna ploskev 93
Elektrostati¢na indukcija ali influenca 94
Polje znotraj votline prevodnika — faradayeva kletka 94
Naboj v votlini prevodnika 94
Prenos naboja na zunanje stene prevodnika 95
Elektricno polje na povrsini prevodnika 96
Razlika med poljem naelektrene ravnine in poljem na povrsini prevodnika 96
Sila na naboj na povrsini prevodnika 97
* Xerografija 98
11. Zveza med E in V 100
Izracun elektri¢ne poljske jakosti iz potenciala in obratno 100
12. Gibanje nabojev v elektricnem polju 103
Energija delca med gibanjem 104
Primerjava velikosti gravitacijske in elektri¢ne sile 105
* Simulacije s programom EJSS 105
Prebojna trdnost, prebojna napetost 106
* 2. eksperiment Josepha Johna Thomsona (1856 - 1940) 107
* Elektroforeza 108
13. Elektricni dipol 110
Elektri¢ni dipol 110
Elektri¢ni dipolni moment 110
Polarne in nepolarne molekule 111
Dipol v elektricnem polju 112
Potencial v okolici elektricnega dipola 113
Elektricno polje dipola 115
Nacin izracunavanija sile na dipol iz spremembe elektri¢ne energije 116
* |zracun sile na dipol iz spremembe elektri¢ne poljske jakosti 116

© D.K., 2019 3



Ka

14.

15.

16.

17.

18.

19.

zalo

Potencialna energija dipola

Okovinjenje ekvipotencialnih ploskev
Polje med okovinjenimi ekvipotencialnimi ploskvami
Sistem dveh premih nasprotno naelektrenih nabojev

Ekvipotencialne ploskve polja dveh premih nabojev so kroznice (plasci valjev)

Dva prevodna valja enakega polmera priklju¢ena na vir napetosti
Metoda zrcaljenja

Prevodni valj nad zemljo (upostevanje ekscentri¢nosti)

Daljnovodna vrv nad zemljo (zanemaritev ekscentri¢nosti)

Kapacitivnost med vrvjo in zemljo

Racunanje polja in potenciala v okolici daljnovodnih vrvi nad zemljo

Zrcaljenje tockastega naboja na kovinski krogli
Kapacitivnost

Kondenzator kot »koncentriran« element

Merjenje kapacitivnosti

Racunanje kapacitivnosti

Kapacitivnosti osnovnih struktur

Kondenzatorska vezja

Zaporedna vezava kondenzatorjev

Vzporedna vezava kondenzatorjev

Enacbe potrebne za analizo sploSnega kondenzatorskega vezja
Dielektrik v elektricnem polju

Dielektrik vstavljen v zra¢ni kondenzator

Relativne dielektri¢nosti in prebojne trdnosti materialov

Fizikalna razlaga spremembe kapacitivnosti ob uporabi dielektrika

1) Plos¢ni kondenzator naelektren s prostim nabojem med plos¢ama

2) Plos¢ni kondenzator pri prikljuceni fiksni napetosti med plos¢ama

Vektor polarizacije

Povrsinska gostota polariziranega naboja

Elektricna susceptibilnost

Modificiran Gaussov zakon in vpeljava vektorja gostote elektri¢nega pretoka - D.

Zvezamed Din E
Zvezamed Pin D

Nacini izraCunavanja polja v dielektrikih za preproste strukture, kjer lahko uporabimo princip simetric¢ne

porazdelitve naboja in uporabimo modificiran Gaussov zakon

Povecanje kapacitivnosti zaradi vstavitve dielektrika v kondenzator pri prikljuceni napetosti

* Piezoelektriki
* Mikrofoni
Mejni pogoj za normalno komponento polja
Mejni pogoj za tangencialno komponento polja
Polje na meji dielektrika in kovine
* Sila med dielektriki / dielektroforeza
Energija
Ponovitev: delo elektri¢nih sil, potencialna energija, napetost in potencial
Energija posameznega naboja pri preletu elektricnega polja
Potencial v okolici osamljenega naboja in energija sistema dveh nabojev
Potencialna energija sistema tockastih nabojev
Energija v polju kondenzatorja
Dolocitev kapacitivnosti iz energije v kondenzatorju
Energija elektrostaticnega sistema porazdeljenih nabojev
Gostota energije in energija polja
Gibalni procesi — sila na naelektrena telesa

1) Primer gibalnih procesov naelektrenih teles brez priklju¢enega vira napetosti

2) Primer gibalnih procesov pri prikljueni napetosti
Izracun sile iz spremembe kapacitivnosti
Kondenzator

Kondenzator kot naprava za shranjevanje naboja

117
118

118
119
120
121
124
124
125
127
128
130
131
131
132
132
133
135
135
135
137
138
138
139
140
140
141
141
142
143
143
145
145

145
149
150
152
154
155
156
157
159

159
159
159
160
162
164
164
165
166
166
167
167
169

169

© D.K., 2019 4



Kazalo

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Kondenzator kot naprava za shranjevanje elektricne energije

Pomembne lastnosti kondenzatorjev

* Tipi kondenzatorjev

* Numeri¢no racunanje elektrostati¢nih polj
Casovno konstantno tokovno polje

Gostota toka

Kontinuitetna enacba

Casovno konstantno tokovno polje

Tok v snovi

Konvektivni tok

Konduktivni tok

Ohmov zakon v diferencialni obliki

Temperaturna odvisnost specificne upornosti

Joulov zakon

Mejni pogoj zaJ

Dualnost tokovnega in elektrostati¢nega polja

* Realni kondenzator
Viri napetosti

Generatorska sila

Generatorska napetost

Tokokrog

Zn/Cu baterija

Svinceva baterija — akumulator

Nikelj — kadmijeve baterije (Ni-Cd)

Nikelj — metal — hidridne baterije

Litij — ionske baterije

* Soncna celica

* Atmosferska elektrika
Enosmerna vezja — osnovni zakoni

1. Kirchoffov zakon

2. Kirchoffov zakon

Ohmov zakon

Oznacevanje smeri tokov in napetosti na elementih vezja
ELEKTRICNI VIRI

Idealni napetostni vir

Realni napetostni vir

Breme, priklju¢eno na realni napetostni vir

Idealni tokovni vir

Realni tokovni vir

Vzporedna in zaporedna vezava virov

** Dolocitev delovne tocke pri nelinearnem bremenu
OSNOVNA ELEKTRICNA VEZIA

1. Zaporedna vezava uporov
2. Vzporedna vezava uporov
3. Napetostni delilnik
4. Tokovni delilnik
5. Napetostni delilnik s potenciometrom
6. Mosti¢no vezje
7. Transformacija zvezda — trikot
Temperaturne lastnosti uporov
Merilni inStrumenti
Voltmeter
Ampermeter
* DODATNO: Merilni inStrumenti v praksi
* Dodatno: Na kratko o senzorjih temperature
* Dodatno: Wheatstonov mostic¢
Mo¢

171
172
173
177
182
182
184
185
187
187
188
189
192
193
195
197
199
200
200
201
202
204
205
206
206
206
209
211
215
215
216
217
217
218
218
218
219
220
220
221
222
223

223
223
224
226
226
227
228
229
230
230
231
232
235
237
241

© D.K., 2019 5



Kazalo

Moc¢ na bremenu 242
Maksimalna mo¢ na bremenu 244
Izkoristek bremena 244
26. Analiza enosmernih vezij 246
1. Metoda Kirchoffovih zakonov (metoda vejnih tokov) 246
Teorija grafov (na kratko) 247
Zapis in reSevanje sistema enacb 248
2. Metoda zan¢nih tokov 250
ReSevanje sistema dveh enacb 250
3. Metoda spojis¢nih potencialov 251
ReSevanje sistema enacb s pomocjo Kramerjevega pravila 252
* Analiza vezij s programskim orodjem SPICE 254
27. Stavki (Teoremi) 255
1. Stavek superpozicije 255
2. Stavek Thévenina 256
Dolocitev Théveninove nadomestne napetosti in upornosti 256
3. Stavek Nortona 258
Maksimalna moc¢ na bremenu — drugic 258
4. Stavek Tellegena 261

© D.K., 2019 6



Uvod E
0. Uvod

Po vrsti, kot so hiSe v Trsti. Nase spoznavanje elektricnih pojavov in zakonitosti bo temeljilo na

postopnosti. Od preprostejSih konceptov do bolj zahtevnih. Razlago elektri¢nih pojavov zacnemo z
ugotovitvijo, da so elektri¢ni pojavi posledica ucinkov elektri¢nih nabojev, elektronov in protonov ter
da se naboj ne more izniCiti niti ne more nastati. Preprosto je. 1z tega tudi sledi zakon o ohranitvi
naboja. Ce se naboj na dolo¢enem telesu ne ohranja pa¢ pa se povecuje ali zmanjiuje, je to posledica
odtekanja ali pritekanja nabojev, kar predstavimo s konceptom elektricnega toka. Med enako
predznacenimi naboji deluje odbojna, med nasprotno predznacenimi pa privlacna sila. To opiSemo s
Coulombovim zakonom. Bolj sploSen je pojem elektricnega polja, ki pravzaprav izhaja iz Coulombove
sile. Je tudi bolj abstrakten, a se kasneje izkaze zelo pomemben. Nadalje se bomo srecali s pojmom
potenciala oziroma potencialne energije. Ce namre¢ dva enako predznatena naboja priblizamo,
moramo opraviti dolo¢eno delo, saj deluje sila v smeri loCevanja. S tem smo povecali potencialno
energijo (sistema) nabojev. |z tega koncepta izhaja tudi pojem elektricnega potenciala oziroma
elektricne napetosti. Nato sledijo pojmi kapacitivnosti, gostote elektricnega pretoka, dielektricnosti,
susceptibilnosti, razlicnih vrst gostote naboja, elektricnemu dipolu, vektorju polarizacije, gostoti
energije, gostoti moci, moci, energiji, gostoti toka, specificni prevodnosti, itd. Zelo veliko pojmov,
pravzaprav velicin (fiziki bi rekli kolicin), s katerimi opisujemo elektri¢ne pojave. In te veli¢ine so med
seboj v dolocenih relacijah.

Pa si za uvod poglejmo primer naelektritve dveh prevodnih teles. Zakaj prevodnih? Zato, da se
elektroni v njiju lahko prosto gibljejo. (V neprevodnih telesih so vezi med atomi taksne, da gibanje
elektronov zelo omejijo ali celo onemogocijo). Sedaj ti dve telesi naelektrimo. To lahko naredimo na
razli€ne nacine, npr. se vsakega dotaknemo z Ze predhodno naelektrnim telesom ali pa ju preprosto
priklju¢imo na vir, katerega lastnost je, da ima naboje Ze locene (oziroma jih sproti locuje
elektrokemijska sila). Telesa se pogosto naelektrijo tako, da se med seboj drgnejo. Temu pojavu
reCemo triboelektrika. Ta pojav je fizikalno nekoliko teZje opisati, v sploSnem pa lahko rec¢emo, da
imajo nekateri materiali teZznjo, da elektrone oddajajo in s tem postanejo pozitivho naelektreni, drugi
pa imajo teZnjo po sprejemanju elektronov (postanejo negativno naelektreni). Nekaj ve¢ o tem je v
podpoglavju na koncu uvodnega poglavja. Ko vir sklenemo s prevodnima telesoma, se na njiju
prenese elektri¢ni naboj. Slika 0-1 to prikazuje na preprost, konceptualen nacin. Brez uporabe enacb.
Samo toliko, da opiSemo procese, ki potekajo. Ne znamo pa povedati npr. koliko naboja se je
preneslo ali v kolikSnem ¢asu, kam se bo ta naboj postavil, itd. Odgovore na ta vprasanja lahko
dobimo na dva nacina: s pomocjo eksperimenta ali s pomocjo ustreznega matemati¢nega modela.

[ -

| . I | - i l § S—

VIR | VIR

Slika 0-1: Levo: prikaz priklopa prevodnih teles na vir. Desno: prikaz naelektritve teles ob priklopu.

© D.K., 2019 7



Uvod E

Najbolj neposreden in odlocujo¢ je eksperiment. Ce ta pokaZe drugacen efekt, kot ga pri¢akujem
konceptualno, potem je nas koncept razumevanja napacen ali vsaj pomanjkljiv. In ga je potrebno
spremeniti ali dopolniti, tako, da se bo skladal z opazovanji. Enako velja za matemati¢ni koncept. Ce
se rezultat matemati¢nega modela ne sklada z opazovanji, je na§ model pomankljiv ali pa smo se
zmotili pri njegovi uporabi (npr. pri izpeljavi ali izracunu).

Zakaj torej ne poskuSamo spoznati in razumeti elektriéne pojave izkljuéno z opazovanjem
eksperimentov? Predvsem zato, ker je to precej zamudno in je tudi pogosto tezko izvesti
eksperimente, ki vkljucujejo izkljuéno en sam pojav, ki ga Zelimo opazovati. Zato se tudi pogosto
rezultati eksperimentov ne ujemajo popolnoma z rezultati matemati¢nega modela. Kljub temu, ce
nam le uspe zgraditi dovolj dober matemati¢ni model, nam le ta omogoda razumevanje vpliva
razlicnih parametrov (dejavnikov) na elektricni pojav in predvsem kvantifikacijo. Omogoca nam torej
dolocitev velikosti vpliva posameznih parametrov. To pa je podrocje elektrotehnike oz. to so znanja,
ki jih Zeli imeti elektrotehnik, da bi lahko elektricne pojave ne le razumel pac pa jih tudi izkoristil,
uporabil.

Vrnimo se zopet k nasemu (zaenkrat) virtualnemu eksperimentu, s katerim poskuSamo opisati proces
elektrenja. Konceptualno smo ta proces opisali le delno ustrezno, fizikalno pa celo precej napacno.
Zakaj? Zato, ker se po prevodnikih lahko premikajo le elektroni, ki so (po dogovoru) negativnega
predznaka. Kaj torej predstavljajo tisti plusi na levem prevodnem telesu? Fizikalno gledano ti plusi
predstavljajo elektrone, ki so odsli iz svojih ravnovesnih leg na + elektrodo vira. Plusi torej
predstavljajo pomanjkanje elektronov, minusi pa njihov presezek. Iz konceptualnega vidika torej ni
napacno prikazovati pluse kot nasprotje minusov, niti ni narobe prikazovati premikanje plusov, le
zavedati se je potrebno, da gre v resnici za premikanje elektronov v nasprotno smer. Poleg tega je v
jedrih atomov, ki so izgubili elektrone, preseiek protonov, ki pa imajo pozitivni naboj, ki je po
velikosti enako velik kot naboj elektrona. (Obstaja pa tudi premikanje plusov, na primer v primeru
gibanja pozitivnih ionov v tekocinah). Na sliki smo oznacili tudi smer pretakanja nabojev (tako
pozitivnih kot negativnih). Pretakanje nabojev imenujemo elektri¢ni tok in ga oznacimo s c¢rko i.
Katera oznacitev je potrem pravilna i, ali i.? Zacuda je tako, da je pravilnejsa oznacitev i, , saj po
dogovoru elektri¢ni tok definiramo kot gibanje pozitivnih nabojev. In Se en detajl. Ugotovili bomo, da
se naboji po prevodniku porazdelijo le po povrsini in ne tudi v notranjosti prevodnih teles, kot kaze
Slika 0-1. Poleg tega se jih ve¢ nabere na mestih, ki so blize drugemu telesu. Zakaj pa se potem ne
naberejo kar vsi na tistem mestu? Zato, ker se istoimenski naboji (+ in + ter - in -) odbijajo,
nasprotnoimenski (+ in -) pa privlacijo. Konceptualno lahko s tem poznavanjem popravimo prvotno
sliko (Slika 0-2).

N

VIR
Slika 0-2: Popravljena slika naelektritve dveh prevodnih teles. UpoStevamo enotno oznadcitev toka (levo) ter to,

da se naboji porazdelijo po povrsini prevodnega telesa in tudi nekoliko vec tam, kjer sta telesi bliZje drug
drugemu (desno).
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Kaksna pa je povezava med napetostjo vira in mnoZino naboja na prevodnih telesih. Zanimivo je, da
je ta povezava linearna, to pomeni, da povecanje napetosti vira sorazmerno poveca mnozino naboja
na telesoma. To linearno povezavo lahko prikazemo grafi¢no (Slika 0-3), pa tudi matematicno.

AN (

_."A)

0

+<_)

M\

U T

v

Slika 0-3: Levo: graficni prikaz povezave med napetostjo vira in mnoZino naboja med prevodnima telesoma.
Desno: prikaz ekvivalentnega elektriénega modela.

Matemati¢no to zapiSemo v obliki Q =kU , kjer je k neka konstanta. Obicajno jo oznacimo z veliko
¢rko Cin jo imenujemo, ni¢ drugace kot, kapacitivnost. Velja torej Q=CU . Poleg tega elektricne

pojave elektrotehniki pogosto poenostavimo tako, da jih prikazemo v obliki elektri¢nih ekvivalentnih
vezij. Na$ primer elektrenja bi lahko prikazali kot preprosto vezje, v katerem napetostni vir
priklju¢imo na kondenzator, ki s svojima dvema elektrodama shemati¢no nakazuje dve loceni
prevodni telesi.

Te uvodne vrstice nakazujejo, v kateri smeri bomo zacrtali nase »potovanje«. Elektricne pojave bomo
Zeleli spoznati in razumeti tako, da bomo podrobno raziskali same temelje, osnovne zakonitosti, ki
opisujejo naravo elektri¢nih pojavov. Uporabili bomo razlicne nacine, od opazovanja eksperimentov
do konceptualnega razumevanja, simulacij ter matematicne obravnave. Slednji se nikakor ne Zelimo
izogniti, saj z matemati¢nimi relacijami (enacbami) dobimo orodje, ki nam omogoca inZenirski pristop
izkoriS€anja elektri¢nih pojavov z nacrtovanjem in izdelavo elektri¢nih elementov, sklopov, naprav,
itd.

OSNOVNE ENACBE (ZAKONI), KI OPISUJEJO ELEKTRICNE POJAVE

Osnovne velicine v elektrotehniki, s katerimi opiSemo elektromagnetne pojave, so elektricna poljska
jakost E, gostota elektricnega pretoka D, gostota magnetnega pretoka B in magnetna poljska jakost
H. Torej ne napetost in tok, kot bi morda pricakovali. So pa seveda te veli¢ine z napetostjo in tokom
neposredno povezane. Prav tako povezave med temi osnovnimi velicinami niso tako preproste, kot
smo v prejSnjem odstavku ugotavljali za povezave med nabojem ter napetostjo. Za razumevanje
povezav med E, D, B in H potrebujemo nekaj matemati¢nega znanja. Tega si bomo pridobili spotoma.
Vseeno jih zapisSimo, da bomo videli, kaj nas Se ¢aka, oziroma, do kam bi radi prisli. Enacbe so znane
kot Maxwellove enacbe in so zapisane tako v integralni kot diferencialni obliki:

gSWdT:ikond +i, =j Tt + 22 | dA ali OtH = Jyons + 22 (0.1)
) )’ ot ot
@E-dfz—j@-dﬂ ai rotE=-2B (0.2)
/ . ot ot

© D.K., 2019 9



Uvod ﬂ

gSE-dﬂzo ali divB=0 (0.3)
A

4}5-dﬂ= jpdv ali divD=p (0.4)
A

Da bi jih bolje razumeli potrebujemo ¢as in tudi nekaj matemati¢nega znanja. Vidimo, da jih zapiSemo
z integralnim racunom, da so veli¢ine ve¢inoma vektorske (razen p, ki je gostota naboja), da gre za
razliéne tipe integracij, po povrsini, po liniji, po volumnu, itd. Ce bi jih znali »brati«, bi lahko iz prve
enacbe zakljucili, da elektri¢ni tok in/ali sprememba elektricnega polja povzroca magnetno polje, iz
druge enacbe pa, da sprememba magnetnega polja povzroca elektriéno polje. To pa je tudi osnova za
razumevanje elektromagnetnega valovanja. Iz tretje enacbe sledi, da magnetno polje nima ne
zaCetka ne konca, je samo vase zaklju€eno, iz Cetrte pa, da so vir elektricnega polja elektri¢ni naboji.

Toliko zaenkrat. Naj ponovim, da so enacbe le navrzene, in to zato, da vidimo, da osnovnih enacb
(zakonov) v elektrotehniki ni veliko in da niso zapisane s tokom in napetostjo (Ohmov zakon) pac pa z
relacijami med elektricnim in magnetnim poljem. Na tem bo tudi poudarek v dveh semestrih. Na
razumevanju pojmov povezanih z elektricnim in magnetim poljem, njihovim pomenom za
razumevanje elektriénih pojavov in njihovim vplivom na okolico. Sele, ko bomo elektri¢no in
magnetno polje sposobni ovrednotiti, ga bomo lahko poskusali »ukrotiti« oziroma uporabiti nam v
korist.

OSNOVNE VELICINE

Velicine, ki jih bomo obravnavali ve¢inoma Ze poznate. Npr. elektric¢ni naboj (v elektrotehniki pogosto
imenujemo tudi elektrina), tok, napetost, moc, energija, itd. Iz srednje Sole poznate tudi dolocene
relacije med njimi, na primer povezavo med tokom in nabojem Q = It, med napetostjo in tokom

U = IR ipd. Ugotovili bomo, da so te zveze le pogojno ustrezne, npr. Q = It le v primeru, ko je tok

konstanten in U = IR le za dolo¢ene tipe elementov (linearnih uporov). Poleg tega tudi definicije
dolocenih veli¢in niso najbolj preproste. Na primer definicija elektricne napetosti, ki je definirana kot
delo, ki ga opravi elektri¢na sila pri premiku enote naboja (1 C) od enega do drugega mesta.

Zanimivo je, da (tudi) v Sloveniji nismo popolnoma usklajeni pri uporabi dolocenih izrazov —
terminologiji. Tako na primer v tehniki uporabljamo izraz veli¢ina, v fiziki pa koli¢ina. V tehniki
uporabljamo izraz kapacitivnost, fiziki pa kapaciteta. Spodaj je del izpisa SSKJ — Slovarja Slovenskega
knjiznega jezika (fran.si) za geslo elektri¢ni upor. Ugotovimo, da obstaja vec rab tega izraza, v tehniki
oz. fiziki kot lastnost snovi (4), v elektrotehniki pa kot predmet — element (5). Kaj je pravilno, tu ne
bomo razpravljali. V tekstu uporabljam ustaljene elektrotehniske izraze. V pomoc pri prevajanju
elektrotehnigkih izrazov iz ali v tuje jezike lahko pride prav VECJEZICNI PRIROCNIK IZRAZOV IN
DEFINICI) ZA ELEKTROTEHNIKO IN ELEKTRONIKO.

4. fiz,, teh elektriénl upor lastnost snovi, da se upira prevajanju elektricnega toka
Ve, VaIlIKI 1D( 8 el hn } Ut r ) ’
5 kir. predmet, pri katerem se izkoris¢a precdvsem njegova elektricna upornost
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IMERSKE ENOTE IN PISANJE ENACB

Za vsako veli¢ino uporabljamo dologen simbol, obi¢ajno eno érko abecede, pogosto grike”. Simbol za
napetost je U, za tok /, temperaturo T itd. Opazili ste Ze, da piSemo simbole za veli¢ine poSevno. To pa
zato, da jih lo¢imo od merskih enot, kratko kar enot, ki jih piSemo pokoncno. Kot primer zapiSimo
U =5 V. Med stevilsko vrednostjo in enoto je praviloma presledek. Mersko enoto predstavimo z

imenom in simbolom. Ime enote za napetost je volt, simbol pa V.

V svetu se je uveljavil sistem merskih enot, ki ga s kratico imenujemo Sl (Sisteme International).
Obsega sedem osnovnih enot in vrsto izpeljanih’. Osnovne enote so kilogram (kg), meter (m),
sekunda (s), amper (A), kelvin (K), kandela (cd), mol (mol), radian (rad) in steradian (sr). Izpeljane
enote pa so na primer m/s za hitrost itd. Zanimivo je, da je elektri¢ni tok edina elektri¢na veli¢ina, ki
spada med osnovne enote (kilogram, meter, sekunda, Amper). Bolj natancne definicije osnovnih enot
Si preberite v Uradnem listu RS $t.26/2001 (http://www.uradni-
list.si/1/objava.jsp?urlid=200126&stevilka=1594), ali pa v mnozici drugih spletnih strani, npr.
http://www-f1.ijs.si/~ziherl/standardi.pdf.

OzNACEVANIJE

V elektrotehniki pogosto uporabljamo predpone k merskim
enotam. To je potrebno zato, ker je red velikosti veli¢in zelo
razlicen. Kapacitivnosti so pogosto reda mikro, nano ali piko
faradov (uF, nF, pF), uporabljajo se napetosti od mikro voltov
do mega voltov itd. Zveze nam prikazuje preglednica:

vrednost ime predpona primer Intelova 65 nm tehnologija SRAM
spominskih celic. Na mm? je nekaj

101 femto f fA (femto amper) 10 milijonov takih tranzistorjev.

1012 piko p pF (piko farad)

10° nano n ns (nano sekunda)

10 mikro uT (mikro tesla)

103 mili m mV (mili volt)

103 kilo k kQ (kilo ohm)

10° mega M MW (mega vat)

10° giga G GJ (giga dzul)

10%? tera T TW (tera vat)

* Simboli za veli¢ine so bolj ali manj ustaljeni. Tako se za tok uporablja ¢rka i, za napetost U itd. Ker pa nam v dolo¢enih
primerih zmanjka ¢rk ali pa se na drugih podrocjih uporabljajo iste ¢rke uporabljajo za oznacevanje drugih velicin, je v
dolocenih primerih potrebno biti previden in pravilno rabo razbrati iz »konteksta«. Npr., simbol 0 (grska ¢rka ro) se

uporablja kot simbol za volumsko gostoto naboja a hkrati tudi za specificno elektri¢cno prevodnost. Podobnih primerov je se
mnogo.

* Pogosto v literaturi zasledimo uporabo drugih merskih enot, kot smo jih navajeni. Te so lahko posledica uporabe drugega
merskega sistema (npr. CGS: centimeter-gram-sekunda), kjer se na primer namesto enote tesla za gostoto magnetnega
polja uporablja enota gauss. V konkretnem primeru je pretvorba direktna 1 T = 10 gaussa. Nac¢eloma je uporaba starih enot
prepovedana, zaradi inercije uporabnikov pa jih (S3e posebno v praksi) Se vedno pogosto uporabljamo. Zato je v doloc¢enih
primerih dobro poznati tudi enote, ki naj se ne bi vec uporabljale.
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Uvod E

GRADNIKI SNOVI

Zavedati se moramo, da so elektricni pojavi
posledica lastnost nase narave, ki je sestavljena iz
atomov, ti pa iz jedra iz protonov, nevtronov in
oblaka elektronov. Elektroni in protoni imajo
lastnost, ki ji reCemo naboj. Elektroni imajo negativni
naboj, protoni pa pozitivnega. Predznak nabojev je
seveda nasa odloditev. Prvi je koncept pozitivnih in
negativnih nabojev vpeljal Benjamin Franklin. Cisto
lahko bi se lahko Franklin odlodil tudi za obratno
pojmovanje.

PREVODNIKI, IZOLATORIJI, POLPREVODNIKI,
DIELEKTRIKI

Dokler ima atom enako Stevilo pozitivnih in

negativnih nabojev, je nevtralen. Atomi so obicajno Benjamin Franklin (1706-1790) je bil izjemen politik
(pisec ameriSke ustave) pa tudi iziemen znanstvenik.

Prvi je lo€il naboje na pozitivne in negativne, izumil
kovinah atomi tvorijo mocne vezi, pri katerih je del  izraze baterija, naboj, prevodnik, pozitivni in negativni
naboj itd. Najbolj znan (in tudi nevaren) je njegov
dokaz, da je strela elektricen pojav. To je pokazal z
od jedra odcepi in se »prosto« giblje po materialu.  eksperimentom z zmajem, ki se ob deZju namoéi in
postane prevoden. Ob strelah se del toka razelektritve
prenese preko zmaja na zemljo. Iz teh raziskav sledi
Nasprotni primer so izolatorji. Pri izolatorjih ni  tudinjegov izum strelovoda.

vezani med seboj z bolj ali manj moc¢nimi vezmi. V
elektronov zelo Sibko vezan na jedro in se z lahkoto
Zato za kovine smatramo, da so dobri prevodniki.

prostih ali pa je zelo malo prostih elektronov, ki

lahko delujejo kot nosilci toka. Zato so izolatoriji slabi prevodniki elektri¢cnega toka. Poseben primer
predstavljajo polprevodniki. Ze ime samo pove, da so njihove sposobnosti prevajanja elektri¢nega
toka slab%e od prevodnikov a bolj$e od izolatorjev. Cisti polprevodniki so obi¢ajno izolatorji (npr. silicij
ali germanij). Ce pa jim vstavimo primesi (npr. z mikrotehnoloskim procesom dopiranja), postanejo te
snovi bolj prevodne. Prevodnost teh snovi torej lahko spreminjamo, $e posebno pa je zanimivo, da je
I-U karakteristika ustrezno dopiranih polprevodniskih elementov pogosto nelinearna. Na tak nacin
realiziramo polprevodniske elemente, ki jih poznamo kot diode, tranzistorje. Te lahko integriramo v
mikroelektronske komponente (integrirana vezja)®. Poseben primer so $e superprevodniki, snovi, ki
pri doloceni temperaturi izgubijo uporovne lastnosti.

Dielektriki so v osnovi izolatorji, torej slabo ali sploh ne prevajajo elektricnega toka. Tako jih
imenujemo zato, da poudarimo njihove dielektricne lastnosti, ki opisujejo njihovo zmoZnost
polarizacije v elektricnem polju. Te lastnosti izkoriS¢amo v elementih, ki jih imenujemo kondenzatorji
za povecanje zmoznosti shranjevanja elektri¢ne energije (naboja).

* Gordon E. Moore, soustanovitelj podjetja Intel, je Ze leta 1965 zapisal znamenito ugotovitev, da se gostota tranzistorjev na
integriranem vezju veca eksponentno s casom — vsaki dve leti se priblizno podvoji. V podjetju Intel so leta 2007 prikazali
zmozZnost proizvajati tranzistorje velikosti 45 nm na 300 mm veliki silicijevi rezini.
(http://en.wikipedia.org/wiki/Moore's law).
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** ELEKTRENJE S TRENJEM

sube roke

En najbolj razsirjenih nacinov naelektritve in razelektritve je s pomocjo trenja ...
. v . . . 1o
dveh predmetov. To se nam dogaja neprestano, le da v dolocenih primerih to ]‘,‘::‘
ukril
najlon
volna

tudi zacutimo kot npr. kratko razelektritev ko Zelimo prijeti za kljuko
avtomobila. Fizikalna razlaga tega pojava je precej zahtevna, zato tudi ni
enoznacne razdelitve na materiale, ki se bolj ali manj naelektrijo. Obstajajo

svineo
sviln
aluminiy
razli¢ne lestvice (vrste), ki se lahko razlikujejo v vrstnem redu, drZi pa, da bodo ~ ['""
jeklo

les

trdan guma
nikelj
(oddale elektrone). Na drugi strani lestvice so materiali kot PVC, silikon in ~ s™"©

zlato

teflon, ki se rade naelektrijo negativno (veZejo elektrone). Taki lestvici reCemo ~ poliester

suropor

suhe roke,usnje,lasje in podobno vedno na pozitivni strani vrste, kar pomeni,
da se bodo ob trenju z drugimi materiali ve¢inoma naelektrile pozitivho

triboelektricna lestvica (vrsta), pojavu pa triboelektricni ali tudi torna !

poliuretan

elektrika. Materialom, ki so na skrajnih mestih lestvice se je potrebno izogibati  ""V¢

silikon
v primerih, ko je nevarnost elektrostati¢ne razelektritve z eksplozijo. teflon
silikonska guma
580 CH. Park et al. / journal of Electrostatics 66 (2008) 578-583
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Fig. 2. A vertical-reciprocation tribo-charger set and peripheral measurement equip- g i
ment {1: vertical-reciprocation charger, 2: charging bottles, 3: Faraday cage, and 4: s 8 @ & 2 g::;:::::::.::,z!
electric balance). 5 ¥ Charger material : PP
& Charger material : HOPE
-20 A W Charger material : PET
. - . & 3¢ Charger material : Cu
same magnitude and sign appears on the outside of the cage. The [0 Charger material : HIPS
final charge is then measured by the electrometer collected with @ Charger matertal : ABS
P ¥r Charger material : PMMA
the Faraday cup. A measurement range of the Faraday cage used in -
this study was =1-9999 nC (NK-1002). The particle weight was 3 AL . T SO L. S L O
i > 2 NG NG oo 2P op€ Pt L S o?®
measured with an electronic balance. Hence, the charge density of LR S "3"’ WA $9 e ™
the particles was determined based on the charge-to-mass ratio (more negative) (more positive)
(nC/g). In addition, the data shown in the figures represents the Triboelectric series of plastics

average values of tests repeated at least three times.
Fig. 3. Triboelectric series of various plastics established by the tribo-charging of
different combinations of two plastics.

Slika prikazuje raziskave triboelektricnih lastnosti razlicnih materialov. Za meritve se uporablja t.i.
Faradayeva casa (Faraday’s cup) in Faradayeva kletka ter merilni inStrument: elektrometer.

Vel si poglejte na spletu. Kljucne besede: triboelectricity, triboelectric series, Faraday cup,
electrometer, ...
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* MATEMATICNI UVOD — INTEGRAL IN ODVOD

Potrebna predznanja niso toliko povezana s predznanji iz elektrotehnike, ¢eprav je predvsem na
zacetku nekoliko lazZje tistim Studentom, ki Ze imajo dolocene izkusnje in znanje o elektri¢nih pojavih.
Potrebna predznanja, ki jih najbolj pogre$amo, so predvsem matemati¢na. Ze v uvodnih poglavjih
bomo ugotovili, da brez infinitezimalnega in integralnega racuna (odvodov in integralov) ne bo $lo, saj
so Ze najosnovnejse relacije med elektricnimi veli¢inami pogosto izrazene z uporabo le teh. In kako
to, da se je bilo v srednji Soli mogoce izogniti tem zapisom in kljub vsemu obravnavati elektrotehniske
pojave? Zato, ker se jih je obravnavalo zelo poenostavljeno. Npr., ¢e je tok / skozi dolocen presek
(Zice) konstanten, je mnoZina naboja, ki se pretoci skozi ta presek v ¢asu T enaka zmnozku toka in
&asa, torej Q =IT ". Kaj pa &e tok ni ves ta &as konstanten? Potem nam da enacba napacen rezultat.

Pravilnega dobimo 3ele z integracijo toka po ¢asu torej Q =Jidt. Pri tem moramo S$e oznaciti, od

katerega do katerega Casa racunamo pretecen naboj. To zapiSemo tako, da pod znak za integral
napiSemo zacetni c¢as (npr. t.), nad znak pa koncni c¢as (npr. t,). Ustrezen zapis za pretecen naboj v
ty
¢asu od t, do t, je torej szidt. Temu re¢emo meje integracije, torej re¢emo, da integriramo od
ta
Casa t, do tp. Prvemu integralu (brez oznacenih meja) reCemo nedolocen integral, drugemu (z
oznacenimi mejami) pa dolocen integral. Pri matematiki se boste poucili, kako se racuna integrale. V
konéni fazi gre za doloCena pravila oz. postopke, ki jih je potrebno znati. Vecina integralov, ki jih
bomo mi uporabljali, so zelo preprosti in so dostopni v vsakem matemati¢nem priroc¢niku. Velja tudi
opozoriti, da vsi integrali niso (analiti¢no) resljivi, torej ne moremo zapisati konéne enacbe, v katero
bi le Se vstavili vrednosti in izra¢unali rezultat. V resnici lahko zelo hitro pridemo do takih zapisov
integralov, ki nimajo analiti¢ne resitve. Se posebno pogosto je to pri redevanju konkretnih problemov
v praksi. Edini izhod nam ponuja numeri¢no reSevanje s pomocjo racunalnika. Nekaj ve¢ o tem v
nadaljevanju.

DRUGE OBLIKE INTEGRACIJ
Podoben primer je integracija hitrosti po ¢asu. Rezultat je pot, ki jo objekt s hitrostjo v opravi v tem
¢asu. Ce se hitrost spreminja le v smeri X osi, potem je pot, ki jo opravi objekt s hitrostjo vy X = vadt .

Hkrati vemo, da je hitrost lahko razlicno velika v razlicnih smereh, zato jo je potrebno pisati kot

vektor V. Rezultat integracije vektorja hitrosti po ¢asu pa je pot (v 3D), ki jo objekt s hitrostjo v

opravi: r= J.\7dt .

Ni pa nujno, da integracija vedno poteka po ¢asu. Zelo pogosto namesto ¢asa nastopa pot. Ce se npr.
dolocena veli¢ina, npr. sila, spreminja po poti, dobimo kot rezultat integracije delo, ki jo pri tem sila

* Pri avtomobilskih akumulatorjih se pogosto poda kapaciteta akumulatorjev v amerskih urah (Ah), kar po enacbi Q = IT
ustreza definiciji naboja. Gre za mnoZino naboja, ki ga lahko izkoristimo. V praksi je ta mnoZina odvisna tudi od nacina
porabe. Pri vecjih obremenitvah (vedjih tokih) se »kapaciteta« svinéenih akumulatorjev zmanjsa. Za vec vpisi Penkert’s law v
Google.
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opravi. Ce se sila spreminja le v smeri X osi, kar lahko ozna&imo z F,, dobimo z integracijo po poti
vzdolZ X osi energijo W, :IdeX/ kjer je sedaj dx diferencial poti. Bolj zapleteno integracijo pa
dobimo v splosnem primeru, ko se sila po poljubni poti tudi poljubno spreminja. V tem primeru

moramo tako silo kot pot opisati z vektorjema (F inr), diferencial poti pa z vektorjem dr. Po
definiciji (to pomeni, da smo si mi izbrali tak nacin izraZanja), je delo po poti odvisno le od tiste sile, ki
deluje v smeri poti. To pa dobimo s skalarnim produktom, ki (po definiciji) predstavlja produkt dveh

vektorjev in kosinusa vmesnega kota (C =ﬂ~§=ABCOSaAB). V naSem konkretnem primeru to
pomeni, da en del celotnega dela (tisti del na diferencialno majhni razdalji dF) dobimo s skalarnim
mnozenjem vektorja sile in diferenciala poti dW =f-ﬁ, celotno delo pa z integracijo W =IE-&.

Vse te, in tudi druge, oblike integralov bomo v nadaljevanju potrebovali, zato potrebujemo tako
njihov »fizikalnix pomen, kot tudi matematicni nacin reSevanja integralov.

OD NAKLONA DO ODVODA

Poleg integracije, ki nam »govori« o kumulativnem seStevanju prispevkov, so pogosto relacije med
fizikalnimi veli¢inami povezane s hitrostjo sprememb dolocene veli¢ine. Ce imamo veli¢ino podano
grafiéno (npr. kot spremembo opravljene poti po c¢asu), lahko dobimo hitrost spremembe poti v ¢asu

(kar tudi obi¢ajno poimenujemo hitrost) iz naklona funkcije v dolo¢enem €asovnem intervalu, npr At
. Recimo, da nas zanima hitrost spremembe poti (hitrost) ob ¢asu t. To naredimo tako, da naredimo

razliko vrednosti funkcije (poti) v ¢&asu t in nekoliko kasneje (ob ¢&asu t+At), torej

AX=X(t+At)—X(t) in jo delimo s &asovnim intervalom At. Dobimo velikost spremembe poti v
. - Ax . . o .
spremembi ¢asa, kar je hitrost V(t)zE. V konkretnem primeru nismo uporabili enacaja, ker je

hitrost ob ¢asu t izra¢unana s pomo¢jo kvocienta diferenc odvisna od izbire intervala At, v katerem
izracunamo hitrost. Najbolj natanc¢no bi dolocili hitrost ob ¢asu t tako, da bi ¢asovni interval zmanjsali
proti ni¢. Dobili bi naklon krivulje ob ¢asu t, ki predstavlja tangento na krivuljo v tej tocki. Z

dx . AX
limitiranjem intervala At proti ni¢ dobimo odvod, ki je definiran kot E = L"QJE , kar je tudi eksaktno

dx
enako hitrosti V= a . (V splosnem sta tako pot kot hitrost vektorja in je ustreznejsi (pravilnejsi) zapis
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1. Nabojin tok

Vsebina poglavja: naboj, zakon o ohranitvi naboja, tok, predznak toka, kontinuitetna enacba.

NABOJ (ELEKTRINA)

Vsi naboji prispevajo k elektriénim pojavom. V tem smislu bi morali pri analizi v principu upoStevati
vse naboje v atomu, molekuli, snovi, tako elektrone kot protone. V praksi pa je pogosto dovolj, da se
osredotoc¢imo le na vplive presezkov nabojev, saj je njihov vpliv na elektriéne pojave najvecji. Omenili
smo Ze enoto naboja 1 C (Coulomb ali slovensko kulon). Najmanjsa vrednost naboja je naboj
elektrona, ki je priblizno 1,602.10*° C in ker je ta naboj negativen, moramo upostevati e negativen

predznak. 1 C je torej mnogo elektronov. Koliko? 1/1,602-10™"° = 6,25-10" . To pa je veliko delcev

in da bi obravnavali vpliv vsakega posebej je prakticno neizvedljivo. Bolj pogosto obravnavamo
naboje v smislu njihove koncentracije oziroma gostote porazdelitve.

ZAKON O OHRANITVI NABOJA

Kako nastaja naboj? Ugotovitve kaZejo, da naboj ne more iz ni¢ nastati, niti se ga ne da izniéiti. To
dejstvo opiSemo kot zakon o ohranitvi naboja, ki je fundamentalen (osnovni) zakon. Pravi, da je v
izoliranem sistemu vsota vseh nabojev konstantna. Izoliran sistem predstavlja prostor z naboji, ki pa

ne morejo iz tega prostora izhajati ali vanj vstopati.

ZQi o = konstanta (1.1)
i izoliranega
sistema
1zoliran sistem izoliran sistem
0 o
O, ,
Q.‘ QJ Q)‘ Q))
o,

Slika 1-1: Sistem izoliranih nabojev pred (levo) in po spremembi porazdelitve naboja. MnoZina naboja znotraj
izoliranega sistema se ne spremeni, lahko pa se prerazporeja.

Ce je konstanta (vsota nabojev) pozitivna, govorimo o presezku pozitivnih nabojev, ¢e je negativna o
presezku negativnih nabojev, ¢e pa je enaka nic, je sistem nevtralen (ima enako Stevilo pozitivnih in
negativnih nabojev). Pri vseh prej omenjenih primerih razelektritve in naelektritve gre torej za
prerazporejanje naboja. Naboj torej ne more »iz ni¢« nastati niti ne more »izginiti. V tem smislu
lahko re¢emo, da je neunicljiv. Fizikalno — matemati¢no reCemo, da je relativistiCna invarianta, je
koli¢ina, ki se ne spremeni, tudi e se sistem giblje s hitrostjo blizu svetlobne. (To pa ne drZi za maso, ki
se ob velikih hitrostih spreminja v skladu z znano povezavo med maso in energijo delcev (Einstein). Torej za
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maso ne moremo trditi, da velja zakon o ohranitvi mase. Ta velja le, ¢e so hitrosti sistema majhne v primerjavi s
svetlobno hitrostjo. Kar pa zelo pogosto drzi.)

Primer upostevanja zakona o ohranitvi navoja: Vzemimo izoliran sistem, v katerem imamo tri telesa.
Dve nevtralni, na enem pa je presezek pozitivnhega naboja 10 mC. Ob stiku teh treh teles se prenese 5
mC na eno, 2 mC pa na drugo telo. Koliko naboja je ostalo na prvotno naelektrenem telesu?

V skladu z zakonom o ohranitvi naboja mora veljati
Q+Q,+Q,=10mC,

tako pred stikom teles kot po stiku. Po stiku teles je Q,=5mC, Q,=2mC, iz ¢esar sledi
Q =10mC-(Q, +Q;)=3mC.

V neposredni povezavi z zakonom o ohranitvi naboja je tudi kontinuitetna enacba, ki opisuje
povezavo med elektricnim tokom in nabojem.

ELEKTRICNI TOK (KONTINUITETNA ENACBA)

Nosilci elektri¢nega toka so naboji, reéemo jim lahko tudi elektrine. Ce ti mirujejo, elektri¢nega toka
ni. Tako kot ni vodnega toka, ¢e je jez zajezen. Ce pa jez odpremo, da lahko voda stece po strugi ali po
cevi, pa seveda govorimo o vodnem toku. Tako je tudi pri elektriki. Ce se naboji »pretakajo« iz enega
mesta na drugo, govorimo o elektricnem toku. Ve¢ kot je v dolo¢enem ¢asu prenesenega naboja,
vedji tok je tekel v tem ¢asu. To shemati¢no prikazuje spodnja slika za dva razli¢na primera. V primeru
a) se prenasa enaka mnoZina naboja (v nadaljevanju bomo govorili o gostoti naboja) vendar z razlicno
hitrostjo, v primeru b) pa je hitrost gibanja nabojev enaka, se pa razlikuje po mnoZzini naboja.

N

£

S
+

++ +

_—

manjsi tok

p

a)

+ +

manjsi tok ved)i tok

p

b)

Slika 1-2: Konceptualni prikaz povezave med tokom in gibanjem nabojev. V primeru a) je tok v desnem
vodniku vedji, ker se naboji gibljejo 7 veljo hitrostjo, v primeru b) pa je tok v desnem vodniku vedji zato, ker se
pretaka vedja mnoZina naboja.
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Povezavo med tokom in nabojem matemati¢no zapiSemo kot kvocient pretecenega naboja skozi
pretecen naboj

- — oziroma kot spremembo mnoZine naboja
Cas pretakanja

doloéen presek v dolo¢enem ¢asu: TOK =

sprememba naboja
sprememba asa

Vec kot bo

na doloéenem telesu v doloéenem ¢&asovnem intervalu TOK =

pretecenega naboja in to v &im krajsem ¢asu, vedji bo tok. Ce ta zapis zapisemo s simboli za tok, naboj
in ¢as dobimo

_QU+AY-Q) _AQ

(t+At) -t At (1.2)

kjer je Q(t) naboj na telesu ob c¢asu t, Q(t + At) pa naboj ob ¢asu t+A4t. AQ torej predstavlja
mnoZino preteenega naboja v ¢asovnem intervalu At .
Slika 1-3 prikazuje nacin dololitve toka iz spremembe naboja v spremembi c¢asa. Kot vidimo, je

velikost toka enaka naklonu premice v Q-t grafu: vecji naklon pomeni vedji tok. V limiti, ko je
sprememba ¢asa izredno majhna, je tok enak naklonu tangente na krivuljo Q(t).

0,

ﬂ\
(1) i(1)>0
l i(t,)=i(t,)=0
2 i(t,)=0
: i(1,)<0
I t (LA( l C t, ottt 1, [' i(1,)=0

Slika 1-3: Elektri¢ni tok je enak hitrosti spreminjanja mnoZzine naboja na telesu. Z manjSanjem ¢asovne
spremembe med dvema odcitkoma ugotovimo, da dolocimo tok iz naklona tangente na Q-t krivulji ob Zelenem
casu. Vecji naklon pomeni vedji tok, smer naklona pa smer toka.

Primer dolocitve toka iz spremembe naboja: Naboj na telesu se linearno veca s ¢asom. Ob ¢asut=1
sje Q=20 puC, ob ¢asut =5 s pa 40 uC. Dolocimo tok pritekanja naboja.

_AQ _40pC-20pC

Izradun: | = =4uC/s=4 .
- At 5s-1s W ;A

Z besedami: Hitrost elektrenja je 4 uC/s oziroma, telo se elektri s konstantnim tokom 4 pA.

Iz slike (Slika 1-3) je razvidno, da je za natancno dolocitev toka v dolo¢enem trenutku (¢asu) potrebno
vzeti ¢im manj$e ¢asovne intervale At, v idealnem primeru tako kratke, da gre At—>0. V tem

A
primeru dobimo bolj splosno definicijo toka v obliki 1= ||m?Q, kar pa v matematiki predstavlja
At—0

definicijo odvoda. Elektricni tok lahko torej definiramo kot odvod naboja po ¢asu, kar zapiSemo kot

© D.K., 2019 18



Naboj in tok ﬂ

_dQ
dt |

(1.3)

PREDZNAK TOKA

Po dogovoru je smer toka v smeri premikanja (pretakanja) pozitivnega naboja. Npr. tok 2 A iz leve v
desno predstavlja pretakanje 2 C naboja na sekundo iz leve v desno.

Ce nas zanima tok v smeri naboja na dolo¢enem telesu, usmerimo tok v smer naboja in velja zveza

dQ

v smeri pritekanja =+ dt .

i (1.4)

Ce pa je smer toka stran od opazovanega naboja, je potrebno uporabiti negativni predznak (v smeri
odtekanja pozitivnega naboja):
dQ

I smeri odtekanja — _E . (1.5)

Slika 1-4: Razlaga predznaka pri zvezi med nabojem in tokom. Po definiciji je smer toka doloéena s
pretakanjem pozitivnega naboja.

v vseh primerih je smer premikanja nabojev v desno

oy 3

i>0

Slika 1-5: Shematski prikaz dolocitve predznaka in velikosti toka: glede na doloceno smer premikanja nabojev
na sliki, sta toka i1 in iz pozitivna, is pa je negativen.
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ODVAJANIJE FUNKCU

Odvod predstavlja spremembo funkcije pri spremembi njenega argumenta. Ce imamo funkcijo y, ki je odvisna

d
od argumenta x (kar matematic¢no zapisemo y=f(x)), zapiSemo odvod funkcije y (po x-u) kot d_y ali tudi na

kratko y’ in je enak limiti spremembe funkcije y ( AY ) ob spremembi x-a ( AX ), ko gre le-ta proti nic:

d—y = ||mﬂ . definicija odvoda
dX Ax—0 AX

y =
V limiti, torej v tocki T na krivulji y(x), predstavlja odvod smerni koeficient
tangente na krivuljo.

Slika 1-6: Na sliki imamo funcijo y(X) ter tangento na funkcijo v tocki T.
Odvod funkcije y v tocki T je enak naklonu tangente. Vedji kot je naklon,
vedji je odvod.Na sliki spodaj je odvod funkcije izrisan za vse toc¢ke - kot
funcija x-a (rdece). Preiskusite program Desmos (desmos.com), da izriSete
poljubno funcijo in njen odvod. Pri tem si lahko pomagate 7 Ze izdelanim
primerom http://tinyurl.com/desmos-odvod

¥ yifix)
‘ N (1.6
/s
. R
A
\\
naklon (odvod)
:; vitodki 7'

Funkeya Odvod
= 0
x 1
" nz""!
1
- S funkeija odvod
x _ z?
VE : fxg g
W
\lr e f c-f
e T f-a fog+f-d
sinx cos I ff-9—f-¢
oos T sin x a y2
i = 5 fog=flg) (f'eg)-gd=f(9) g
cos? r
1
clgx s
sin’ r
e e

a” a Ina

Nekaj osnovnih odvodov (elementarnih) funkcij prikazuje zgornja Tabela, povzeta po tabeli iz Wikipedije
http://sl.wikipedia.org/wiki/Tabela odvodov. Odvod konstante c je pricakovano enak O, saj je sprememba
funkcije ob spremembi x-a enaka 0. Odvod premice y=x pa je 1, saj je hitrost spreminjanja te funkcije vedno
enaka. V splosnem je potrebno upostevati Se pravila za racunanje odvodov (glej tabelo na desni), npr. kako
odvajamo vsoto ali razliko dveh funkcij, funkcijo pomnoZzeno s konstanto, produkt dveh funkcij, itd.

Primer izracuna odvodov z upostevanjem pravil odvajanja:

y=2x+3=y =2
y=4x> =y =4.2x=8x
y=5sin(2x —2) = y =5c0s(2x —2) -2 =10c0s(2x —2)

V zadnjem primeru odvajamo funkcijo, ki je oblike Sin(t) , kjer je t =2x—2 , zato je potrebno upostevati pri

izracunu odvoda zadnje pravilo o odvajanju sestava funcij (kompozitum), da se najprej odvaja funkcijo sinus,

potem pa 3e fukcijo t (dy _dy dt ),
dx dt dx
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Naboj in tok m

Primer izracuna toka iz spremembe naboja: Naboj na pozitivni sponki akumulatorja je konstanten —
se ne spreminja s casom. KolikSen je elektricni tok, ki izhaja iz sponke? Matematic¢no lahko zapiSemo,
da je naboj na pozitivni sponki enak Q(t) = Q, - 1z osnov matematike vemo, da je odvod konstante
enak ni¢, torej bo ta tok seveda enak ni¢. Do enakega rezultata pridemo z razmislekom, da ker ni
odtekanja naboja tudi ni toka.

Kaj pa, ¢e recimo na akumulator priklju¢imo Zarnico in se naboj na pozitivni sponki akumulatorja
manjsa linearno, npr. v 10 sekundah za 12 C? Ta primer lahko izraCunamo z enacbo (1.2) in dobimo

. A 12C C
|=A—?:m=1,2§=1,2A. Za izracun toka z odvajanjem naboja po ¢asu pa potrebujemo najprej
matemati¢en zapis (formulo) funkcijske odvisnosti naboja od ¢asa. V nasem primeru je ta

12C . " . . o
Q)= Q0 _Ft . Ce rac¢unamo tok stran od pozitivhe sponke, uporabimo enacbo (1.5) in zapiSemo
S

90 [12€) 5
dt 10s) =—

Vprasanje: Kaj pomeni pozitivni predznak toka?

Odgovor: To, da s pozitivne sponke odtekajo pozitivni naboji s »hitrostjo« 1,2 C/s, oziroma bolje - s
tokom 1,2 A.

Vprasanje: Kaksen pa je v resnici nacin gibanja nabojev v prevodnikih?

Odgovor: Kot smo Ze ugotovili, v prevodniku prevajajo elektroni, kar pomeni, da gre v resnici za
prenos elektronov preko Zarnice v smeri pozitivne sponke, kjer smo imeli prej visek pozitivnih
nabojev oziroma pomanjkanje elektronov.

Vprasanje: Ali steCe tok skozi Zarnico Sele tedaj, ko do nje pridejo elektroni iz akumulatorja?
Razmislite in odgovorite sami.

Se en primer izra¢una toka z odvajanjem naboja po ¢asu: Naboj na pozitivni elektrodi kondenzatorja
t
se spreminja eksponentno po enacbi Q(t) :5[1—6 1°5ij. Dolo¢imo tok naelektritve, ¢e smer

toka oznacimo v smeri pozitivne elektrode.

Izradun: Glede na oznaditev, moramo uporabiti enacbo

_t _t t
Iy gmeri + :d_in 5/ 1—e 95 |mC |=—5e 105 mc.[_i)zoje 10s MA.
dt dt 10s

elektrode

Pozitivni rezultat pomeni, da tece v smeri pozitivne elektrode pozitiven naboj.

In Se: ker smo dolodili funkcijsko obliko toka v odvisnosti od casa, lahko sedaj izraCunamo tok ob
poljubnem ¢asovnem trenutku. Na primer, ob casu t=0 S je tok

0 5
i(t=0s)=0,5¢e s mA=05mA (e°=1), ob¢asu5spaje i(t=5s)=0,5e > mA

I

0,3mA.

Za graficen prikaz ¢asovnega poteka naboja in toka poglej poglavje * Izracun in izris rezultatov.
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KONTINUITETNA ENACBA

. dQ
Enacbo i(t) :_E imenujemo tudi kontinuitetna enacba, saj v smislu zakona o ohranitvi naboja

pove, da v kolikor iz elektricno zaklju¢enega sistema izhajajo naboji, je to posledica elektri¢nega toka.
Kontinuitetna enacba je torej posledica zakona o ohranitvi elektri¢cnega naboja.

NABOJ KOT INTEGRAL TOKA

Kaj pa ¢e merimo tok v smeri telesa in nas zanima naboj, ki se ob tem pretaka oziroma naboj, ki se
kopidi na telesu?” Za zaletek uporabimo definicijo toka kot spremembo mnoZine naboja v ¢asovnem

. A
intervalu oz. enacbo (1.2): I=??. Spremembo mnoZine naboja dobimo torej z mnoZenjem toka s

¢asovnim intervalom:
AQ =iAt (1.7)

Ce tok v intervalu doloc¢anja ni konstanten, je potrebno vzeti kraje ¢asovne intervale. Naj se tok
spreminja tako, da v Casu At, teCe tok iy, v €asu At, tece tok iz, v €asu At, teCe tok i3, itd, kot prikazuje
Slika 1-7a. V Casu At, torej stee i,At, naboja, v Casu At, stece i,At,, itd. Celotni naboj, ki pretece od

zaCetnega intervala At do zadnjega intervala At , je
Q =LAt +i,At, + At +....+i A, , (1.8)

kar matemati¢no bolj elegantno zapiSemo z izrazom
n -
Q:ZIiAti . (1.9)
i=1

Kaj pa, Ce se tok ne spreminja skokovito pac pa brez skokov, matematic¢no bi rekli zvezno? Tak primer
prikazuje modra krivulja na sliki (Slika 1-7b). V tem primeru ugotovimo, da smo z enacbo (1.8)
izracunali naboj le priblizno, saj smo v diskretnih intervalih pri sestevanju upostevali prevelik tok. Do
bolj natan¢nega izra¢una bi prisli, ¢e bi vzeli manj$e ¢asovne intervale, kot prikazuje primer c. Ce pa
Zelimo dolociti prete¢en naboj popolnoma natancno, moramo vzeti intervale izjemno kratke, v
matemati¢nem jeziku re¢emo infinitezimalno kratke. Ce ¢asovne diference (At ) zmanj$ujemo
(matemati¢no re¢emo limitiramo) proti ni¢, dobimo t.i. diferencial ¢asa, kar matemati¢no zapisemo v

obliki dt =limAt . Ce torej sestejemo vsoto produktov toka s ¢asovnimi diferencami, ki jih limitiramo
At—0

* To je tudi najbolj pogost nadin merjenja elektriénega naboja — posredno, s pomo&jo merjenja elektri¢nega
toka. V ta namen uporabljamo naprave, ki imajo zelo veliko notranjo upornost in jih imenujemo elektrometri ali
tudi Coulomb — metri. Nekaj vec o tem je zapisano v dodatnem poglavju na strani 207.
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n
proti ni¢, dobimo natancen izradun pretecenega naboja QzﬂmOZiiAt . Ta zapis v krajsi obliki
Vi3

zapisemo kot integral toka »po Casu«:

n ln
Q :L'To;"m‘ =J|dt. (1.10)
A Y,
i ir)
b i \/
i I -~
i' 1
t o e,
¢ - ——> g
At, AL .'-\r? t At, AL, At {
a) b)
UM
i) i0) A
L \/
I. -
L |
[ ! L, L.
AL AL AL ! Lot
©) d)

Slika 1-7: Prikaz izra¢una naboja s sestevanjem produktov toka in ¢as in b) 7 integracijo. ¢) Za izracun
prete¢enega naboja v dolo¢enem casovnem obdobju uporabimo doloceni integral. Rezultat integrala je
povrsina pod krivuljo.

Rezultat integracije je torej pretecen naboj od zacCetnega casa do koncnega Casa integracije in
grafi¢no predstavlja povrsino pod krivuljo i(t) od zacetnega ¢asa t,, do kon¢nega ¢asa t, :

9 ziidt (1.11)

Matematicno je torej naboj dolocen kot integral toka po casu.

Primer izrauna naboja iz toka: Izracunajmo naboj, ki stece ;A 1

skozi Zico s tokom na sliki od ¢asa 0 s do ¢asa 5 s. "

Izraun: Uporaba formule Q =iT , kjer bi bil T ¢as 5 sekund, ne

pride v postev, ker tok v tem casu ni konstanten. 1

Najenostavneje izracun opravimo »graficno«, saj vemo, da 7

mora biti rezultat povrsina pod krivuljo, kar je v naSem primeru 0 ' T . ' >

ts
povréina trikotnika. Rezultat je torej 2:5/2=5 ali bolj 0 1 2 3 4 5

korektno, z upostevanjem enot:
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_2A-5s

Q 5As=5C .

In kako bi ta rezultat dobili z integralom? Najprej moramo zapisati tok kot funkcijo casa. Ker je ta
funkcija premica, mora biti tok kot funkcija éasa oblike i =kt , kjer je k konstanta, ki jo moramo
dolociti iz grafa. Najenostavneje tako, da si izberemo eno toc¢ko na premici, recimo ob ¢asu 5 s, kjer je
tok 2 A. Ti vrednosti vstavimo v enacbo i=Kktin dobimo 2A =k5s od koder je k =2A/5s oziroma

2 boo%
kngls=0,4A/S. Nato upostevamo enacbo (1.11) in zapiSemo szldtzjktdt. Sedaj je

t, 0s
potrebno poznati pravila integracije, ki vam morajo biti v osnovi znana iz srednje Sole, vsaj za
najpreprostejse primere, kot je ta. Na kratko: rezultat bo oblike kt?/2 , pri ¢emer pa je potrebno
upostevati Se meje integracije in sicer tako, da se najprej v rezultat vstavi koncni ¢as (zgornjo mejo
integracije) in nato odsteje rezultat z vstavljenim zacetnim ¢asom (spodnjo mejo integracije):

= s k(5s)" k(0s) K(5s)
Q= JktdtzktZ/Z‘ZS = (2 ) - (2 ) = (2 ) . Sedaj le $e vstavimo vrednost konstante in dobimo
0Os
2A 2567 . I v
Q:§ =5As =5 C. Rezultat je seveda enak, kot smo ga dobili iz izratuna povrsine pod

krivuljo. Nacin izraduna z integracijo deluje nekoliko bolj zapleten kot izra¢un povrsine pod krivuljo.
Kar tudi je. Vendar ne gre drugace, Se posebno, ¢e je oblika krivulje bolj zapletena. Tedaj drugega
nacina ni, oziroma, vedno nam preostane $e numericna metoda izracuna vsote, Se posebno v
primerih, ko integral ni analiticno resljiv. Za numericen izrac¢un uporabimo racunalnik.

Poglejmo si Se en nacin, ki nas privede do enacbe za izraun naboja z integracijo toka. Sedaj izhajamo
. d
iz (kon¢ne) enacbe za izraCun naboja kot odvoda toka po casu (1.4) ali (1.5) Izid—?. Enacbo

mnozimo z dt in dobimo idt = +dQ . Sedaj le Se integriramo obe strani in dobimo

Q(t) = ijidt + konst . Z besedami: naboj je integral toka po ¢asu. (1.12)

Dobili smo zapis z nedolocenim integralom, zato smo zraven dopisali konstanto. Konstanta je odvisna
od naboja, ki je bil na telesu pred vklopom toka. Lahko bi integral zapisali tudi kot dolocen integral z
integracijo po ¢asu od nekega Casa to do Casa t:

Q(t) t
j dQ::ith,kmdékmﬁnooumo
Q(ty) )

Q1) = Q(t,) + [dt| (1.13)

Predznak pred integralom je pozitiven, ¢e je tok usmerjen v smer »kopicenja« naboja Q(t) .
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Slika 1-8 prikazuje oblike ¢asovne spremembe mnoZine naboja (ali preteCenega naboja) za razli¢ne
oblike ¢asovnih sprememb toka. Pus¢ica nakazuje, da velja relacija v »obe smeri«. Ce je tok v smeri
telesa konstanten to pomeni, da se na njem linearno povecuje naboj; in tudi, ¢e se naboj na telesu
povecuje linearno, to pomeni, da je tok v smeri telesa konstanten.

»

i(1) Ot ))
k

N

ki

.
i(t)

k¢

Slika 1-8: Levo: ¢asovni potek tokov. Desno: ¢asovni potek pretecenega naboja.

Primer izraCuna naboja iz Casovnega poteka toka: Ob casu t = 0 s priklopimo akumulator naelektren
s 500 C na breme. Iz pozitivne sponke akumulatorja je v vezje konstanten tok 0,2 A. Koliko naboja je
na pozitivni sponki akumulatorja ob ¢asu t = 10 minut?

Poglejmo si tri razli¢ne pristope k izraunu::

1. Izra¢unamo pretecen naboj in ga odstejemo od celotnega:

t
Qe (=10min) = [ (02 A)dt =0,2 A-(t—1,)=0,2 A-10min=0,2 A-10-605 = 120 A-s. V ¢asu

f

pretecen

10 minut je skozi presek Zice preslo 120 As oziroma 120 C naboja. Na pozitivni sponki ga je torej
ostalo $e 500 C—120C=380C.

2. Izracun z nedoloCenim integralom (en. (1.12)), kjer moramo dodatno izracunati konstanto:

Q)= —j (0,2 A)dt + konst=-0,2 A -t + konst . Konstanto dolo¢imo iz pogoja

Q(t=0)=500C = konst=500C. Sledi Q(t)=500C-0,2A-t in

Q(t=10min)=500C-0,2A-10min=380C.

3. Izradun z dolocenim integralom (en. (1.13)):
10min .

Q) =Q(t=0) - j (0,2A)dt=500C 0,2 At| " =500C~120C =380 C.

0
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KONSTANTEN TOK

Ob konstantnem toku velja linearna zveza med nabojem in tokom

Q =j; Idt = Ij'otdt = It| (1.14)

To zvezo poznamo Ze iz srednjeSolske fizike: naboj je produkt toka in ¢asa. Ugotovili smo Ze omejeno
veljavnost zapisa Q = It, saj velja le pri konstantnemu toku.

N N

i(0) (1)

I
<

It

v

v

Slika 1-9: Ce je tok konstanten, je povezava med tokom in pretecenim nabojem linearna: Q=It.
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* 1zZRACUN IN IZRIS REZULTATOV

Obstaja vrsta programov, ki jih uporabljamo za izracun in izris rezultatov. V tehniki je morda najbolj pogosto
uporabljen program Matlab, ki pa je Zal placljiv. Kljub temu ga boste uporabili pri mnogih predmetih. Tudi v tej
skripti je nekaj primerov uporabe programa Matlab. Skoraj identi¢en program (po sintaksi) je Octave, ki je v
osnovi prirejen za uporabo v Linux okolju, obstaja pa tudi moznost uporabe v Windowsih. Podoben jima je tudi
program Scilab in Se nekateri drugi. Kdor bi si Zelel bolj podrobno razjasniti razlike in podobnosti, lahko prebere
¢lanek http://profs.scienze.univr.it/~caliari/pdf/octave.pdf. Ce ne Zelite naloZiti programa (ov) na svoj

racunalnik, obstajajo tudi strani na spletu, ki omogocajo t.i. on-line uporabo.

Poleg tega je lahko za bolj matemati¢no uporabo e -

zanimiv program Mathematica, ki ima nekoliko
specifi¢no sintakso, je pa zelo zmogljiv. Univerzs v Liubliani mmm
Fakuleets 2a clektrotchnil

Iz inZenirskega in programerskega stalis¢a je lahko

zanimiv tudi programski jezik Python, ki z uporabo OSNOVE DELA S PROGRAMI MATLAB/OCTAVE/SCILABYPYTHON/MATEMATICA
dodatnih knjiznic (Matplotlib) omogoca izrise, ki

so zelo podobni programu Matlab. Morda je lahko Osnove dela s programi

nekaj zmede le pri instalaciji ustrezne verzije Matlab/Octave/Scilab/Python/Matematica

programa in vizualnega okolja. Nekaj vec
informacij o uporabi zgoraj omenjenih programov
je na spletni strani http://lbm.fe.uni-lj.si pod

zavihkom Studij.

Primer enostavnega izrauna in izrisa je spletna
platforma Desmos (http://Desmos.com). Izberimo

primer izraCuna toka z odvajanjem naboja po : i
Casu, kjer je bila podana ¢asovna funkcija naboja

2
=3 N

t

Q(t) :5[1_e_w5jmc, tok pa smo izracunali kot

odvod naboja po ¢asu: iy oer :d_Q. V vrsticah na
elektrode dt

levi strani spletne strani preprosto zapiSemo

enacbe, desno pa se na grafu izriSejo ustrezne '?
krivulje. V konkretnem primeru se naboj eksponentno s ¢asom povecuje (rdeca krivulja), tok pa ravno obratno
(zelena krivulja), se s casom zmanjsuje, kar je tudi skladno z definicijo toka: ¢e se naboj s ¢asom hitro spreminja,
je tok velik, sicer pa manjsi. Zelo podobna, morda Se malo »mocnejSa« v dolocenih primerih (meni ne dela
nedolocen integral), je spletna aplikacija GeoGebra (http://geogebra.org).

Na desni je prikazan Se primer uporabe  impert matpictiic pyplot as 7is ’
import gy as up

programskega jezika Python. V tem # €e€dP PQA=~ B
primeru nismo izratunali odvoda, pa¢ pa T
kar zapisali rezultat odvajanja. Ce bi s f:"f;“f‘v:"j'" A =

Pythonom Zeleli izracunati odvod, bi . - . //"ﬁ
morali uporabiti t.i. simbolno radunanje.  sic aeic i e | P

pit.grid|True)

Label ("Cax / »

Maboy in Lok
by

plt._grid|True)

pit.show ()

Carls

© D.K., 2019 27


https://www.desmos.com
http://profs.scienze.univr.it/~caliari/pdf/octave.pdf
http://lbm.fe.uni-lj.si/
http://desmos.com/
http://geogebra.org/
http://lbm.fe.uni-lj.si/index.php?option=com_content&view=article&id=40&Itemid=122&lang=si

Coulombov zakon E

2. Coulombov zakon

Vsebina: sila med tockastima nabojema, dielektricna konstanta vakuuma, vektorski zapis sile, superpozicija

sil.

Ze stari Grki so ugotovili, da med naelektrenimi telesi deluje sila, ki jo je William Gilbert leta 1600 v
znameniti knjigi De Magnete poimenoval elektri¢na sila. Kljub znanstvenim raziskavam je preteklo kar
nekaj ¢asa, da je bila dognana zveza med velikostjo sile in naboji, ki to silo povzrocajo.

Osnovno zakonitost je s pomocjo eksperimenta s torzijsko tehtnico

dognal Charles Augustin de Coulomb. Ugotovil je, da je sila med
dvema naelektrenima kroglicama proporcionalna produktu nabojev in
inverzno proporcionalna kvadratu razdalje med kroglicama.
Matemati¢no to zapiSemo kot

F= k—Qi?Z , (2.1)

kjer je k konstanta. Odvisna je od izbire merskega sistema. V sistemu
merskih enot, ki je v veljavi dandanes (SI), velja

1 V-m
k= in je priblizno enaka k =9-10° —— >
dne, A-s o

. Coulombova torzijska tehtnica, s
& imenujemo dielektricna konstanta vakuuma' (ali tudi influen¢na  katero je izvajal poskuse in ugotovil

konstanta) in je enaka &, =8,854-10 “As\m. povezavo med nabojem in silo.

Da bi bila enacba to¢na, morata biti kroglici ¢im manjsi. Eksaktno enacba velja le za tako imenovane
tockaste elektrine. To je ¢ista matemati¢na formulacija, saj tockastih nabojev v naravi ni. Se tako
majhen naboj ima dolo¢en polmer, &etudi majhen’. Je pa koncept tockaste elektrine (tockastega
naboja) zelo pomemben v elektrotehniki in z njegovo pomocjo izpeljemo izraze za silo med
naelektrenimi telesi poljubne oblike.

Primer izracuna velikosti sile: Dolo¢imo elektri¢no silo med dvema tockastima nabojema Qi =2 uC
in Q; =5 uC, ki sta oddaljena za 1 cm.
Izracun:

108 VM 20C-S0C _gg VAS g4 .

F k9% -
r A-s (0,01 m) m —

* Pogosto tudi zrak smatramo za prostor brez nabojev, v katerem doloéamo silo med naboji na enak nacin kot v vakuumu. Kasneje bomo
ugotovili, da je za izracun sil in elektricnega polja v razlicnih medijih potrebno upostevati vpliv samega medija. Ta vpliv opisemo z relativno
dielektri¢no kostanto. Za vakuuma je ta 1, za zrak pa 1,00059.

" Polmer elektrona je 2,8179 107> m.
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Iz rezultata lahko ugotovimo, da smo enoto N(ewton) kar pripisali, saj bi po izvajanju morala biti
enota za silo VAs/m. To tudi je ekvivalentna enota za silo, le da je bolj obi¢ajno, da silo izrazimo z
enoto iz mehanike, newtnom (njutnom).

Izracun sile med tockastimi naboji je torej preprost. Potrebno pa je poudariti, da je sila vektorska
veli¢ina, saj ima poleg velikosti tudi smer. Kot smo Ze omenili, je smer sile taka, da se enako
naznacena (predznacena) naboja odbijata, nasprotno naznacena pa privlacita. To pravilo moramo le
Se zapisati v matematicni obliki in ga upostevati pri izracunu sile. Pri tem si pomagamo z vektorskim
zapisom. Silo zapiSemo kot vektor, hkrati pa z vektorji zapiSemo tudi pozicije mest, kjer se naboji
nahajajo.

-0 0 ® +0

a) b) c)

Slika 2-1: a in b) odbojna sila med istoimenskima nabojema in c) privlacna sila med nasprotno-imenskima
nabojema.

ZAPIS SILE V VEKTORSKI OBLIKI

Imejmo tockasta naboja Qi in @, ki se nahajata v tockah T; in T,, kjer je tocka T: doloCena s
koordinatami (x1, y1, z1) in T2 z (x2, V2, 22), glej Slika 2-2. Vektor iz koordinatnega izhodis¢a do tocke Ty

oznadimo z fl in ima komponente (xi1, y1, z1) ter IZ s komponentami (xy, y», z2). Dolo¢imo sSe vektor, ki

kaZe iz totke Ty v totko To. Taje I, =, — I oziroma I, =(X, =X, Y, - ¥,,Z,— 7).

QQ,

Da bi izratunali vektor sile, moramo velikosti sile, dolo¢eni z enatbo F = k >, dodati Se smer.
r

Smer sile, ki jo naboj Qi povzroca na naboj Q. bo v smeri vektorja I}, . Potrebujemo torej vektor, ki

kaZe v smeri vektorja I}, , njegova velikost pa je 1. Ta vektor imenujemo enotski vektor in ga dobimo

R _ I
tako, da vektor I, delimo z njegovo absolutno vrednostjo (velikostjo): €, = ﬁ
con
Sila na Qy, ki jo povzroca naboj Qi, zapisana v vektorski obliki, je
= £ __1 Q0.
Q ~ '12 — 2 r, | Coulombov zakon. (2.2)
dng, I
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Zapisana sila je sila na naboj Qa, ¢e pa Zelimo izraziti silo na naboj Qi, moramo obrniti vektor I,

oziroma upostevati F, =—F,,.

Slika 2-2: Sila med nabojema Q1 in Q2.

Primer izracuna velikosti sile: VzdolZ X osi sta na razdalji 3 m naboja Q: =2 pCin Q; = 3 pC. Dolo¢imo
silo na Q..

,2-10°.3.10°
2

lzracun: F=9-10 N=6-10° N,

Ce si naridemo skico ugotovimo, da bo smer sile v smeri osi X. Silo lahko torej zapisemo kot vektor
F=e®6-10° N,

Primer izracuna vektorja sile: Dolo¢imo elektri¢no silo med tockastima nabojema Q1 =2 pCin Q. =-5
pC. Qi se nahaja v tocki T1(1,0,2) cm, naboj Q, pa v tocki 7>(2,3,1) cm.

Izracun: ZapisSimo tocki z vektorjema rin r, ter tvorimo vektor
r,=(2-1,3-0,1-2) cm=(1,3,—1) cm. Enotski vektor dobimo tako, da delimo vektor z njegovo

absolutno vrednostjo:

F| = JE+3 +(-)? cm=+ILlceming, = o - E3-Dem (371
2 r,|  <lem Vi1
Sila na naboj Q; je torej

Fo, = Fo = ire, == AT MO LS

4ne, 1 4me,  llem? J11

V-m 10™A-s (1,3,-1
0° 11‘10_4m2(m);—24,7-(1,3,—1)N

Rezultat je negativen, torej sila kaZze v nasprotno smer kot vektor I, , kar je seveda pravilno, saj sta

=

=91

naboja nasprotnega predznaka in se torej privlacita.
Dodatno: Koliksna je komponenta sile v smeri dolo¢ene osi?

PomnoZimo komponente z 24,7 in dobimo: If12 =-24,7N-e, —74 N-éy +24,7N-¢€,.
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SUPERPOZICIJA SIL

Kaj pa ¢e imamo tri ali ve¢ nabojev? Kako dolo¢imo silo na dolo¢en naboj? Dolo¢imo jo preprosto s
seStevanjem posameznih prispevkov sil. Matematicno temu reemo superpozicija in princip
seStevanja sil kot superpozicija sil. Sila na Q; bi bila torej enaka vsoti sil med nabojema Qi in Q;, Q1 in
Q3, Q1 in Qq, itd.

Fo =Fo,0a +

F F

Q&-Q + Q—>Q S (23)

$ F = 185 (9.-185)

Slika 2-3: Primer superpozicije sil. Odpri povezavo in premikaj naboj ter opazuj vpliv sil na naboj:
http://tinyurl.com/superposition-field (brskalnik mora omogocati Flash animacije)

Primer superpozicije sil: Poleg nabojev Qi in Q. iz gornjega primera imamo e naboj Qs = 3 uC, ki se
nahaja na mestu T3(2,3,-3)cm. Dolo¢imo (skupno) silo na naboj Q,.

Izracun: Silo med nabojema Qs in Q. je nekoliko laZje izraunati, saj je razdalja med nabojema 1 cm
(razlika samo v smeri z osi). Ker je en naboj pozitiven drugi pa negativen, bo sila na Qs v smeri naboja
Q,, torej v smeri —z osi. Rezultat bo torej

= 1 Q3Q2§ _ 1 |3“C'(_5uc)|

F, = - €)=
2 4ng, r2 " 4ng,  (4cm)’ )
-12
910 Y MO AS, gy 356N
16-10°m?  ——

Skupni sestevek je
F,=F,+Fs=-247N-6,-74N-6,—59,68N-¢, = (—24.7,-74,-59.68)N .

Dva mozna pristopa k racunanju Coulombove sile:

matemati¢en, pri katerem dolo¢imo vektorje [, I, r, €,in nato vstavimo v enacbho

. . _1.QQ
F =F12_ 122

= € . (kotv prvem primeru)
Q, 47[80 r;|_2 2

z razmislekom, pri ¢emer posebej dolo¢imo smer sile in velikost sile in nato zapisemo F =erF . (kotv
drugem primeru)
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3. Elektricna poljska jakost

Vsebina poglavja: definicija elektricne poljske jakosti, superpozicija elektricnega polja.

Pojem elektricne poljske jakosti je en najpomembnejsih konceptov v elektrotehniki. V osnovi
abstrakten pojem se bo kasneje izkazal kot klju¢en za dolofanje napetosti, energije in drugih
pomembnih velicin.

Elektricna poljska jakost je definirana kot sila na enoto pozitivnega naboja Q, =1C:

E-F|
Q

(3.1)

Elektricno poljsko jakost v poljubni tocki v prostoru dolo¢imo tako, da v to toc¢ko postavimo poskusni
(testni) naboj Q; in doloc¢imo silo na ta naboj. Nato silo delimo silo s poskusnim nabojem Q; in dobimo
elektricno poljsko jakost.

t

Med tockastima nabojem Q in Q je sila kjer je r razdalja med nabojema (Slika 3-1).

2 7’
ne,

Elektri¢na poljska jakost na mestu naboja Q; je torej E = — QQ > = Q 5 -
Q, 4ng I Ameg,r

Ker pa je tako sila kot elektri¢na poljska jakost vektorska veli¢ina, moramo upostevati Se smer. Taje v
smeri vektorja r, ki je usmerjen od mesta naboja Q do testnega naboja Q..

Slika 3-1: Vektor elektricne poljske jakosti v to¢ki T, Ki je na na oddaljenosti r od toc¢kastega naboja Q.

Elektri¢na poljska jakost na oddaljenosti r od tockastega naboja Q je torej enaka

= Q
E=erm. (3.2)
0

Primer izracuna elektricne poljske jakosti: Dolocimo elektricno poljsko jakost v koordinatnem
izhodiscu (0, 0, 0) cm, ce se v tocki T1(1,0,2) cm nahaja Q = 2 uC.

Izracun: lzrac¢una se lahko lotimo na enak nacin, kot da bi dolocali silo na (pozitivni) naboj Q: v tocki
(0,0,0).
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£ _ Q0 v 1 Q-2uC (102 _

Q‘_41wor2 ' _47550 5cm? J5
-6
_ 9100 Y MQ 210" A (02) _ 5 4 61.107(1,0,2) Vim
A-s  5.10"m J5

Elektri¢na poljska jakost pa je

_ F
E=—>=-16110"(10,2)N/C = -1,61-10"(1,0,2) V/m.

t

Enota za elektriéno poljsko jakost je V/m.

Iz primera vidimo, da lahko smer elektricne poljske jakosti dolo¢imo kot smer sile na namisljen
pozitivni naboj. V principu je vseeno, kako velik je ta testni naboj, saj vidimo, da v enachi sploh ne
nastopa — v enacbi nastopa naboj, ki povzroca silo na testni naboj. Naboj 1 C je zelo velika koli¢ina
naboja, ki ga je (1) realno nemogoce zbrati v tocki (v malem radiju) in (2) tak naboj bi vsekakor
predstavljal izrazito veliko silo na okoliSke naboje in povzrodil njihovo premaknitev. Zato je bolj
natanéna definicija za elektricno poljsko jakost, da je to sila na majhen poskusni pozitivni naboj,
matematicno

. . F
E=Ilim—| .
Qt”OQt (3 3)

V ¢em je potem razlika med silo in elektri¢no poljsko jakostjo? Pomembna konceptualna razlika je v
tem, da je mogoce sile dolocati le med naboji, medtem ko je elektricna poljska jakost definirana v
vsaki tocki v prostoru.

SUPERPOZICIJA ELEKTRICNEGA POLJA

Kako dolo¢imo elektriéno poljsko jakost v tocki, ¢e je v okolici ve¢ nabojev? Enako kot smo dolocali
silo na naboj v okolici ve¢ nabojev. V tocko postavimo poskusni naboj, izraCunamo silo na poskusni
(pozitivni) naboj kot superpozicijo posameznih prispevkov sile ter nato delimo s poskusnim nabojem.
Oziroma, dolocimo elektri¢no poljsko jakost za vsak naboj posebej in prispevke sestejemo.

E=E+E,+E+..=) E (3.)

Slika 3-2: Ved nabojev in elektricna poljska jakost v tocki kot superpozicija elektri¢nih poljskih jakosti
posameznih nabojev.
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PRIKAZOVANJE ELEKTRICNE POLJSKE JAKOSTI V PROSTORU

Ker je polje definirano v vsaki tocki prostora, pomeni, da lahko v vsaki tocki prostora ponazorimo
polje z vektorjem, ki kaze smer in velikost polja v tocki. Obic¢ajno se sprijaznimo s tem, da riSemo
vektorje elektri¢ne poljske jakosti v doloéenih tockah v prostoru in tako prikazemo vektorsko polje. Z
nekoliko znanja programiranja lahko tudi sami izdelamo program, ki bi prikazoval elektricno polje v
prostoru za poljubno porazdelitev nabojev. Za hitre izracune in vizualizacijo v elektrotehniki pogosto
uporabljamo Matlab ali njegovo zastonjsko razlicico Octave (ali tudi SciLab), vedno bolj popularna pa
je tudi uporaba programskega orodja Python.

Seveda pa je mogoce Ze na spletu dobiti Ze izdelane vizualizacije elektricnega polja — in druge. Na
spodnji sliki je prikazan primer Ze izdelane aplikacije (s programom EJSS — Easy JavaScript
Simulations), ki omogoca vizualizacijo vektorjev polja v prostoru v okolici naelektrenih tockastih
nabojev.

e e
- — v T v
|
-
5 ! ] 4 . ‘
'R §ih £ o A A4 ¢ v " {
"
»» % b 4 4 ¢ v
» b» A 4 ¢ v
- v b4 v - st P e S AR AR S|
NN Wi e bt s 0k R B 5 oY |
2 a
. - . » A - - - - - > { A 4 4 1 v r’ N
i I L - . |
AR \ - - » a4 ~ A A A 4 ¢ p & A “
» “ {
» PPy A . s 80 N & A hagp 4 -
R NS - 4% - “
r Y P Py I W S - <.
4

00 ARC PR T e W W M e db * ..
T 4 4 A A A sy --% % vy
a A “Ah Ay ey
-~ - - » “ - - -
S ‘ oo v v 4% " wwy

PoAMTsIChage S ‘
| Pesrbor of powtiee chages 1| andreguies chanes 0 | O - RN |
You can add positive (red) and negative (blue) charges as well as "test” charges . oA 8RR |
(black). A test charge is like a ghost charge: it shows you the force that a positive a 2 i AR TRV N |

Slika 3-3: Primer uporabe programa EJSS za vizualizacijo porazdelitve elektri¢ne poljske jakosti v prostoru
prikazane (levo) za en sam naboj in (desno) za tri naboje. Barva puscice predstavija velikost polja v doloéeni
tocki. Naboje v aplikaciji lahko poljubno premikamo. http://tinyurl.com/ejss-field

O animacijah in simulacijah na spletu: z brskanjem po spletu z iskalnimi gesli kot so “electrostatic
animations simulations” in podobno, lahko pridemo do spletnih strani, ki omogocajo razne nacine
vizualizacije polja. Lahko so samo animacije, kot na primer na strani od_PenState UNI ali pa
MITOpenCourseWare, ali pa simualcije kot npr. Phet ali primer s povezavo na sliki zgoraj. Mnogo je

aplikacij, napisanih v programskem jeziku Java, ki jih novejsi brskalniki zaradi varnosti ne omogocajo
zagnati. Te aplikacije, ki imajo pogosto koncnico .jar (Java Archive), npr. tale, je potrebno najprej
nalozZiti na racunalnik in nato zagnati. Seveda morate imeti predhodno naloZeno Javo, ki je za
obicajno rabo brezplacna. Podobno brskalniki pogosto omenogocajo prikazovanje Adobe flash
aminacij. Ce spletni strani zaupate, je preprosto vkljuéiti prikazovanje Flash animacij. Recimo teh.
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* PRIKAZ ELEKTRICNEGA POLJA V 2D IN 3D PROSTORU

Pogosto prikazujemo velikost polja v prostoru z 2D ali 3D prikazom z obarvanjem, pri ¢emer lahko na
enem grafu prikazemo le eno komponento E-ja, npr. Ex ali le Ey. Pogosto pa z obarvanjem prikazemo

absolutno vrednost polja

Slika 3-4: Prikaz elektri¢ne poljske jakosti v okolici toc¢kastega naboja: 7 vektorji in barvo. Desno je 3D prikaz,
kjer visina in barva predstavljata velikost polja.

Slika 3-5: 2D in 3D prikaz elektri¢ne poljske jakosti za polje v okolici dveh prevodnih naelektrenih valjev. Na
dveh slikah na levi je prikazano elektricno polje v okolici dveh valjev naelektrenih 7 naboji nasprotnega
predznaka (levi valj z negativnim, desni pa s pozitivnim nabojem), na desni pa dva valja z enako predznacenim
nabojem (pozitivnim). Smer polja prikazujejo puscice (vektorji), velikost pa tako velikost puscic, kot tudi
obarvanost — toplejSa barva predstavlja vecjo poljsko jakost.
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* KAKO JE PRISLO DO KONCEPTA ELEKTRICNEGA POLJA?

Elektricno polje je koncept razlage elektri¢cnih pojavov, ki je
izrazito oblikoval razvoj elektromagnetike. Najve¢ zaslug za to
ima Michael Faraday (1791-1867), angleski raziskovalec, ki
kljub  pomankljivi izobrazbi velja za enega najvedjih
znanstvenikov v zgodovini clovestva. Ve¢ o njegovem delu
bomo izvedeli v drugem semestru, saj so njegova odkritja
najbolj znana na podroc¢ju magnetike. Ravno s tega podrocja
izhaja njegovo razmisljanje o (magnetic) lines of force, torej
nekaksne linijah magnetne sile, ki so prisotne povsod v
prostoru, vidne pa so na primer v okolici trajnih magnetov ali
tokokrogov, Ce v njihovo blizino nasujemo Zelezne opilke. Ti se
usmerijo v smer magnetnega polja, Ce je le sila dovolj velika. To
je bistvena razlika v primerjavi s konceptom ucinka na daljavo,
ki se je ponujal iz Coulombovih raziskav. Zanimivo je, da
dandanes raziskovalci zgodovine znanosti razmisljajo, da je
Faradayu pomanjkanje matemati¢nega znanja celo pomagalo,

da je izredno izostril svoje raziskovalno delo in razmisljanja o
elektricnih pojavih. Tudi sam Faraday ni kaj dosti dal na
matematiko, leta 1831 je v pismu Mary Somerville npr. zapisal,

da ne verjame v vecji pomen matematike v zgodovini znanosti.
Se posebno je to zagovarjal zato, ker Ampere, ki je
matemati¢no razdelal lastnosti magnetnega polja (znameniti
Amperov zakon bomo spoznali v naslednjem semestru), ni
predvidel rotacije elektricnega toka okoli trajnega magneta, kar
je Faraday pokazal v eksperimentu, kjer je pokazal rotacijo
prevodne palice s tokom v Zivem srebru, v katerega je bil
vstavljen trajni magnet (to bomo imenovali princip
homopolarnega motorja). Ce bi bila Amperova teorija tako
dobra, je razmisljal Faraday, bi sam predvidel ta pojav.

Linije magnetne sile (lines of force) smo v slovenscino prevedli
kot silnice. To teorijo je Faraday Se nadalje razdelal s
konceptom molekularne teorije elektrike, kjer je v bistvu vpeljal

koncept etra, kot neke hipoteti¢ne vseobsegajoce substance, v
kateri delujejo elektricne in magnetne sile. Faraday je
eksperimentalno ugotovil, da nekatere snovi privlacijo, druge pa
odbijajo magnetno polje, kar poznamo kot pojem
paramagnetizma in diamagnetizma.

Pravo povezavo med razmisljanjem Faradaya in matemati¢no
formulacijo je naredil James Clerc Maxwell (1831-1879), ki je v
predgovoru znamenitemu delu Electricity and Magnetism zapisal
bistvo Faradayevega razmisljanja (ne prevajam): »Before | began
the study of electricity | resolved to read no mathematics on the
subject till | had first read through Faraday’s Experimental
Researches on Electricity. | was aware that there was supposed to
be a difference between Faraday’s way of conceiving phenomena

and that of the mathematicians, so that neither he nor they were

© D.K., 2019 37



Porazdelitve nabojev ﬂ

satisfied with each other’s language. | had also the conviction that this discrepancy did not arise from either
party being wrong. | was first convinced of this by Sir William Thomson, to whose advice and assistance, as well
as to his published papers, | owe most of what | have learned on the subject. As | proceeded with the study of
Faraday, | perceived that his method of conceiving the phenomena was also a mathematical one, though not
exhibited in the conventional form of mathematical symbols. | also found that these methods were capable of
being expressed in the ordinary mathematical forms, and these compared with those of the professed
mathematicians. For instance, Faraday, in his mind’s eye, saw lines of force traversing all space where the
mathematicians saw centres of force attracting at a distance; Faraday saw a medium where they saw nothing
but distance; Faraday sought the seat of the phenomena in real actions going on in the medium, they were
satisfied that they had found it in a power of action at a distance impressed on the electric fluids. Suppose a
small positively electrified body to start from a point close to a positively electrified surface, and suppose it to
move always in the direction in which it is urged by the force acting on it, it will, of course, be repelled by the
surface, and will move away along some path straight or curved, and will continue to move indefinitely, the
force diminishing as it proceeds, unless it meet with a negatively electrified surface, which will attract it, and
coming into contact with this surface its career will terminate. The path traced out by such a small electrified
body constitutes Faraday’s line of force, which is therefore a line whose direction at any point is that of the
resultant force at that point. Such lines of force always proceed from positively electrified surfaces, and
terminate upon negatively electrified surfaces; or, failing this, they must proceed to infinity. Lines of force
proceeding from a positively electrified body placed in a room, unless there be other negatively charged bodies
in the neighbourhood, will in general terminate upon the walls, floor, and ceiling of the room, or upon objects
in the room in electrical communication with these. Faraday thus conceived the whole of the space in which
electrical force acts to be traversed by lines of force which indicate at every point the direction of the resultant
force at that point. But Faraday went further than this: he conceived the notion of causing the lines of force to
represent also the intensity of the force at every point, so that when the force is great the lines might be close
together, and far apart when the force is small; and since the force in the neighbourhood of a small charged
body is proportional to the charge, he endeavoured to accomplish this object by drawing from every positively
electrified surface a number of lines of force proportional to its charge, and causing a similar number of lines of
force to terminate in every negatively electrified surface.«

Maxwell je tudi nadgradil sam koncept silnic z vpeljavo dodatnega pojma »tubes of force«, ki ga mi imenujemo
gostotne cevke. Gre za cevke, katerih steno oblikujejo silnice. Vecja kot je gostota teh cevk na telo, vedja sila
deluje na tem delu telesa. Gostotne cevke obravnavamo v poglavju o Gaussovem zakonu, saj nas nadalje
pripeljejo do pomembnega koncepta pretoka polja oz. fluksa, s katerim povezemo npr. elektricno polje in
naboj na telesu ali pa magnetno polje in inducirano napetost.

Faraday in Maxwell sta klju¢no prispevala k razumevanju elektricnih pojavov. Nancy Forbes in Basil Mahon v
knjigi »Faraday, Maxwell and the Electromagnetic Field« s podnaslovom How two Men Revolutionized Physics

pravita:

It 1s almost impossible to overstate the scale of Faraday and Maxwell's achievement in bringing the
concept of the electromagnetic field into human thought. It united electricity, magnetism, and light into
a single, compact theory; changed our way of life by bringing us radio, television, radar, satellite
navigation, and mobile phones; inspired Einstein's special theory of relatvity, and introduced the
idea of field equations, which became the standard form used by today’s physicists to model what
goes on in the vastness of space and inside atoms
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Maxwell je razdelal Faradayeva razmisljanja in jih zapisal v znamenitem delu »On

Physical Lines of Force« v matematicni formulaciji, v 20-ih enacbah z 20-imi Fig. G.
neznankami. Dandanes jih zapiSemo v vektorski obliki z le Stirimi enacbami (prvi je to A ‘r “" 1 A
naredil Oliver Heaviside leta 1884). Poleg tega je Maxwell nadgradil Faradayevo teorijo 1

etra s konceptom polja (morja, ang. sea) molekularnih vrtincev (molecular vortices).

Koncept molekularnih vrtincev je povezal s Faradayevim konceptom silnic, pa tudi s & (c ¢
konceptom akcije na daljavo in ugotavljal, da sile, ki delujejo med magneti in vodniki s q

tokom povzrodijo v okolici (mediju) dolocen pritisk, ki je drugacen v vsaki tocki prostora

in deluje v razli¢énih smereh in da je smer najmanjSega pritiska ravno v smeri silnic. s

Koncept molekularnih vrtincev ni bil prav dobro sprejet v znanstveni sferi, saj je bil tudi mnogo bolj zapleten kot
koncept ucinka na razdaljo in tudi Faradayevega koncepta silnic. Poleg tega tudi njegovih 20 enacb ni bilo
najbolj enostavo razumeti, zato njegova teorija elektromagnetnega polja ni bila hipoma sprejeta. Zapisana je
bila v obliki parcialnih diferencialnih enacb, kar je seveda nekaj popolnoma drugega kot preprost Coulombov
zakon. Veli¢ino njegovega zapisa je pokazala Sele naslednja generacija fizikov kot so Hertz, Lorentz in Einstein.

Dandanes tako elektri¢ne pojave razdelamo na dveh »nivojih«. Na osnovnem nivoju imamo koncept (elektro-
magnetnega) polja, na drugem nivoju pa imamo fizicne strukture, telesa, ki se jih lahko dotaknemo in merimo,
na njih pa delujejo sile, mehanske napetosti, energije. Na primer, Ce Zelimo izracunati silo na doloceno
naelektreno telo, naprej izracunamo elektricno polje v prostoru, potem pa s pomocjo dolo¢ene matematicne
operacije dolo¢imo $e silo na to telo. Na podoben nacin, ¢e Zelimo izracunati energijo v prostoru elektri¢nih
nabojev, naprej izratunamo elektri¢no polje v prostoru, nato pa integriramo kvadrat elektri¢ne poljske jakosti
po prostoru. Koncept elektricnega in magnetnega polja je tako klju¢en za razumevanje elektri¢nih pojavov in
tudi izracunavanje njihovega ucinkovanja. Koncept etra pa je Se vedno stvar znanstvenih (filozofskih) razmisljanj
in presega ta zapis. Ve¢ o tem ponuja npr. Wikipedia v https://en.wikipedia.org/wiki/Aether theories.

Ag. 7.

TNETNTNTTN
_ wi AP NASA

Slike iz Maxwellovega dela »On Physical lines of Force«, 1861 (Philosophical Magazine, Volume 21 & 23 Series

4, Part | & II; Part Il & IV). Fig. 2 prikazuje Maxwellov skico miselnega konstrukta molekularnih vrtincev, ki
prenasajo mehansko silo v prostoru.
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4. Porazdelitve nabojev

Vsebina poglavja: volumska, povrsinska in linijska porazdelitev naboja in zapis z ustrezno gostoto naboja.

Spoznali smo Ze koncept tockastega naboja, za katerega pa smo Ze rekli, da ga v naravi ni. Najmanjsi
naboj je naboj elektrona, s svojo maso, volumnom in kvantizirano mnozino naboja. Nadaljnji problem
je, da je mnoZine osnovnih enot naboja, ki jih moramo vzeti v postev obi¢ajno zelo veliko. Ce samo
malo podrgnemo, se med telesi prenesejo milijoni elektronov. Mi pa smo sposobni »na papirju«
izraCunati silo na nekaj tockastih nabojev. No, v principu bi lahko s superpozicijo izra¢unali tudi silo
med nekaj milijoni nabojev. Kar pa ni obicajno. Potrebno je najti nek drug nacin obravnave
naelektrenih teles. Nasli ga bomo v konceptu dolocitve razlicnih tipov porazdelitve naboja v prostoru.
Predpostavili bomo, da je naboj zaradi velike koli¢ine delcev porazdeljen zvezno. V tem smislu bomo
definirali tri nacine porazdelitve nabojev: volumsko, povrsinsko in linijsko porazdelitev naboja.

VOLUMSKA GOSTOTA NABOJA

Volumsko gostoto naboja uporabljamo za opis nabojev, ki so, kot ime samo pove, porazdeljeni po
volumnu. Opisemo ga z gostoto volumske porazdelitve naboja p. Enota je C/m?. Ce je tak naboj

enakomerno porazdeljen po volumnu, lahko gostoto volumskega naboja dolo¢imo kot p=v,

oziroma celotni naboj kot Q = pV .
Ce naboj ni po celotnem volumnu porazdeljen enakomerno, lahko enakomerno porazdelitev

smatramo le v nekem zelo omejenem malem delu celotnega volumna AV . Del celotnega naboja je
torej AQ = pAV in e ta delcek limitiramo (naredimo infinitezimalno majhen), dobimo dQ = p-dV .

Celoten naboj dobimo z integracijo posameznih prispevkov po volumnu:

Q =IpdV .* (4.1)
' 0 0
e A0
2R e, ’
o LE AV

Slika 4-1: Volumska gostota naboja. Levo prikaz neenakomerne porazdelitve nabojev, desno dolocitev
volumske gostote naboja.

* Tu se prvi¢ sre¢amo z integracijo, ki jo je potrebno izvesti po volumnu. Zapis diferenciala volumna dV je
odvisen od izbire koordinatnega sistema, v kartezicnem je preprosto zmnozek diferencialov razdalje v smeri osi
X (dx), smeri osi Y (dy) in smeri osi Z (dz): dV =dx-dy-dz. To pomeni, da bo pri izratunu potrebno integrirati

3x oziroma uporabiti trojni integral. Ekvivalentno bi torej enaébo (4.1) zapisali v obliki Q = ”J.pdx-dy dz, v

doloéenih knjigah pa najdemo tudi zapise v obliki Q = jpd3r in podobno.
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POVRSINSKA GOSTOTA NABOJA

Povrsinsko gostoto naboja uporabljamo za opis naboja, ki je porazdeljen po povrsini. OpiSemo ga z
gostoto povrsinske porazdelitve naboja o. Enota je C/m?. Ce je tak naboj enakomerno porazdeljen

po povrsini, lahko povrsinsko gostoto naboja dolo¢imo kot GZZ' oziroma celotni naboj kot

Q = o A. Bolj pogosto je, da ta naboj ni porazdeljen enakomerno. Tedaj velja zveza Q = oA le za en
majhen del celotnega naboja na neki majhni povrsini, torej AQ = o - AA. Ce ta deléek limitiramo
(naredimo infinitezimalno majhen), dobimo dQ =o-dA. Celotni naboj dobimo z integracijo
posameznih prispevkov po povrsini:

sza-dA. (4.2)
A
\ \
\
‘\ \‘\'
- 9]
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Slika 4-2: Povrsinska gostota naboja.

LINIJSKA GOSTOTA NABOJA

Linijsko gostoto naboja uporabljamo za opis naboja, porazdeljenega po liniji (npr. Zici). OpiSemo ga z
gostoto linijske porazdelitve naboja g. Enota je C/m. Ce je tak naboj enakomerno porazdeljen po

liniji dolzine /, lahko linijsko gostoto naboja dolo¢imo kot ( :T , oziroma celotni naboj kot Q =ql .

Ce ta naboj ni porazdeljen enakomerno, velja zveza Q = gl le za en majhen del celotnega naboja na
neki majhni razdalji, torej AQ =(q- Al . Ce ta deléek limitiramo (naredimo infinitezimalno majhen),
dobimo dQ =q-dl . Celotni naboj dobimo z integracijo posameznih prispevkov po liniji:

szq-dl. (4.3)
L

Slika 4-3: Linijska gostota naboja.

(Kmalu pa se bomo soocili $e z enim problemom. Ce bi poznali porazdelitev naboja, bi e nekako
izraCunali posledice, torej elektricno poljsko jakost in sile med naboji, telesi. Obicajno pa te
porazdelitve niti ne poznamo, poznamo pa recimo napetosti med telesi. Potrebno bo torej poiskati
Se zvezo med napetostjo in porazdelitvijo naboja. A o tem kasneje.)
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* GEKON UPORABLJA ELEKTROSTATIKO ZA PLEZANJE

Gekon je vrsta plazilcev, podoben nasemu kuscarju.
Posebni so po tem, da imajo specifi¢en nacin oglasanja, od Gecko adhesion takes electric
koder izhaja tudi njihovo ime (po Indonezijsko). Tako pravi turn

wikipedija.... Zanimivi pa so tudi zato, ker imajo izjemno
sposobnost hoje po zelo strmem terenu. To njihovo
posebnost je menda ugotavljal in opisal tudi sam Aristotel.
Se posebno nenavadno pa je, da so nedavno znanstveniki
ugotovili, da jim to omogoca uporaba elektrostati¢nih sil
(Izadi et al, 2014). Pred tem so predvsem smatrali, da to
Gekonom omogocajo adhezijske sile (Autumn, 2006;
Gravish et al, 2010).

O tem odkritju so porocali vsi pomembnejsi mediji, ki
pokrivajo novice iz znanosti in tehnike (sciencenews.org,
newscientist.com, physicsworld.com, nbcnews.com in
drugi). V raziskavi so postavili gekona na bakreno
povrsino prevleceno s plastjo teflona in PDMS materiala
(guma, ki se jo pogosto uporablja v mikromehanskih
elementih). Ob stiku gekona s povrsino so zaznali (izmerili)
precejSen tok, s pomocjo katerega so ugotavljali
naelektrenost gekonovih nog. Struktura gekonovih nog je
zelo zanimiva (glej sliko), saj je sestavljena iz velikega

Stevila zelo tankih (nanometrskih) dlacic, ki naj bi
omogocale zelo dober oprijem s tlemi. 1zadi s sodelavci pravi, da jim te dlacice ob stiku s podlago omogocajo
precejsnjo izmenjavo elektricnega naboja, ki je posledica naelektritve ob kontaktu. Pri tem se gekonove dlacice
naelektrijo moc¢no pozitivno, plast teflona pa negativno. V prevodni plasti pod teflonom ob tem pride do
elektrostaticne indukcije; naboj se prerazporedi tako, da je zgornja prevodna plast pozitivno naelektrena,
spodnja pa negativno. Ce prevodno plast priklju¢imo na merilnik toka (drugi kontakt ozemljimo), stece skozi
ampermeter negativen naboj (elektroni), kar zaznamo kot tok. lzmerjena gostota naboja je bila 1,6 mC/m? na
teflonski podlagi in 1,3 mC/m? na PDMS podlagi (glej sliko).

uapugged aouedo pu

XU X1 om

potymer i film R[

b h
b

cpper shert A

— — i

[T — — —
Tefion AF FDMS S
Figure 2, (0 Bebose conmact of o nune-spatida—at the Bp ol 4 %3 ol 4 oo 10e pud—wil the pebrmer Sun Bin, bol e spatuds and (he thin B were
decrically revmal (3) As The 00 934 came 100 Consact with T polpmy thin flm decok Changes sapantod detwoen e rano-spatals 208 the thin i D
101, which was formed af the contact nterface, indced certam edecirk charges m the baddeg mpper sheet, which wn gounded through @ slecxometer
il Bectrx harges Ot separeted wpon confact penetiated up 00 @ depth of o, aod (, into the pelyrer hin B and e ontactsd nano-spatula, mspectively
D8 e xtial segaction Getance (appoo, O3 nend [7.27) between the tano-patuls and Dhe 1hin Sim | Sartace chaege demitien meariend T alter coemiact of
gecha tow podk with Teflan AF and PINS. (Oslire woruse n coloer)

S tem zagotovo raziskav plezalnih sposobnosti gekona Se ni konec. Tudi avtorji sami ugotavljajo, da zagotovo na
plezalne sposobnosti vplivajo tudi druge sile, predvsem van der Wallsove in kapilarne sile, kot so tudi domnevali
Ze drugi raziskovalci.
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Dodatno:

» Zanimivo je, da so raziskovalci na osnovi opravljenih
raziskav uspesno izdelali in preiskusili Ze kar nekaj
materialov, ki naj bi posnemali mehanizme, ki jih
uporablja pri plezanju gekon (Menon et al., 2004).

v

Podobne raziskave izvaja tudi ameriska vojaska
raziskovalna agencija DARPA
(http://www.darpa.mil/program/z-man ).

Izadi H, Stewart K M E and Penlidis A 2014 Role of contact —
electrification and electrostatic interactions in gecko adhesion

Role of contact electrification and electrostatic interactions in

gecko adhesion J. R. Soc. Interface 11 2014.

» Zelo moderne so raziskave na podrocju »Zetja energije«
(ang. energy harvesting) s pomocjo triboelektricnega
pojava. Potrebno je poiskati dva materiala, ki se zelo
razlicno elektrita; enega, ki rad sprejema elektrone in se posledi¢no naelektri negativno in enega, ki rad
oddaja elektrone in se torej naelektri pozitivno. Ta dva materiala prevlecemo s prevodnikom in pritisnemo
skupaj. Ob trenju se bolj ali manj elektrita, kar pa se odraza tudi v prevleki iz prevodnega materiala, v kateri
se inducira naboj nasprotnega predznaka. Pojav elektrostati¢ne indukcije sicer obravnavamo v poglavju 10
— Prevodnik v polju. Gre pa za to, da se v prevodniku inducira naboj nasprotnega predznaka kot je v
triboelektricnem materialu. Vec€ kot je naboja v triboelektricnem materialu, vec se ga tudi inducira v
prevodniku. Od kod pride ta naboj? Izmenjuje se preko bremena, prikljuéenega med dvema prevodnima
kontaktoma. Ce triboelektri¢na materiala stiskamo oz. upogibamo, se bolj ali manj elektrita, posledi¢no se
vec ali manj inducira naboja na prevodnih elektrodah in s tem tece vec ali manj toka skozi breme. Ena od
moznih materialov sta poliester PET in kapton. Vec v ¢lanku »Triboelectric Nanogenerator: A Foundation of
the Energy for the New Era » objavljenem v Advanced Energy materials leta 2018:
https://www.onlinelibrary.wiley.com/doi/full/10.1002/aenm.201802906 .
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Slika: Nekaj primerov eksperimentalnih triboelektricnih nanogeneratorskih naprav: a) zajemanje
energije s pritiskanjem, b) izkori$¢anje vetra za triboelektrenje, c) triboelektrika z drsenjem, d) uporaba
oscilacije vode, e) tkanina za triboelektriko, f) transparenten tribogenerator za sledilno ploscico
(touchpad), h) vodni tribogenerator, i) izkoris¢anje tribogeneracije ob rotaciji, j) tribo-vioZzek za v
Cevlje, k) izkoriscanje tribogeneracije z drsenjem, |) izkoriscanje rotacijske energije. Vir: Z. L. Wang,
»Triboelectric nanogenerators as new energy technology and self-powered sensors — Principles,

problems and perspectives«, Faraday Discussions, 2014.
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5. Koordinatni sistemi

Vsebina: kartezicni, valjni (cilindri¢ni) in krogelni (sfericni) koordinatni sistem. Tocka v koordinatnem

sistemu. Diferencialni elementi v koordinatnih sistemih.

Zakaj uporabljati vec koordinatnih sistemov (KS), ¢e nam je kartezi¢ni koordinatni sistem (KKS) najbolj
poznan in najbolj razumljiv? Odgovor je preprost: zato, ker je v dolocenih primerih izra¢un mnogo
bolj preprost z izbiro drugega koordinatnega sistema. Ce je naboj na primer porazdeljen po povrsini
valja, se sama po sebi ponuja kot najbolj primerna izbira za matematicni opis porazdelitve naboja
uporaba valjnega koordinatnega sistema. Ce se naboj nahaja na povrsini krogle, uporabimo krogelni
koordinatni sistem. Itd.

Za koordinatne sisteme, ki jih obravnavamo mi, je znacilno to, da so vse ravnine, ki ga oblikujejo, med
sabo pravokotne. Takim koordinatnim sistemom re¢emo ortogonalni.

KARTEZICNI KOORDINATNI SISTEM

Tocko v kartezicne koordinatnem sistemu (KKS) dolo¢imo s presekom treh ravnin. V KKS so to tri

ravnine:
X= X1
y=y,.
1=1,

Koordinate v KKS doloca trojcek (x,y,z).

Slika 5-1: Kartezi¢ni koordinatni sistem.
VzdolZ vsake osi lahko dolo¢imo diferencial dolZine. Dobimo ga z limitiranjem (zmanjSevanjem proti
ni¢) majhnega dela dolzine: dl = J\EmoAL .V smeri osi X je to dx, v smeri osi Y je dy in v smeri Z je dz. V
-

splosnem lahko diferencial poti v KKS zapiSemo kot vektor:
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dl =e dx+€,dy+€,dz ali krajse

dl’ = (dx, dy, dz) '

Ce pomnozimo vse tri diferenciale dolzine dobimo majhen — diferencialen volumen zapisan v obliki
dv =dx-dy-dz.

Ploskvice tega diferencialnega volumna imenujemo diferenciali ploskev in so dx-dy, dx-dzin

dy-dz . Pogosto jim bomo dodali Se smer, ki bo pravokotna na povrsino. To imenujemo smer

normale na povrsino. Kvadratku povrsine dx-dy bi torej pripisali smer osi Z. Velja torej:

d Ax = éx dy . dZ
dﬂy = éy dX : dZ
dA, =e,dx-dy
1
E E_ .-
o -
<« E

s I,

Slika 5-2: Smer normale je pravokotna na povrsino telesa.

VALINI (CILINDRIENI) KOORDINATNI SISTEM

Tocka je v valjnem koordinatnem sistemu (CKS) dolocena s presekom treh ravnin:

r=r
=0
=1,

Prva ravnina je plas¢ valja, druga je polravnina okoli Z osi, ki jo doloca kot ¢, tretja pa ravnina z eno
vrednostjo koordinate Z. Koordinate v CKS sestavlja torej trojéek (r, o, z) .

Diferencial poti je

dl =€ dr+€,rdp+e,dz.
Diferenciali povrsine so

dR =g rde-dz,

dA, =€, dr-dz,

dA =€, rde-dr.
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Koordinatni sistemi

Pogosto je potrebno upostevati le funkcijske spremembe v smeri osi R (rotacijska simetrija), V tem

primeru je diferencial v smeri osi Z dologen z dA, = 2ardr

Diferencial volumna je

dV =drrdedz.
__A
r=r, " | >\
\ A
B ——
|y,
re -\_I
% U
N
/ @
X

%O,

Slika 5-3: Valjni koordinatni sistem. Desno smeri enotskih vektorjev.

Primer dolocitve plos¢ine diska:

Doloc¢imo ploscino diska z notranjim polmerom 1 cm in zunanjim polmerom 6 cm.

Izra¢un: Vzamemo diferencial povrsine, ki kaze v smeri osi Z in zapiSemo dvojni integral

2n 6cm 6cm 2 |6cm

A=J‘dAZ =I I rdrd(p=27rf rdr=2n% =n[(6cm)2—(lcm)2}=35n cm®

0 1lcm lcm 1cm

Primer dolocitve naboja na povrsini plasca valja::

Po povrsini plasc¢a valja viSine 2 m in polmera 5 cm se spreminja povrsinska gostota naboja z izrazom

o =sin (%j 1C/m® . Dolo&imo naboj na plagéu valja.

lzracun: Uporabimo  zvezo Q= JO‘dA, kar v nadem
A
2n2m 2n
Q= _[ I Sin(ﬂj uC/m®-r-de-dz=5cm- —cos(fji pC/m-2m=
00 2 2 0
0,1-4 uC=0,4nC

primeru

pomeni
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Koordinatni sistemi a

KROGELNI (SFERICNI) KOORDINATNI SISTEM

Tocka je v krogelnem koordinatnem sistemu (SKS) dolo¢ena s presekom treh ravnin

r=r
9=39
=0

Prva ravnina je plas¢ krogle, druga je povrsina stozca (kjer je & (theta) kot od osi Z navzdol), tretja pa
polravnina znana iz CKS. Koordinate v SKS sestavlja torej troj¢ek (r, 3, @) .

Diferencial poti je

dl =6, dr+€,rd9+€,rsin(9)de.
Diferenciali povrsin so

dA =g r?sin($)dgde,

dA, =g, rsin(9)dedr,

dA(p =é¢,rdrdl9.

Pogosto je potrebno upostevati le funkcijske spremembe v smeri radija (rotacijska simetrija). V tem

primeru je diferencial v smeri radija dolo¢en z dA, = 4nrdr

Diferencial volumna je

dV =r?sin($drd 9de ..

TA
0/
< | =
0=0,
=
r=r

¥
— >
.‘V

0=

Slika 5-4: Krogelni koordinatni sistem.
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Koordinatni sistemi

r
3

Primer dolocitve volumna krogle:

V= T” rsin(9)drd 9deg = —| -(—cos(9))

0

Doloc¢imo volumen krogle polmera R.

2 3R

4

lzratun: Vzamemo diferencial volumna krogle dV = r’sin(9)drd$d¢ in ga integriramo

47R?
3

Povzetek diferencialov poti, povrsine in volumnov za kartezicni, valjni in krogelni koordinatni

sistem:

Kartezi¢ni k.s.

Cilindri¢ni k.s.

Sferiéni k.s.

dl | dx, dy, dz

dr,rdg,dz

dr,rd3,rsin 9de

dA | dx.dy, dx.dz, dy.dz

rdedz, drdz, rdedz

rd gdr, rsin 9drde, r’sin 9d 9de

dV | dx.dy.dz

rdrdedz

r?sin 9drd 9de

= i@ Tudi pri GPS signalih se uporabljajo ustrezni koordinatni sistemi. Vec:

http://www.navigator.si/povezave/koordinatni_sistemi.htm

Kartezi¢ni kordinatni sistem: http://en.wikipedia.org/wiki/Cartesian coordinate system

Polarni koordinatni sistem: http://en.wikipedia.org/wiki/Polar coordinate system
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Elektricna poljska jakost porazdeljenih nabojev

6. Elektricna poljska jakost
porazdeljenih nabojev

Vsebina: polje tockastega naboja, dela celotnega naboja in polje porazdeljenih nabojev. lzrazi za izracun polja

v okolici premega naboja, naelektrene daljice, enakomerno naelektrenega obroca, diska in ravnine.

POLJE TOCKASTEGA NABOJA

Spoznali smo Ze definicijo elektricne poljske jakosti (str. 33) ter enacbo za izracun polja v okolici

osamljenega tockastega naboja (F je vektor od tocke, kjer se nahaja naboj Q, do tocke, kjer

dolo¢amo polje):

E= €, Q 5| Polje totkastega naboja (6.1)
4ng,r
A E
R T A
N /
<« - > >
X

SLIka 6-1: Polje tockastega naboja: levo prikaz polja v prostoru 7 vektorji, desno: porazdelitev polja vzdolZ osi

Nadalje smo ugotovili, da je Stevilo preseikov ali primanjkljajev
osnovnih nabojev (elektronov) na telesih pogosto zelo veliko, kar
pomeni, da se Ze ob manjSem drgnjenju dveh teles prenese med
telesi milijone in milijone elektronov. Da bi izracunali elektri¢no
poljsko jakost, ki jo povzrocajo ti naboji, bi potrebovali mnogo
racunanja, da bi z upostevanjem superpozicije lahko izracunali
prispevek polja vsakega naboja posebej in vplive sesteli. Tak nacin
racunanja bi bil zelo zamuden in neprakticen, ceprav v pedagoske
namene lahko uporabljamo tudi tak postopek. Tak nacin
izraCunavanj se pogosto uporablja tudi v raziskavah osnovnih
delcev, kjer pa se uposteva tudi lastnosti trkanja delcev.

Zato potrebujemo nacin za izracun polja velike mnoZine nabojev, ki

™\
/"

o

Primer izracuna in prikazovanja sil
med naboji s programom JaCoB.

jih predstavimo z gostoto njihove porazdelitve: ta je lahko volumska, povrSinska ali linijska.
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POLJE PORAZDELJENIH NABOJEV

Ustrezen izraz za izracun elektri¢ne poljske jakosti porazdeljenih nabojev dobimo tako, da izhajamo iz

polja tockastega naboja E= €, in trdimo, da bo enacba ustrezna tudi za izracun polja, ki ga

2
4ng,r

povzro€a neka mala mnoZina naboja AQ, ki se nahaja na majhnem prostoru (majhnem v primerjavi z

_ A
razdaljor): AE =§€, —Q2 .
Ang,r

Teoreti¢no lahko s seStevanjem prispevkov posameznih delov celotnega naboja (superpozicijo)
izracunamo elektri¢no poljsko jakost za poljubno porazdelitev naboja (Slika 6-2):

n 2
, 4ng,

E=) 4E =) ¢ AQ (6.2)

Ta nacin je primeren za numericno integracijo, ki se je posluzimo v primerih, ko problem ni analiticno
redljiv’.

Slika 6-2: lzracun polja v tocki T. Levo:AQ povzroca v toc¢ki T polje AE. Desno: seStevanje posameznih
prispevkov naboja.

Analiti¢no resitev dobimo tako, da s procesom limitiranja diferenénih vrednosti dobimo izraz za
diferencial polja, ki ga povzroca diferencial naboja (Slika 6-3):

dE - ér d—Q2
Arg,re |

(6.3)

Vpliv vseh delnih vrednosti oz. diferencialov naboja seStejemo s superpozicijo, ki v zveznem prostoru
predstavlja integracijo:

E= d—ng
4ng,r

-

Izraz za izracun polja porazdeljenih nabojev (6.4)
po vseh

Q-jih

*V praksi imamo na razpolago e nekaj drugih moZnih nadinov re$evanja, ki jih bomo omenili v nadaljevanju.
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/ G -//
/ /
p- /

A v

40 7

i

Slika 6-3: Diferencial naboja (dQ) v toc¢ki T povzroéa diferencial polja dE. Za izracun elektri¢ne poljske
jakosti, ki jo povzroca celoten naboj, integriramo prispevke naboja po vsem prostoru. (r je razdalja od dQ-ja
do toc¢ke v kateri racunamo polje.)

POSTOPEK ZA DOLOCITEV POLJA PORAZDELJENIH NABOJEV

Zapisimo postopek, po katerem dolo¢imo elektricno poljsko jakost za porazdeljene naboje z uporabo

dQ

enatbe E = 2 =€, kier je r vektor od mesta diferenciala naboja dQ do mesta, kjer
el

po vseh
Q-jih

racunamo elektri¢no poljsko jakost; e je enotski vektor vektorja r (Slika 6-3).

Naelektreno strukturo umestimo v ustrezen koordinatni sistem. Ce bo struktura, na kateri se nahaja
naboj, v obliki Zice, bo najbolj primerna uporaba cilindricnega koordinatnega sistema, ¢e bo naboj v
volumnu krogle, bo primeren sferi¢ni KS., itd.

Naboji, ki povzroc¢ajo polje so porazdeljeni po volumnu, povrsini ali liniji. V tem smislu bo diferencial
volumna/povrsine/linije na katerem se nahajajo naboji enak dV/dA/dl. Ustreznega dolo¢imo glede na
izbran koordinatni sistem v skladu s sledeco tabelo:

Karteziéni k.s. Cilindri¢ni k.s. Sferi¢ni k.s.
dl | dx, dy, dz dr,rdg,dz dr,rd,rsin 9de
dA | dx.dy, dx.dz, dy.dz | rdedz, drdz, rdedz | rdgdr, rsinddrde, r?sin 9d9de
dVv | dx.dy.dz rdrdedz r?sin 9drd 9de

Glede na izbran koordinatni sistem in porazdelitev naboja dolo¢imo ustrezen diferencial naboja. Ce je
naboj porazdeljen po volumnu uporabimo dQ = pdV , ¢e je po povrsini dQ = odA in e je po liniji
dQ = qdl . Na primer, &e se naboj nahaja vzdol? palice, postavljene na osi X, bo dl =dX indQ = qdx .
Ce se naboj nahaja na povriini valja, bo potrebno uporabiti izraz dQ = odA, pri €éemer bo pri izbiri
valjnega koordinatnega sistema dA = rdedz, itd.

Na neko poljubno mesto na naelektrenem telesu postavimo diferencial naboja. Nato dolo¢imo vektor
r od mesta diferenciala naboja dQ do tocke v kateri Zelimo izraunati polje. (Pogosto je ta del Se
najbolj zahteven in terja nekaj geometrijskega znanja). Obic¢ajno ga dolo¢imo kot razliko vektorja, ki iz

izhodis¢a doloca tocko T in vektorja, ki iz izhodi$¢a kaZze na mesto, kjer se nahaja diferencial naboja
daQ.

Zapisemo diferencial polja dE = €, > in vstavimo predhodno dolo¢ena dQin r.

4ne,r

Diferencial polja integriramo, pri ¢emer moramo doloditi Se meje integracije. Meje integracije so
dolocene s koordinatami, ki zajamejo celoten naboj.
ResSimo integral in v reSitev vstavimo vrednosti mej integracije.

V nadaljevanju bomo po zgornjem postopku dolocili polje v okolici naelektrene ravnine, premice,
obroca, naelektrenega diska in ravnine.
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Primer izracuna elektricne poljske jakosti v okolici tanke enakomerno naelektrene palice:

Doloc¢imo elektricno poljsko jakost h = 5 cm stran od sredine enakomerno naelektrene tanke palice
dolZine I = 10 cm. Na palici je enakomerno porazdeljen naboj Q = 2 uC.

Izracun: Postopamo po postopku opisanem na strani 52:

1. Palico postavimo v koordinatni sistem. Primeren je valjni koordinatni sistem. Naj bo sredina
palice v sredis€u k.s. in Z os usmerjena vzdolzZ palice. Tocka T, v kateri Zelimo izracunati polje, je
od sredisca k.s. oddaljena za razdaljo r.

Glede na izbran koordinatni sistem je d/ = dz.

2. Doloc¢imo dQ, ki je v naSem primeru, ker gre za Z
linijsko porazdelitev naboja, enak
dQ=q-dl=q-dz.

3. Postavimo dQ na neko poljubno mesto na palici,
oddaljeno od izhodisca za z. Od dQ do tocke, kjer
iS¢emo vrednost polja, nariSemo vektor R in ga /

izrazimo s koordinatami:R=+/z*+r°. (Pozor:
glede na opis postopka na strani 52 smo
spremenljivko r spremenili v veliki R, saj smo z
malim r oznacili razdaljo od sredine k.s. do tocke
T.)

4. Sedaj diferencial polja v tocki zapiSemo v obliki

dE = dQ - g.dz

4ng,R*  4ne, (22 + r2)

. dE moramo v principu

zapisati v obliki vektorja, saj se vektor (tako velikost kot smer) elektricne poljske  q¢)
jakosti spreminja za razlicne lege dQ-ja, kar pomeni, da jih moramo seStevati
vektorsko. Da bi se temu izognili, lahko uposStevamo, da dQ na zrcalni strani Z

dE

osi povzroca polje, ki je v iskani tocki usmerjeno tako, da vsota kaze v smeri )’

radija (glej skico desno)). To pomeni, da se komponente v smeri osi z izniijo in
zadostuje  seStevati le komponente polja, ki so usmerjene v smer radija:
r
dE, =dE-cos(a) =dE - ——. (6.5)
2 +r°

172

q.0z r
2 2
7,,2471280(2 +r ) 22+r2

5. Sestevek prispevkov naredimo z integracijo (po z-ju!): Er=J.dEr =

.- qr 12 dz

r— 3/2
dne, 4/2(22 + I’2)

(6.6)

Resitev integrala (glej naslednjo stran) in vstavitev zgornje in spodnje meje da konéni rezultat:

112

E = qr z q2l/2 ql

" Angy| 2 (2% + rz)u2 . Ang,raJ(1/2)2 +1%  dmgyra(1/2)* +r2

(6.7)

Na koncu le e v enacbo (6.7) vstavimo vhodne podatke, pri ¢emer q=Q /| =20 puC/m.Dobimo

E, =2,54-10° V/Im.
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* MATEMATICNI PRIROCNIK

Pri racunanju integralov naletimo na take, ki jih ne znamo resiti na pamet. V teh primerih, in tudi v pomoc pri
drugih matemati¢nih problemih, se posluZimo matematicnih prirocnikov. Pri nas je Se najbolj v veljavi uporaba
matemati¢nega priro¢nika Bronstejn (Tehniska zalozba Slovenije), ki je doZivel Ze vrsto ponatisov. Ce na primer

v v v . T . .. . .
iScemo resitev integrala fmdr, moramo iskati integrale z osnovo X = x2 + a?. Iskanju ustreza oblika
integrala fi ki ima regitev — — torej v naSem konkretnem primeru f;dr =——1 _

\/FI X (T2+ZZ)3/2 (T2+ZZ)1/2 :

Vedno bolj pa se za izracunavanje integralov in odvodov uporabljajo tudi programska orodja kot npr. Wolfram
Mathematica. Licenco za uporabo tega programa lahko pridobijo tudi $tudenti FE (https://www.fe.uni-

li.si/studenti/programska oprema/) . Obstajajo pa tudi Ze »on-line« spletna orodja, ki omogo¢ajo tovrstne

izracune, npr. www.mathportal.org (ki verjetno v »ozadju« poganjajo program Mathematica).

PULLIEINY

MATHP@RTAL

__I.__ Palynomial Catculators lntegrnl calculator

\
we— Ratonal Expressions
Thes 2 a calculator which compales the defintie and indefnile integralz (anfidarvative) of a funchon wih rex

x [y
T

v Radcal Expressions

Aeaul

- * 1
? Solving Equatiany / . | I
LA Vel

(2% + -l’)‘:

_" Quadratic Equation

O Plane Geometty
-~
e d

Complex Numbers

Intagral Calculator

- “a Sysiema of equations

Live preview _—

= = +| Vactors and Matrices (22 + o?)*

h LR, X Irput functica: ¥ XNX*242*2)M(32)
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ELEKTRICNA POLJSKA JAKOST ENAKOMERNO NAELEKTRENE TANKE PALICE — PREMI NABOJ

Zanimivo je pogledati, kolikSno polje dobimo, ¢e je naelektrena palica neskon¢no dolga. V tem
primeru moramo meje integracije iz prejSnjega izracuna (en. (6.6)) postaviti v + in — neskoncnost oz.
limitirati razdaljo / v enacbi (6.7) proti neskoncnosti. Dobimo

g=-_9" 2 __e/z 9 (6.8)
" e, r2(22+r2)3/2 dre,r(1/2) 2me,r

—o0

Dobimo izredno pomemben rezultat, to je, da polje z razdaljo od tanke, neskoncne, naelektrene
palice upada z 1/r. (Vemo Ze, da polje v okolici tockaste elektrine upada s kvadratom razdalje.)

Neskoncno dolgo in tanko naelektreno palico lahko smatramo kot naelektreno premico, zato taki
strukturi tudi reCemo premi naboj (prema elektrina). Zapisimo polje premega naboja Se enkrat,
tokrat v vektorski obliki:

EAq

= 21E,r | POLJE V OKOLICI PREMEGA NABOJA (6.9)
| ot
| N "
| £
12 «— ([. —>
! o E > \7

Slika 6-4: Trije razli¢ni nacini prikaza polja v okolici premega naboja. Desno primerjava med spremembo
velikosti polja z oddaljenostjo od premega naboja (Eq) in tockastega naboja (Eq).

Dolocitev smeri elektricne poljske jakosti naelektrene premice je odvisna od izbire in postavitve
premice v koordinatni sistem. Primer prikazuje spodnja slika (Slika 6-5).

g

g _E(T)=6,E=—1"
v 2ne,Z,

E(T,)=6E=——

2ng X,

Slika 6-5: Primer doloéitve smeri polja naelektrene premice glede na umestitev v koordinatni sistem.
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POLJE ENAKOMERNO NAELEKTRENE DALIJICE

Izhajamo lahko iz resSitve za polje v okolici premega naboja (enacba (6.6)) in namesto sredinske
umestitve dolo¢imo razdalji od koordinatnega izhodi$¢a do levega roba z /1 in do desnega roba z /,.

-

L]~
: u_}\\
Al \\\ | ‘1
. — T p——TT \
. N\ —_— )
0 ! - —&
| ———
e /
N
N ED
-1, /

Slika 6-6: Polje v okolici enakomerno naelektrene daljice.

Radialno komponento polja dobimo z resitvijo integrala

I,
= dz __, kije (6.10)
angy 5 (2% + 1)
I,
g=_d z g L h (6.11)

r— 1/2
ango | r? (28 +1%)

Tanet | JL) At U Ar )
L Amer () @)
Enostavnejso obliko tega zapisa dobimo, ¢e uporabimo izraz za kosinusa notranjih kotov (glej sliko):

-9

Ame,r

(cos(er,) +cos(er,)). (6.12)

r

Na podoben nacin bi lahko dolodili Se Z komponento polja, kjer bo

|
. Z ) 2 g.dz z
dE, =dE -sin(¢) =dE- ———=— in E,=|dE, = . (6.13)
22 412 J _'[,1411:(90(22+r2)\/zz+r2
Resitev integrala je (lahko re$imo z vpeljavo nove spremenljivke t =z° +r” ):
g r r q . .
E,= - = sin(a,) —sin(«. (6.14)
47[(90[-(\/'224_'.2 \/|12+er 4n50r( ( 2) ( 1))
Ce zdruzimo radialno in z komponento polja dobimo konéno enacbo:
_ q R . .
E-= o [ & (cos(a) +cos(a,) )+, (sin(ar,) —sin(a,)) | (6.15)
0

* Enacba je v drugi literaturi lahko predstavljena z drugimi koti in je tem smislu spremenjena. Potrebno je torej pravilno

dolocanje kotov ¢, in «, .
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Ker je premi naboj le poseben primer naelektrene daljice, dobimo iz gornje enacbe tudi enacbo za
premi naboj, ko veljaa, =, — 0. Tedaj je cos(0) =1in sin(0) =0. Sledi enacba za premi naboj.

Primerjava velikost polja v okolici naelektrene daljice s poljem naelektrene premice in tockastega
naboja:

. . Gl qg r. . . S FE o _a A
Primerjamo enacbi Edaljica =m[er ((:os(ggl).|-(:()s(052))+eZ (sm(al)_sm(az)ﬂ in Epremi =€r et
0 0
E tocke = € 2 > . Vzemimo za primer naelektreno tanko palico dolzine d = 10 cm z enakomerno
ne,r

porazdeljenim nabojem 2 pC in primerjajmo velikost polja s poljem v okolici premega naboja z enako
gostoto naboja in tockastega naboja z enako velikostjo celotnega naboja.

Primerjava pokaZze, da je velikost polja naelektrene premice in daljice enaka za majhne razdalje od
tanke palice (razdalja dosti manjsa od dolZine palice), da pa je za razdalje, ki so dosti vecje od dolZine
palice bolj primeren priblizek polja tanke palice s poljem tockastega naboja.

Razdalja (cm) E daljice (kV/m) | E premice (kV/m) E tocke (kV/m)
0,1 1797
1 179
2 17 18 45
5 5 7 7
10 3
100 0,36
10" ¢ e - T vy
105, '
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T
1
1
1
1
1
1
1
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1
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T

10°

Ty
ERWRTLILI

10 r r r r rrrrf r r r r rrrrF r r r r rrerer
10° 10° 10" 10’
Razdalja od naelektrene daljice / cm

Slika 6-7: Primerjava med velikostjo polja v oddaljenosti od tanke naelektrene palice (polna zelena érta) in
premega (Crtkana modra érta) ter toc¢kastega naboja (tockasta rdeca ¢érta). 10g-log skala! Polji premega
naboja in naelektrene palice sta primerljivi za majhne razdalje, za vecje pa je polje palice primerljivo polju
tockastega naboja.
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POLJE vV OSI NAELEKTRENEGA OBROCA

V tem primeru uporabimo cilindricni koordinatni sistem in zapiSemo del naboja kot
dQ=qdl=qg-rde. Ce ozna&imo z a polmer obro&a, velja dQ=gadg. Ozna&imo dQ na skici in

potegnemo vektor r od dQ do tocke na Z osi, ki je od sredis¢a obroca oddaljena za razdaljo z. Razdalja

od dQ do to¢ke na Z osije R=+/a’ +z°.

g ali Q
/

Slika 6-8: Prikazi za izracun polja v 0si enakomerno naelektrenega obroca.

Ugotovimo, da se pri seStevanju prispevkov dQ-jev ohranjajo le komponente polja v smeri osi Z (Slika
6-8, desno), kar pomeni, da moramo dolociti le prispevek te komponente in ga integrirati. PiSemo

dE, =dE-cos(a)=dE-% in dE = dQ ) (6.16)

4ng,R?
__dQ 'z _ qazde
" 4ns,R® R Ang, (a2 + 22)

Sedaj ugotovimo, da integriramo po kotu in da nobena od spremenljivk v enachi ni funkcija kota, od

32 (6.17)

koder sledi:
2n 2n
azd az az
E,= J dE, = : 5 (pz 32 qz 32 jd(pz (j 1312 (6.18)
00 Qi 0 4ngo(a +7 ) 4ngo(a +7 ) 0 Zgo(a tz )

ZapiSimo ta rezultat Se v vektorski obliki:

- qaz )

E=¢ 5 22| POLJEV OSINAELEKTRENEGA OBROCA (6.19)

2¢,(a°+2%)

100 - - L T L i

Slika 6-9: Polje v osi naelektrenega obroca.
Polmer obroca je 2 cm, na njem je enakomerno
(linijsko) porazdeljen naboj 0,1 nC.

Elektricna poljska jakost / V/m

r

0 - r r - 3
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

Razdalia / m
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POLJE V OSI NAELEKTRENEGA DISKA
Polje v osi naelektrenega diska izratunamo na podoben nacin kot za druge strukture. Disk umestimo
v cilindri¢ni koordinatni sistem in uporabimo zapis naboja s povrsinsko gostoto naboja dQ =ocdA. dA
je diferencial povrSine, ki ga dolo¢imo iz poznavanja diferencialnih povrsin v cilindriécnem
koordinatnem sistemu (tabela na strani 52) . Uporabimo dA=dr-rde, torej dQ=ordrde.
Skiciramo disk v cilindricnem koordinatnem sistemu, postavimo dQ na neko poljubno razdaljo r od
srediS¢a diska, razdaljo od dQ do tocke T, kjer racunamo polje in je za razdaljo z

Z
oddaljena od sredi¢a diska, pa oznac¢imo z R. Velja R? =r? +z%. Nariemo dE v
d o
tocki T in ga zapisemo v obliki dE = Q > . Nadalje ugotovimo, da se radialne (V\J
&y
komponente polja odstevajo, sestevajo pa se prispevki polja v smeri osi Z. V tem z ~"-.,|R

smislu zapiSemo diferencial komponente polja v smeri osi Z, pri ¢emer je kot §
kot med vektorjem dE in Z osjo:
z dQ z arzdrd(p

dE, =dE-coso =dE-—= -
R 4ng,R> R 4mgR

Z dvojno integracijo — po radiju in po kotu - dobimo:

27

t ol t r oz ozl 1
= drdg = 2n dr=—(-(r*+z2)™"?) =—| = ———
! -([41t50(r +2%)%? 4 4ne, j (r’ +z%)* 250( ( ) )0 2¢,\ z 2452

0

Nekoliko Se lahko spremenimo obliko enacbe in dobimo

E, =i(1—;j =2 (1-cos(5)).- (6.20)
0 o

2¢, Ja’+7°

Polje v osi naelektrenega diska dolo&imo torej iz enacbe”:

= - O z -~ O
E=e, 1-——|=e;—(1—cos(0)); zaz>O0. 6.21
250( \/a2+zzJ 250( @) ( )

Polje naelektrenega diska je najvecje 15000 L i L i L i L i i

na povrsini in upada z razdaljo,

medtem ko je polje obroca priz =0

enako nic (Slika 6-10). V oddaljenosti

je velikost polja podobna. 10000

Slika 6-10: Primerjava polj vzdoli 0si Z
naelektrenega obroca (Crtkana zelena 5000
¢rta) in naelektrenega diska (polna modra

érta).

Elektricna poljska jakost / V/m

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45
Razdalja vzdolz Zosi / m

* Enacba velja za pozitivne z-je. Za negativne je potrebno spremeniti predznak polja, saj to kaze v smeri negativne Z osi (za

= - O z Z
pozitivni naboj na disku). Bolj splo$na oblika je torej E =€, —| — — ——=
26, |2| JRZ+722
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POLJE NAELEKTRENE RAVNINE

Naelektrena ravnina je le poseben primer naelektrenega diska. Enacbo za polje v okolici (neskonéne)
ravnine dobimo iz enacébe (6.21) za primer, ko gre radij diska v neskon&nost oziroma, ko gre 6 — /2.
Tedaj je

= - O

e | POLJE NAELEKTRENE RAVNINE (velja za z > 0) (6.22)
0

To je pomemben rezultat in kaze, da je polje v okolici
naelektrene ravnine neodvisno od viSine nad ravnino.
Neskoncne ravne povrsine seveda ni, lahko pa je to dober
koncept v mnogih poenostavljenih primerih. Uporabili ga
bomo tudi pri izracunu polja v plos¢nem kondenzatorju, kjer je
ena plosc¢a naelektrena s pozitivnim, druga pa z negativnim
nabojem. Polje znotraj plosc¢nega kondenzatorja bo torej
ocitno vsota prispevkov vsake posamezne plosce.

Enacba, ki smo jo izpeljali, velja za pozitivne z-je. Za negativne

z-je je potrebno prEdznak spremeniti, torej Slika A-11- Pnlie naelektrene ravnine
— - O
E=-e; o |zaz<0. (6.23)
&y

Primer izraduna polja med ravnima naelektrenima plos¢ama’:
Ravni plos¢i sta naelektreni z nabojema Q==x20pC.
Dolo¢imo elektricno poljsko jakost med ploS¢ama, ce je
povrsina ene plos¢e 20 cm?.

Izradun: Kot smo Ze omenili, je polje med plos¢ama vsota

prispevkov vsake plosce, torej

- - o - |0 - o

E=ex +6x| |=ex—, kjer je 0'=2=1078C/m.
2¢, 2¢, & A

Dobimo E =1,23kV/m ey .

* Velja opozoriti, da v kolikor sta naelektreni plo3¢i prevodni, se v resnici ve¢ nabojev nabere na robovih plo3¢ (sjaj se plusi med seboj »ne
marajo« in enako velja za minuse). |z tega sledi, da bo poenostavljen izracun dokaj natancen (in Se to predvsem bolj v sredini med
plos¢ama) predvsem v primeru, ko sta plosci precej skupaj v primerjavi z njenimi dimenzijami.
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PRIMERJAVA POTEKOV POLJA

1. PRIMERJAVA MED POLJEM TOCKASTEGA NABOJA IN NAELEKTRENEGA OBROCA
pokaZe, da je potek polja popolnoma razliéen v blizini naelektrenih struktur, saj polje tockastega

naboja naraséa s pribliZevanjem naboju proti neskoncnosti, v sredis¢u naelektrenega obroca pa je

polje enako nic¢. V vecji oddaljenosti od obroca oziroma tockastega naboja pa sta ti polji vedno bolj

podobni.
X 104
9 T T T T T T T
—— TOCKASTI NABOJ
8H —— NAELEKTREN OBROC |7

Elektricna poljska jakost /  V/m

0
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

Razdalja/ m

Elektricna poljska jakost /  V/m

16

14

c

c

—— TOCKASTI NABOJ
—— NAELEKTREN OBROC ||

2
0.08

0.09

0.1

011 012 013 0.14 015 0.16
Razdalja/ m

Slika 6-12: Primerjava med poljem v oddaljenosti od tockastega naboja in v osi naelektrenega obroéa. Oba

imata enako velik naboj (0,1 nc, polmer prstana je 2 cm). Levo: polje v bliZini obroca. Desno: polje v

oddaljenosti od obroca. V oddaljenosti od obroca postane izraz E

I gaz

-6 — V=
' 2¢,(a% +12%)

€

r

—zenakovreden izrazu

Are,r

372 » V blilini obroca (razdalja manjsa od nekaj polmerov obroca) pa je razlika velika

(polja naelektrenega obroca na sliki levo ne vidimo, ker je bistveno manjsi od polja tockastega naboja).

2. PRIMERJAVA MED POLJEM TOCKASTEGA IN PREMEGA NABOJA

pokaZe, da polje tockastega naboja mnogo hitreje (s kvadratom razdalje) upada z razdaljo kot polje

premega naboja (1/r).

X 105

4¢ T T T T T

13

3

— TOCKASTI NABOJ

3.5]] — PREMINABOJ

1

Elektricna poljska jakost / V/m
[ [N
[ ]

—_— "

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 O.
Razdalja / m

03 0.035 0.04

Slika 6-13: primerjava med
poljem tockastega (modra crta)
in premega naboja (zelena crta).
Polje tockastega naboja upada s
kvadratom razdalje (1/r?), polje

premega pa z razdaljo (1/r).

© D.K., 2019

61



Elektricna poljska jakost porazdeljenih nabojev E

3. PRIMERJAVA MED POLIEM NAELEKTRENEGA DISKA IN NAELEKTRENE RAVNINE

V inZenirskem smislu je potrebno vedno poiskati tisto strukturo, ki najbolj primerno opisuje
elektri¢no polje. Na primer, ¢e imamo opravka z enakomerno naelektrenim televizijskim zaslonom in
nas zanima elektriéno polje 1 cm stran od zaslona, je dovolj natanéno, ¢e uposStevamo zaslon kot
neskonéno naelektreno ravnino, ¢e nas zanima polje naelektrenega zaslona 10 ali 15 m stran od
ekrana, pa bi bilo mnogo bolj primerno zaslon smatrati kot tockast naboj, Se bolj pa kot naelektren
disk (ni pa tudi tezko izpeljati eksakten izraz za polje v okolici enakomerno porazdeljenega naboja na
ravni plosci).

30 T T T r r — L
— RAVNINA
— DISK
0.9
£ 25 -
> 0.8
= (]
= 20+ J 2
g < 0.7 \
< 8
s g 06 N\
g 15t ;g \
RN <1
8 ;, 05 \
© @
c 10+ - £ 0.4 \
< 0.3
i1} 5+ i
0.2
0 r r r r r r : \\\
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 01 0'10 0.02 0.04 006 008 01 012 014 016 018 02
Razdalja / m Razdalja / m

Slika 6-14: Primerjava med poljem naelektrenega diska in neskoncéne ravnine 7 enako velikim povrsinskim
nabojem. Polmer diska je 8 cm. Desna slika kaZe razmerje med poljem diska in poljem ravnine. Tik ob
povrsini je izracun ustrezen, na razdalji polmera diska pa je polje diska 38 % polja ravnine.

POVZETEK IZPELJANIH ENACB:

Polje naelektrene premice (premi naboj, prema elektrina):

E=¢ d
2me,r

Polje naelektrene daljice: (poloZene vzdolzZ Z osi) (glej sliko za razlago kotov):

E= 47390|’ [ € (cos(a) +cos(a,) ) +§, (sin(a,) —sin(a,)) |

Polje v osi naelektrenega obroca (polmer obroda = a):

I gaz

e 2 213/2
2g,(a° +2°)
Polje naelektrene ravnine (normala v smeri osi Z):

.o
E=18 —
2¢,
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7. Gaussov zakon

Vsebina poglavja: silnice polja, gostotne cevke (gostotnice), homogeno in

nehomogeno polje, pretok elektricnega polja, Gaussov zakon.

V tem poglavju bomo spoznali Gaussov zakon v integralni obliki, ki je v
osnovi posledica Coulombovega zakona, torej dejstva, da polje v okolici
tockastega naboja upada s kvadratom razdalje. Da bi razumeli njegov
pomen, se moramo najprej seznaniti s pojmi kot so silnice polja, pretocne

oz. gostotne cevke in elektri¢ni pretok.

SILNICE

Elektri¢no poljsko jakost v prostoru lahko prikazemo z vektorji v prostoru. Ce vektorje poveiemo z
linijami, le te imenujemo silnice polja. Prikaz s silnicami je zelo primeren in pogost nacin prikaza
polja. (Konceptualno jih je vpeljal Michael Faraday, ki jih je imenoval lines of force.) Ker so silnice
usmerjene v smeri polja, bi po silnici potoval naboj, &e bi ga postavili v polje”. Pri tem moramo
predpostaviti, da vstavitev tega naboja v polje ne bi spremenila samega polja, saj bi tak naboj tudi
deloval s silo na tiste naboje, ki ustvarjajo polje v katerem potuje.

silnice

N > s
++ - /- ++M__J/
T

Slika 7-1: Levo prikaz polja v prostoru z vektorji (silnice s tanko ¢rtkano cérto), desno prikaz s silnicami.

PRETOK ELEKTRICNEGA POLJA

Nadalje je potrebno spoznati koncept pretoka elektri¢nega polja skozi ploskev.” /\ / f f/‘
Elektricnemu polju, ki je povsod enako veliko (konstantno) in ima enako smer, f///f/
obi¢ajno reéemo homogeno polje. €e je homogeno polje usmerjeno /

vye . . v. ymogeno polje
pravokotno na ravno ploskev ploséine A, potem je pretok skozi to povrsino homogeno polje

doloéen kot produkt polja in plos¢ine: E-A. (V nekem smislu je pretok polja
povezan s koli¢ino naboja iz katerih izhajajo silnice. Na povrsini naelektrenega

WAL,
telesa se izkaze produkt E - Adirektno sorazmeren mnozini naboja.) 1\ f 7\? /‘ 7\

nehomogeno polje

* Ce bi se hkrati gibalo ve¢ nabojev, bi lahko bila njihova trajektorija gibanja razli¢na od silnic, saj bi tudi med premikajocimi se naboji
delovala dolocena sila.

" Koncept pretoka nekega vektorja skozi dolo¢eno povrsino je splosen pojem, ki se pogosto uporablja za opis dolocenih veli¢in in ga pogosto
imenujemo fluks. V nadaljevanju bomo spoznali novo veli¢ino, gostoto elektri¢nega pretoka, ki jo bomo oznadili s ¢rko D in bo za prazen

prostor enaka & E.

© D.K., 2019 63



Primeri uporabe Gaussovovega zakona

Ce je ravna ploskev postavljena v smeri homogenega polja, je pretok enak ni¢, &e pa je pod doloéenim
kotom, je potrebno upostevati kosinus vmesnega kota, pri cemer je to kot med normalo
(pravokotnico) na povrsino in smerjo elektricnega polja E-A-cos(«). Po
definiciji skalarnega produkta lahko to zvezo zapiSemo tudi s skalarnim
produktom vektorja polja in vektorja povrsine, pri ¢emer je potrebno ponovno
poudariti, da je smer vektorja povrsine dolocena z normalo na povrsino
(smerjo, ki je pravokotna na povrsino).

Pretok homogenega polja skozi poljubno postavljeno ravno povrsino je enak
skalarnemu produktu (vektorja) elektricnega polja in vektorja povrsine (ki ga
doloc¢a normala na povrsino).

@D, = E-A| Pretok homogenega elektricnega polja preko ravne ploskve (7.1)

—>

Tﬁﬁﬂﬁ = -

Slika 7-2: Pretok homogenega elektri¢nega polja skozi ravno ploskev: a) pravokotno ( (De =EA ), b)

vzporedno (@, =0, pod kotom (®, = EACOS ).

Primer izracuna pretoka skozi ravno ploskev:

Dolo¢imo pretok homogenega elektriénega polja velikosti 5 kV/m, ki je usmerjen pod kotom 30° na
normalo ravne povrsine dologene s pravokotnikom dimenzij 3 x 4 m2.

Izracun:

1. nacin: Prikazemo polje v koordinatnem sistemu in zapiSemo vektorja E in A:

E=ecE=-eEsina—e,Ecosa =E(-sina,~cosa,0)

A=-e,A=(0,-10)A

E-A=E(-sina,—cosa,0)(0,-1,0) A= EAcose

2. nacin: Pois¢emo komponento polja, ki je pravokotna na povrsino, to je E, = Ecosa = 4,33kV/m .

Sedaj le Se pomnozimo normalno komponento polja s plos¢ino in dobimo pretok
@, =4,33kV/m-12m* =52-10° V-m.

PRETOK NEHOMOGENEGA POLJA SKOZI NERAVNO POVRSINO

Kaj pa Ce polje ni homogeno in/ali povrsina skozi katero racunamo pretok ni
ravna? Tedaj bomo dobili pravilen izraz za pretok na Ze poznan nacin: najprej
zapisSemo pretok za neko diferen¢no majhno povrsino, na kateri bi homogenost

priblizno veljala, torej za A®, = E-AA. To bi veljalo eksaktno, &e bi AA
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limitirali proti ni¢. V limiti dobimo diferencial pretoka d@, = E -dA, celotni pretok pa je’

(De = j E-dA . Pretok polja za poljubno obliko polja in povrsine (7.2)
A

Pri izraCunu elektricnega pretoka je torej potrebno upostevati skalarni produkt vektorja polja in
vektorja diferenciala povrSine. V smislu skalarnega produkta je torej potrebno upostevati le
komponento polja, ki je v smeri normale na povrsino: E,.. Enacbo (7.2) torej lahko zapisemo tudi v
obliki

@, = j E.-dA. (7.3)
A

Enacba (7.3) z besedami: pretok elektricnega polja skozi poljubno povrsino je enak integralu
normalne komponente elektri¢nega polja po tej povrsini.

PRETOCNE CEVKE ALI GOSTOTNICE

Tudi pretok elektricnega polja lahko ponazorimo na enak nacin kot ponazarjamo silnice polja, le da
sedaj govorimo o gostotnih ali pretoc¢nih cevkah, silnice pa ponazarjajo le stene gostotnih cevk. Vedji
pretok elektri¢nega polja dosezemo, ¢e zajamemo vec pretocnih cevk. V poljubnem preseku gostotne
cevke je enak pretok.

E>AD -
. f ! -

Slika 7-3: Pretok elektri¢nega polja znotraj gostotnic je konstanten (enako velik na poljubnem preseku).

PRETOK POLJA PO CELOTNI (ZAKLJUCENI) POVRSINI

Sedaj pa si poglejmo vrednost tega pretoka po celotni - zaklju€eni povrsini. V¢asih ji reCemo tudi
Gaussova povrsina. To pomeni, da nas zanima pretok polja skozi povrsino krogle ali skozi vseh Sest
stranic kocke ali pac poljubne povrsine, ki v celoti zaobjame dolocen objekt. Pri tem niti ni potrebno,
da rac¢unamo pretok skozi neko povrsino telesa, lahko je to popolnoma namisljeno (abstraktno) telo.
Matematic¢no integracijo po zakljuceni povrsini naznacimo s krogcem v sredini simbola integrala:

Pretok polja skozi zaklju¢eno povrsino = CJ.D E-dA (7.4)
A

* Ponovno velja opozoriti, da je bisten element izraduna pretoka vektorja skozi povrsino uporaba skalarnega produkta dveh
vektorjev. V konkretnem primeru vektorja elektricne poljske jakosti E in vektorja (diferenciala) povrsine, pri cemer je smer

vektorja povrdine doloéena z normalo (pravokotna smer) na povriino: A=¢€epA.
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PRETOK POLJA TOCKASTEGA NABOJA SKOZI ZAMISLIENO POVRSINO KROGLE

Vzemimo kar najpreprostejsi primer, kjer je naboj Q postavljen v sredisce krogelnega koordinatnega
sistema in raCunamo pretok skozi neko zamisljeno povrsino krogle polmera r (hkrati integriramo po
obeh kotih ker med seboj integraciji (funkciji) nista odvisni):

:  (—cos(@) =2

Areyr TE, &

(7.5)

gSE-dA=ﬁ Q ér-érrzsin(g)d9d¢=4Q -

Ugotovimo, da je ta integral sorazmeren naboju, ki se nahaja v sredis¢u namisljene krogle.

Ali je to nakljucje, ali to morda velja za poljubno postavitev naboja znotraj namisljene krogle? Z
razmislekom, da lahko naboj zamaknemo iz sredis¢a koordinatnega sistema, pa se Stevilo pretoc¢nih
cevk, ki »sekajo« povrsino krogle, ne spremeni, lahko ugotovimo, da bo rezultat enak tudi za
poljubno postavitev naboja Q znotraj (namisljene) krogle polmera r (Slika 7-4).

AD,

A,

NNz

AD, AD,

Slika 7-4: Stevilo pretocnih cevk, ki sekajo povr§ino namisljene krogle je enako za poljubno postavitev naboja
znotraj krogle. Enako velja za poljubno obliko povr§ine zakljucenega objekta.

PRETOK POLJA SKOZI ZAKLJUCENO POVRSINO POLJUBNE OBLIKE V KATERI SE NAHAJA

MNOZICA NABOJEV

Nadalje lahko razmislimo, kolikSen je pretok elektri¢nega polja, Ce se v prostoru z zaklju¢eno povrsino
nahaja vec nabojev. Razmislek je podoben kot v prejSnjem primeru. Pomagamo si z veljavnostjo

superpozicije polja (E = El +E,+Es+ ) in zapiSemo:

Z Qi |zn0traj A

gf)E-dA:gS(EﬁEz +Es +...)-d5\=3f> Al-dA+<J') E, A= R, R TR g
A A A A & & 2
| [ 7
s g
% = ’A"‘I L i
NG A s
sy )
Slika 7-5: Pretoéne cevke veé nabojev, ki jih zajamemo 7 namisljeno povrsino krogle N

\
N
l
l

(ali poljubno zakljucéeno povrsino).
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VPLIV NABOJEV ZUNAJ ZAKLJUCENE POVRSINE NA PRETOK POLJA SKOZI NOTRANJOST

POVRSINE

Kaj pa naboji, ki se nahajajo zunaj zaklju¢ene povrsine? Ugotovimo lahko, da sicer elektrine zunaj

zaklju¢ene povrsine povzrocajo polje na povrsini objekta, vendar je pretok polja v objekt enako velik

kot pretok polja iz objekta.

d =b

Slika 7-6: Pretok polja skozi zakljuceno povrsino v kateri ni nabojev je enak nié. Ce se v zunanji okolici

povrsine nahajajo naboji, je pretok polja, ki vstopa v prostor enak pretoku polja, ki izstopa iz tega prostora.

Povzemimo ugotovitve: Pretok elektricne poljske jakost skozi sklenjeno (zaklju¢eno) povrsino je

enak zaobjetemu naboju (algebrajski vsoti nabojev) deljeno z &,. Ta zapis imenujemo Gaussov

zakon.

= A anotrajA
Cﬁ E-dA= ~ .| GAUSSOV ZAKON 7.7)
A 0

1)
2)
3)

4)

5)

Pomen Gaussovega zakona:

Ugotavlja izvornost elektricnega polja. Elektricno polje izvira iz pozitivnih nabojev in se
zakljuéuje (ponira) na negativnih.

Omogoca izracun naboja v dolo¢enem prostoru ob poznavanju elektricnega polja na mejah
tega prostora.

Omogoca izracun elektri€nega polja v primeru simetri¢ne porazdelitve naboja. V tem primeru
namrec polje ni funkcija spremenljivk integracije.

Gaussov zakon smo spoznali v t.i. integralni obliki. Zapisan je namrec€ z integralom in velja po
doloceni povrsini. Poznamo tudi zapis Gaussovega stavka v diferencialni obliki, ki doloc¢a
povezavo med elektricnim poljem in nabojem (gostoto naboja) v tocki v prostoru. Ta zakon je
en od osnovnih zakonov, ki opisujejo naravo elektricnega polja. Gaussov zakon je znan tudi
kot ena od stirih Maxwellovih enacb, ki v celoti opisujejo elektromagnetne pojave.

S pomocjo Gaussovega zakona lahko z uporabo numeri¢nih metod dolo¢imo porazdelitev
elektricnega polja za poljubno obliko porazdelitve naboja v prostoru.

Oglejte si tudi primere vizualizacije gostotonic (silnic) na strani

http://www.vizitsolutions.com/portfolio/catalog/. Opisan je tudi P oy R

nacin izdelave animacij s HTMLS5. (4
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PRIMERI IZRACUNOV Z UPORABO GAUSSOVEGA
ZAKONA

NAELEKTRENA KROGLA

Krogla polmera R ima enakomerno volumsko porazdelitev naboja Q. Dolo¢imo elektricno poljsko
jakost znotraj in zunaj krogle.

Izracun polja znotraj krogle:

Znotraj krogle si zamislimo zaklju¢eno povrsino krogle s polmerom r<R in
zapisemo pretok polja skozi to ploskev. Uporabimo izraz p

CP E-d,&:&, kjer je Qa naboj zajet s povriino krogle polmera r. Ker je
&
A(r) 0

gostota naboja enakomerno porazdeljena, je celoten naboj zajet s kroglo

Anr®

povrsine A(r) kar Q, =pV =p . Polje je zaradi simetriéne porazdelitve

naboja usmerjeno radialno, kar lahko zapisemo v obliki E=§rE(r) in je le funkcija radija. Tudi

diferencial povriine je usmerjen v smeri radija (pravokotno na povriino) in je enak dA=e.dA.

Skalarni produkt E-dA je torej kar enak E-dA. Poleg tega elektri¢no polje ni odvisno od

integracijskih spremenljivk, saj je povsod kjer integriramo (po povrsini krogle) polje enako veliko -

konstantno. Zato E lahko piSemo pred integral in dobimo (I) E-dA=E (_fP dA. Integral dA po
A(r) A(r)

zakljuceni povrsini pa je kar enak tej povrsini (ploscini):

SB E.dA=FEA=E4nr?. (7.8)

A(r)

3
r
Sedaj le $e sestavimo levo in desno stran enacbe E -4nr’ = p-47t€/80 in dobimo

- "

9
2, (7.9)

Na koncu le $e dodamo »nastavek« E =€:E(r) in zapiSemo polje znotraj naelektrene krogle

E:ér pr .
3g,

(7.10)

Ta zveza velja za poljubne radije znotraj krogle, torejza r<R.

Ugotovimo, da znotraj krogle s konstantno volumsko porazdelitvijo gostote naboja polje narasca
linearno z radijem.
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Izradun polja izven krogle (r >R ):

Polje zunaj krogle dobimo na podoben nacin: zamislimo si neko

povrsino krogle pri nekem radijur >R in zapiSemo Gaussov zakon za 4 o

to namisljeno povrsino. Ugotovimo, da bo leva stran enacbe enaka P (

kot v prejsnjem primeru, desna pa se spremeni, saj je potrebno ! "

upostevati, da smo zajeli celotni naboj Zze pri r=R, za r>R pa ni
3

naboja. Torej bo desna stran enacbe kar p-4n?/50, oziroma kar

celoten naboj Q. Dobimo

3

E~4nr2:p-4n%/£0

Ugotovimo, da polje v zunanjosti krogle upada s kvadratom razdalje. In Se ve¢, z upoStevanjem

47R3

lahko zapiSemo polje tudi v obliki E=e kar ni ni¢ drugega kot

enatbe Q=pV =p Ao 2’
0

polje v okolici tockastega naboja. Torej, krogla z enakomerno volumsko gostoto naboja ima v okolici
enako polje, kot ¢e bi bil celoten naboj skoncentriran v centru A

krogle. E(r)

Slika 7-7: Polje v notranjosti in zunanjosti krogle z enakomerno
volumsko gostoto naboja.

NAELEKTRENA VALJA Z ISTO 0SJO = KOAKSIALNI KABEL

Dolo¢imo polje med enakomerno in nasprotnosmerno
naelektrenima neskonénima plas¢ema valjev z linijsko gostoto
naboja. g(r=r) =+qinqg(r=r,) =-q.

Izradun: Zamislimo si nek plas¢ valja polmera r in dolZine | med
notranjim in zunanjim polmerom in zapiSemo Gaussov zakon za ta
namisljen objekt. Podobno kot za naelektreno kroglo, lahko
ugotovimo, da je zaradi simetricne porazdelitve naboja polje
povsod pri radiju r enako veliko in neodvisno od spremenljivk

integracije. Velja
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E-dA=EA=E2arl +0+0.Z dvema ni¢lama smo zapisali pretok skozi stranske povrsine, ker je
A(r)

tam normalna komponenta polja enaka ni¢. Desna stran enacbe Gaussovega zakona je enaka naboju,

Q |
ki ga zaobjamemo z namisljenim valjem. Ta je enaka —=q—_ Z zdruZitvijo leve in desne strani
& &

I
enacbe dobimo E2nrl =q—, od koder sledi E =
& nE,r

. Dobili smo izraz, ki ga Ze poznamo — za polje

premega naboja. Polje med naelektrenima valjema je enako E = et
nE,

Ugotovimo lahko, da pri izracunu polja med plas¢ema valjev nismo A
potrebovali upostevati nabojev na zunanjem plaséu. Njihov vpliv na E
polje znotraj plasca je enak ni¢. Vplivajo pa na polje zunaj valjev (r > (7)
r;), tako, da se prispevek nabojev na notranjem in zunanjem plascu

I —ql
@, 9. 0.

izni¢ita: E2zrl = ‘
& & ~1/r

Slika 7-8: Polje znotraj koaksialnega kabla

NAELEKTRENA RAVNINA

S pomocjo Gaussovega zakona dolo¢imo polje v okolici
naelektrene povrsine. A A A A

IzraCun: ZapiSemo Gaussov stavek skozi namisljeno

kocko, katere polovica je na eni strani ravnine in polovica —
na drugi strani. Skozi stranske povrsSine je pretok enak _|= + + 7

nic, skozi normalni pa je enak ‘

(j)E-dA:EA+ EA=2EA. Desna stran enatbe je
A

. - Q_oA -
sorazmerna zaobjetemu naboju —=— Z zdruZitvijo
& &

o
dobimo E =——, kar je enak izraz, kot smo ga dobili v prejsnjem poglavju.
€o
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* KDO JE PRVI »IZUMIL& GAUSSOV ZAKON

No, glede na ime bi seveda trdili, da Gauss, vendar zgodovina znanosti ugotavlja, da je primer nekoliko bolj
zapleten. Gre za primer ugotavljanja prehoda k dimenzionalnega integrala v k-1 dimenzionalnega. Npr, za
prehod iz integracije funkcije po volumnu v integracijo po povrsini. Ta princip sta uporabljala Ze Lagrange in
Laplace konec 18 stoletja, v doloceni obliki (za tri posebne primere) pa je ta princip pokazal Gauss leta 1813. Ni
pa ga dokazal. To je storil Sele Michael Ostrogradski leta 1826. S teoremom, ki je znan tudi kot divergencni
teorem, se je ukvarjal tudi Poisson in Green, sama znana imena v znanosti. Zanimanje za ta teorem je izviralo iz
neposredne povezave z matemati¢no formulacijo fizikalnih pojavov. Gaussa je zanimalo podro¢je magnetne
privlacnosti, Ostrogradskega teorija prenosa toplote, Greena elektri¢ni in magnetni pojavi, Poissona pa
elasti¢na telesa. Divergencni teorem bi tako lahko imenovali tudi teorem Ostrogradskega ali tudi kako drugace.
Gaussov teorem torej ni vezan le na podro¢je elektrotehnike pa¢ pa $irse, saj ugotavlja izvornost polja. Ce gre
za polje, ki so posledica elektricnih nabojev, je to polje izvorno, saj polje izhaja iz pozitivnih in se zakljuCuje pri
negativnih nabojih. Zato je integral (normalne komponente) polja po zakljueni ploskvi sorazmeren naboju

znotraj te ploskve. Zakon, zapisan v diferencialni obliki, je 3e bolj kompakten in se zapise v obliki divE = £ Ta

&
zapis je Se posebno primeren za numeri¢no izraCunavanje polja, kar v kratko obravnavam v poglavju *.
Divergencni (Gaussov) zakon se uporabi tudi za zapis kontinuitetnega zakona (iz elektri¢no zakljuéenega sistema
lahko naboj izhaja le v obliki toka) in celo osnovnih lastnosti magnetnega polja, kot bomo ugotovili v
naslednjem semestru. Tudi gravitacijski zakon se lahko zapiSe s tem zakonom, saj je gravitacijsko polje
usmerjeno na telesa z maso. Enako velja za pretok tekocin, kjer tudi velja divergencni zakon.

Da ne bo pomote, Johann Carl Friedrich Gauss v vsakem primeru velja za pomembnega matematika in
znanstvenika. Vsaj kar se tice uporabe njegovih dognanj na podrocju elektrotehnike, velja poleg divergen¢nega
teorema omeniti njegov pomemben prispevek k uporabi kompleksnega raduna, Gaussove verjetnostne
porazdelitve, pomembno delo pa je opravil tudi (v sodelovanju z Wilhelmom Webrom - tudi pomembno ime v
elektrotehniki) na podrocju magnetike, s ¢imer si je kasneje tudi prisluzil poimenovanje enote za magnento
polje (dandanes se uporablja enota Tesla). Pravzaprav se véasih celoten sistem enot cgs (centimeter-gram-
sekunda) pogosto imenuje tudi kot Gaussov sistem enot. Skupaj z Webrom sta tudi skonstruirala enega prvih

telegrafov in modificiran magnetometer (magnetometer, naprava za merjenje magnetnega polja velja tudi za
Gaussov izum) ter celo nacin za kodiranje abecede.

© D.K., 2019 71


https://en.wikipedia.org/wiki/Gaussian_units
https://en.wikipedia.org/wiki/Electrical_telegraph

Delo in potencialna energija E

8. Delo in potencialna energija

Vsebina: Delo kot integral sile na poti, delo elektri¢ne sile,

delo po zakljuceni poti, potencialna energija, potencialna
energija sistema nabojev, delo kot razlika potencialnih
energij.

V srednjesolski fiziki je veljalo, da je delo enako produktu sile
in dolZine poti, torej, ¢e vzdolz poti dolzine / deluje sila F, le ta
opravi delo A=F -1. Ce torej potiskamo vozi¢ek v smeri poti
dolzine 5 m s silo 100 N opravimo delo 500 N-m ali 500 J. Kaj
pa, Ce vozitek potiskamo s silo 100 N v smeri, ki je pod kotom

60° na smer poti? V tem primeru moramo glede na definicijo dela upostevati le tisto komponento
sile, ki deluje v smeri poti. Komponenta sile, ki je pravokotna na pot pa¢ ne opravi ni¢ dela v smeri
poti. Delo je torej A=F -1-cos(«)=100 N-5m-cos(60°) = 250 J. Ugotovimo, da je za izratun dela

primerna uporaba skalarnega produkta .

F - >
LUTU—l—> r_, |
o~ ~ ~ __‘_.-"' [_._,.--‘ p o~ >1 ” .

Slika 8-1: Premikanje vozi¢ka s konstantno silo v smeri poti (levo) in pod kotom 60° na smer poti (desno).

DELO PO POLJUBNI POTI IN VELIKOSTI SILE

Kaj pa Ce sila ni konstantna na poti in poleg tega ne deluje vedno v isti smeri glede na pot? Potem
lahko zapisemo delo le za en mali (diferencni) odsek, da dobimo tisti del sile, ki deluje v smeri poti pa

uporabimo skalarni produkt. Diferenéni del sile na poti Al je torej AA=F -Al . Z limitiranjem

dobimo iz diferenc diferencial dela: dA=F -dl , celotno delo pa je seveda integracija po poti od
zaCetne tocke do koncne tocke:

A=IdA=IIf-df, (8.1)
L

. ) |
Ay |

Slika 8-2: Levo: sila na poti = delo. Desno: delo elektric¢nih sil na poti od tocke T1 do Ta.
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DELO ELEKTRICNE SILE

Kako pa izracunamo delo elektricnih sil (Ae) na naboje? Na popolnoma enak nacin. Upostevamo, da je

sila na naboj v elektricnem polju enaka F =QE, torej bo delo za premik naboja Q v elektricnem

polju iz tocke T1 v tocko T, (glej Slika 8-2) enako

T, T,
= [QE-dl =Q E-dI| (8.2)
T T

Primer izracuna dela elektricnih sil pri premiku naboja:

Vzemimo dva pozitivna naboja oddaljena za d = 1 cm z mnoZino naboja Q = 10 nC. Koliko dela opravi
naboj za premik na polovi¢no razdaljo?

Izracun: naboja postavimo vzdolz X osi, levega v izhodisce k.s., desnega pa za razdaljo d v smeri X osi.
Izrac¢unali bomo delo, potrebno za premik desnega naboja v levo. Da bi lahko izracunali delo, moramo
desni naboj postaviti na neko poljubno mesto vzdolz X osi, oddaljeno za razdaljo x od levega naboja.

Polje na mestu desnega naboja je E= €, Lz' dl pa je usmerjen v smeri—X osi".
4mg, X
A
0 0 dl O
B 1/2 < ” + \> | “ >
/s T a2 r T, |
< >
d _ -
.\ -
Slika 8-3: Premik desnega naboja v smeri levega naboja.
=d/2 2 d/2
Q Q 1
A, = IQE dI_Q j ~-(e,dx) = _=| =
i &oX dmey Xy

2 2
:-Q—(i—ij _Q ;—9-109£(10-10’QC)2102m'1:—9-10’5J
dneg,\d/2 d 4ne,d Am E—

(Enak rezultat bi dobili, e bi premaknili levi naboj iz izhodisca v tocko T>)
Dobljen rezultat je negativen, kar pomeni, da bi bila za premik potrebna neka zunanja sila (A,), ki bi
opravila to delo’. Veljati mora torej:

A +A =0| (8.3)

* Kljub temu, da je dl usmerjen v smeri —X osi ni njegova vrednost —éXdX , pac¢ pa dl = —éx (X — (X + dX)) = éx .

¥ Kar je logi¢no, saj sta oba naboja pozitivha in se torej odbijata. Delo bi bilo pozitivho, ée bi bila naboja nasprotnega
predznaka.
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Primer izracuna dela elektri¢nih sil pri premiku naboja:
Doloc¢imo delo za premik desnega naboja v desno za d/2. Rezultat je

As :TfQE dl = Sdfzéx Qs ) = Q_Z(_ljsm _

-
4, X 4ne,

d X /g
2 2
:—Q—(L—lj:— Q (E_ j:9-109-£(10-109C)2-1102m'1:3-105J
4ne,\3d/2 d 4ne,d \ 3 Am 3 EE—

Rezultat je pozitiven, saj polje opravi delo 30 pJ: delec se premakne v drugo tocko pod vplivom
elektricne sile. Zakaj je rezultat mnogo manjsi kot v prejSnjem primeru?

A
0
- ; >
T, T,
d 7< dr2 g

Slika 8-4:P premik desnega naboja stran od levega.

DELO ELEKTRICNIH SIL NI ODVISNO OD POTI

Koliksno pa bi bilo delo, ¢e bi ga opravili po drugi poti?
Izracunajmo delo za enak premik kot v prejSnjem primeru, le
po drugi poti. Izberimo to pot tako, da bo Sla najprej v smeri
kota za 45° nato v smeri radija do r = 2,5 cm in nato nazaj za
kot 45° do konéne tocke.

Ugotovimo lahko, da je v smeri kota (dfzé(pl’d(p) polje
enako nic, saj je polje v vsaki tocki usmerjeno radialno. Torej
Pri kolesarjenju pogosto kon¢amo na
istem mestu kot smo zageli. Ce bi $lo
za delo elektriénih sil, bi bilo (po
definicij) na koncu delo enako nic.
Kako pa je z energijo?

je produkt integracije E-dl v smeri kota enak ni¢ in je
rezultat enak kot pre;j.

Ker je rezultat integracije polja neodvisen od poti lahko

vzamemo dve poljubni poti in zapiSemo '[ E.dl = I E-dl.
L L,

Slika 8-5: Delo elektri¢nih sil od toc¢ke T1 do toc¢ke T2 po poti L1
in poti L2 je enako. 10,
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DELO PO ZAKLJUCENI POTI

Ker velja (glej Slika 8-5) IE-dr: J. E.dl, integracija v nasprotni smeri pa spremeni predznak
Ll L2

integralu I E.dl = —I E~dr=—j E-dl, lahko piemo
L L

_|_2

cﬁE-dF: j E-df:jé-dnjé.dr:jé-dr— E.dl =0.
L Ly -L, Ly

L+(-L)

[ —

Prisli smo do pomembnega rezultata, da je krivuljni integral elektricne poljske jakosti po poljubni
zakljuceni poti (zanki) enak nic:

ZAKON POTENCIALNOSTI ELEKTROSTATICNEGA POLJA (8.4)

Ta zapis imenujemo zakon o potencialnosti elektricnega polja, in ima (skoraj) enako veljavo kot
Gaussov zakon, spada torej med osnovne zakone elektromagnetnega polja. Skoraj pa zato, ker je
zakon v obliki enacbe (8.4) primeren za obravnavo elektrostaticnega polja, ¢e pa je polje dinamicno
(naboj ni static¢en), je potrebno ta zakon nadgraditi. V nadgrajeni obliki ga bomo obravnavali v
drugem semestru in ga poimenovali Faradayev zakon.

S krogcem v simbolu integrala ozna¢imo t.i. zakljuéen integral. Ce gre za integracijo po poti, je to
potem integral po zakljuceni poti, ¢e pa gre za integracijo po povrsini, to pomeni integracjo po
celotni povrsini telesa.

POTENCIALNA ENERGIJA

— Plea skupni vzpon 370m
Pijava gorica ! skupna razdalffa  30km
o i Podgorica
Ponovavas Udje J & L )
350 : ; R ! \ :

10 12 14 20 24 26 28km 30

Slika 8-6: S premagovanjem sile teZnosti pridobivamo (gravitacijsko) potencialno energijo. Na sliki je primer
profila pete etape kolesarske poti po okolici Grosupelj, ki je primerna za tiste, ki Zelijo neposredno spoznavati
povezavo med delom in energijo ter zakonitosti integralov po zakljuceni poti. Vir: http://www.grosuplje.si.

Dolocimo delo, ki bi bilo potrebno za premik enega od nabojev iz prejSnjega primera v neskoncnost.
Opravljeno delo bi bilo:
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A, =[QE-dr =q[ -2 é,.(érdo:‘?_z(_lf:_Q_Z(A_EJ_ Q

: s Amer? 4ne,  dme,l, (8.5)

Q, %
T T.=inf.

Slika 8-7: Delo pri prenosu naboja od to¢ke T do neskonénosti.

Ce sta oba naboja pozitivna, pomeni, da je sila med njima odbojna, torej smo morali opraviti
doloceno delo, da ta naboja spravimo v dolo¢eno lego (tocko T). Delo, ki smo ga pri tem opravili je
enako delu elektri¢nih sil pri premiku iz to¢ke T v neskoncnost. Lahko recemo, da je imel sistem
(naboj) pred premikom v neskoncénost doloceno energijo, ki se je nato porabila za prenos. Ta
potencialna energija je ravno enaka delu elektri¢nih sil za premik naboja v neskon¢nost. Ce
uporabimo simbol W za zapis elektricne potencialne energije, to simboli¢no zapisemo kot

W(T)=AT—T,) (8.6)

Delo, potrebno za prenos naboja Q od neke tocke T do neskonénosti, je enako elektri¢ni potencialni

energiji tega naboja v tocki T.

Primer izracuna potencialne energije sistema nabojev:

Dolocite elektrostaticno potencialno energijo sistema dveh nabojev velikosti 10 Nc, oddaljenih za 1
cm.

Izracun: lzracun smo Ze opravili, saj je ta energija enaka delu polja za premik enega od nabojev od
zacetne lege do neskoncnosti:

®

Komentar: na tem mestu lahko vpeljemo tudi koncept elektricnega potenciala.

POTENCIALNA ENERGIJA SISTEMA NABOJEV

Koliksna pa je energija skupine (sistema) nabojev? Postopamo tako, kot da bi imeli najprej na
konénem mestu naboj’ Qi, nato na mesto oddaljeno od Q; za ri, pripeljemo iz neskonénosti naboj Q.

QQ,

. Da pripeljemo poleg Se naboj Qs potrebujemo
4dne,l,

Za to je potrebno delo A :IQE-dr:
Tl

QQ. |, 90,

g l,  4Ameg,l,

delo

, saj moramo sedaj opraviti delo tako zaradi sile med Qi in Qs kot tudi Q; in

Qs.

* Za postavitev naboja Q; na doloéeno mesto ne potrebujemo nobenega dela, saj imamo predhodno sistem brez nabojev in
torej brez polja. V nadaljevanju pa seveda vsi nadaljnji naboji prispevajo k polju —delu.
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QQ, , 0Q . Q0

. V nadaljevanju bomo ta rezultat
Ang,l, A4ngr, 4ngyl,

Energija sistema treh nabojev bo torej

prikazali Se nekoliko drugace.

0 ' 0,
0: ) 0, ,_--—,-'1""_'__7,'&
. » 5 - II,' ’ '
r v,
. (~) P 30(_:2)
Q. 4 inf,
W =? ) inf,

Slika 8-8: Potencialna energija sistema nabojev. Desno nadin grajenja potencialne energije 7 dodajanjem
nabojev iz neskoncnosti.

DELO KOT RAZLIKA POTENCIALNIH ENERGH SISTEMA

Imamo sistem nabojev porazdeljenih po prostoru in torej dolo¢eno elektricno potencialno energijo.
Sedaj premaknemo enega od nabojev iz izhodis¢nega mesta T: na drugo mesto (72) in pri tem
opravimo dolo¢eno (pozitivno ali negativno) delo. Ce je to delo pozitivho, je delo opravilo
elektrostaticno polje, energija sistema pa je po premiku manjsa kot pred premikom. V nasprotnem
primeru (delo negativho) mora delo opraviti neka zunanja sila, kar pomeni, da je kon¢na energija

sistema vecja kot pred premikom.

Delo potrebno za premik naboja od T; do T; je enako razliki potencialnih energij sistema nabojev

pred in po premiku:

A(Tl - Tz) =W (Tl) -W (rz) (8.7)
0 P 0,
0; 0 '
T 0, TQ:
0, 0.
W, (zacetek) ' W, (konec)

Slika 8-9: Delo elektri¢nih sil za premik naboja iz tocke T1 do tocke T je enako razliki potencialnih energij
sistema pred premikom (Wpot(zacetek)) in po premiku (Wpot(konec)).

Na zacetku poglavja smo kot primer izracunali delo za premik naboja Q, oddaljenega za d od naboja
Qi na polovi¢no razdaljo. To smo naredili z integracijo sile pri premiku. Sedaj lahko enak rezultat
_ QQ,

= , koncna pa
4ng,

dobimo s pomo¢jo zgornje enacbe, saj je zaCetna energija sistema W,

e = _QQ ,delopa A=W, -W, = _QQ, , enako kot smo dobili z integracijo.
4dne,d/2 dne,d
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9. Potencial in napetost P

1 Cobl) BE A
Vsebina poglavja: Elektricni potencial - definicija, potencial v LT Lavieg

okolici tockastega naboja, potencial sistema tockastih nabojev,
potencial v okolici zvezno porazdeljenih  nabojev,
ekvipotencialne ploskve, elektricna napetost, Kirchoffov zakon.

© 299K 0y Doud- Sambe

ELEKTRICNI POTENCIAL

Ugotovili smo Ze, da je elektri¢na potencialna energija naboja Q na mestu T enaka delu pri prenosu
tega naboja od tocke T v neskoncnost oziroma do mesta, kjer je energija enaka nic:

T(V=0)

W(F)zQTE-deQ j E-dl. (9.1)

Normirano potencialno energijo imenujemo elektri¢ni potencial

T(V:O):ooA _
V(T)= j E-di (9.2)

T

Enota za potencial je J/C= V.

Steviléno je torej elektri¢ni potencial enak delu polja elektri¢nih sil za premik enote naboja (1 C) od
tocke T do neskonénosti.

Ali obratno: Ce poznamo potencial v doloceni tocki, bo energija potrebna za prenos naboja v polju
elektri¢nih sil iz neskonénosti do te totke enaka produktu naboja in potenciala: W(T)=QV(T) ali
tudi, ¢e se na mestu T nahaja naboj Q (ali pa ga na to mesto postavimo) in ga sila polja premakne do
mesta, kjer je polje enako nig, pridobi energijo W(T)=QV (T) .

o~

of_\‘
e~
o

<0, V(T)=" <0,

Slika 9-1: Levo: sistem nabojev, zanima nas potencial v to¢ki T. Desno: potencial definiran kot delo za prenos
naboja iz tocke T v neskoncnost.
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POTENCIAL V OKOLICI TOCKASTEGA NABOJA Q

Doloc¢imo potencial v okolici to¢kastega naboja. Z upostevanjem definicije za potencial kot normirane
potencialne energije, zapiSemo (na doloceno oddaljenost r od naboja Q postavimo testni naboj Q; in
doloc¢imo delo, pri prenosu tega naboja od r do neskonénosti):

W(f) 1% Q
V(r)=—-+- gdr=—— 9.3
(r) j Q—— 47% € e (9.3)
0 |
—l > e, 0 .
! (I
s ND=?

Slika 9-2: Levo: zanima nas potencial v okolici osamljenega tockastega naboja. Sredina: izra¢un potenciala
kot delo testnega naboja od tocke T proti neskoncnosti. Desno: Velikost potenciala v odvisnosti od
oddaljenosti od naboja.

Ponovimo ta pomemben rezultat: potencial tockastega naboja se z oddaljenostjo od naboja manjsa
z1/rinje enak

V(r)= Q (9.4)

Ang,r

Potencial /kV

-0.02 -0.015 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02
Razdalja /m

Slika 9-3: Porazdelitev potenciala v okolici tockastega naboja v preseku (levo) in v 3D prikazu (desno), kjer je
velikost potenciala prikazana tako 7 barvo kot 7 viSino. Potencial se v bliZini naboja hitreje krajevno
spreminja. Tako bi se tudi poveéevala energija sistema dveh nabojev, ¢e bi se naboja priblizevala.

Primer izracuna potenciala v okolici to¢kastega naboja:
Doloc¢imo potencial v okolici tockastega naboja Q=10 nC prir=1 cm.

V-m10-107~°
lzratun: Velja V (r =1cm) = Q _9.10° =" 0 3 C=9kV.
Amg,r As 10'm =

(To tudi pomeni, da bi bila energija potrebna za premik naboja 1 C iz neskonénosti do razdalje 1 cm
od naboja 10 nC enaka 9 kV - 1 As = 9 kJ, energija za prenos naboja2 nCpa W =2nC-9kVv =18uJ.)
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POTENCIAL SISTEMA TOCKASTIH NABOJEV

Ugotovili smo, da je potencial v okolici enega to¢kastega naboja enak V = , kjer je r razdalja

gyl
od tocke T, kjer iS¢emo potencial, do tocke, kjer se nahaja naboj Q. Ker velja superpozicija polja,
lahko tudi potencial dolo¢imo kot superpozicijo posameznih delnih prispevkov normirane energije. Za
sistem tockastih nabojev bo torej potencial v tocki T enak

V(T)= Q + Q +..= 1 ZN:Q (9.5)

e,y Arey, drey T T

kjer so ri, r, itd razdalje od naboja Qi, Q,, itd do tocke T, kjer raunamo potencial.

0,
0. "
.‘_’ )
- -..--- V
/ "'::}T

N(1)=?

Slika 9-4: lzracun potenciala v tocki T sistema tockastih nabojev.

Primer izracuna potencala med dvema tockastima nabojema:
Doloc¢imo potencial v sredini med dvema tockastima nabojema Q = 10 nC oddaljenima za 2 cm.

lzradun: V = Ql + Q. =2- Q =2-9.10‘9V'—m~10-109C-1OOm'l=18kV.
e, 4dmel, dng,lem A-s —

POTENCIAL PRI ZVEZNO PORAZDELJENIH NABOJIH

Za porazdelitev tockastih nabojev smo ugotovili da lahko potencial dolo¢imo kot vsoto

N
1 vQ (9.6)

dng, T T

V =

Ce je porazdelitev naboja zvezna moramo vzeti en mali del celotnega naboja in z limitiranjem vsote
delnih prispevkov dobimo

V= ! | iA_Q,: J. dQ oziroma

4”:50 AQ—-0 i=1 r-| po vseh

dQ

dV =———
Arg,r |

(9.7)

r je razdalja od mesta, kjer se nahaja dQ do tocke kjer iS¢emo potencial. Odvisno od nacina
porazdelitve naboja (po povrsini, volumnu, liniji) dolo¢imo potencial kot
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v =2 (9.8)
v 47T80r ) !_‘_____.---'7.—'r
v =J~ odA
2 dme,r
P 4
V :J' qu d
" Ameyr

Slika 9-5: lzracun potenciala porazdeljenega naboja s sestevanjem (integracijo) delnih prispevkov naboja . Na
sliki je narisan diferencial naboja, to¢ka T kjer racunamo potencial in razdalja r od dQ do toc¢ke T.

Primer izracuna potenciala porazdeljenih nabojev:
Izracunajmo potencial vzdolZ Z osi za enakomerno naelektren tanek obro¢ polmera a z nabojem Q, ki
leZi v ravniniz=0.

dl
Ker je naboj porazdeljen enakomerno po obrocu lahko uporabimo enacbo V :I4q , ki jo
el
L 0
Q
27 ——az2n
gadp _ 2na _ Q

zapisemo v obliki V = j = = .
2 AneNai+7’  AmgNai+z’  dmeNad+ 7l

Ugotovimo lahko, da je nacin racunanja potenciala podoben racunanju elektri¢ne poljske jakosti, le
da je obicajno nekoliko bolj preprosto. Predvsem zato, ker je potencial skalarna veli¢ina, polje pa
vektorska. Pogosto zato elektri¢no polje dolo¢imo posredno, tako, da najprej izracunamo potencial,
nato pa iz potenciala Se elektri¢no poljsko jakost. Kako, bomo spoznali v nadaljevanju.

POTENCIALNO POLIJE JE SKALARNO POLJE

Potencial lahko doloc¢imo v vsaki tocki prostora neodvisno od porazdelitve nabojev, enako, kot je
veljalo za elektricno poljsko jakost. Je pa za razliko od elektricnega polja, ki je vektorsko polje,
potencial skalarna veli¢ina in tvori skalarno polje.

EKVIPOTENCIALNE PLOSKVE

Ce povezemo tocke z enako velikostjo potenciala dobimo ploskev, ki jo imenujemo ekvipotencialna
ravnina ali bolje ekvipotencialna ploskev. V primeru osamljenega tockastega naboja so
ekvipotencialne ploskve kroZnice, oz. v 3D povrsine krogle. Obicajno jih riSemo tako, da je razlika
potencialov med vsako naslednjo ploskvijo konstantna.
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Primer dolocitve ekvipotencialne ploskve v okolici tockastega naboja Q = 10 nC.

Ugotovili smo e, da velja za potencial v okolici to¢kastega naboja enacba V (r) = . Ugotovili

dng,r
smo tudi, da je ta potencial na razdalji 1 cm enak V (r =1cm) =9KV . Potencial 9 kV je torej enak v

vseh tockah, ki so od tockastega naboja oddaljeni za 1 cm, kar prikazemo z lupino krogle (v 2D z
kroZznico) polmera 1 cm. Kje pa se nahajajo ekvipotencialne ploskve s potenciali 8 kV, 7 kV itd.?
Preprosto: enacba, ki jo je potrebno resiti za ekvipotencialno ploskev s potencialom 8 kV bo

~9:10°-10-10°°

8kV=— 2 =Q/(BKV dng) =20 20107 6 01125 m=1,125 em.
17284y 8-10

8
Naslednja ekvipotencialna ravnina bo pri I,y 27 1,125cm =1,285 cmitd. V splosnem nas

zanimajo ekvipotencialne ploskve, katerih potenciali se razlikujejo za konstantno razliko napetosti, v
nasem primeru za 1 kV). Za ekvipotencialne ploskve v okolici toc¢kastega naboja lahko ugotovimo, da
se vrstijo v geometrijskem zaporedju.

Slika 9-6: Prikaz ekvipotencialnih ploskev v okolici
. tockastega naboja. Ugotovimo, da je razmik med
| ekvipotencialnimi ploskvami manjsi v bliZini naboja,
kar je v skladu z 3D prikazom na (Slika 9-3). (V
osnovi ekvipotencialne ploskve niso kroZnice pac¢ pa
bi bile povrsine krogel torej nekak$ne lupine v
okolici tockastega naboja)

Slika 9-7: Grafi¢no na veé nacinov lahko prikazujemo ekvipotencialne ploskve. Na podoben nacin so npr.

dolocene izohipse, kot tocke z enako visinsko razliko. Na sliki levo je razviden profil razlicnih vipetin in
ustrezne izohipse. Vir: HTTP://WWW.0-40S.CE.EDUS.SI/GRADIVA/GEQ/ZEMLJEVID/VSE.HTM. Podobno lahko
pri razlagi vremena uporabljamo izobare (¢rte 7 enakim pritiskom), lahko tudi druge velicine, pomembne za
razlago vremena: temperatura, hitrost dviganja vetra. Vir: HTTP://WWW.PRO-VREME.NET/INDEX.PHP?1D=107.
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Slika 9-8: Simulacija porazdelitve ekvipotenticialnih ploskev in silnic. Na spletni strani lahko premikate in
dodajate naboje ter opazujete spremembe: http://tinyurl.com/equipot-lines . Dodaten komentar:
ekvipotencialne ploskve se sicer pravilno izrisujejo, ni pa med sosednjimi enaka napetost, kar je
sicer obicaj pri risanju ekvipotencialnih ploskev, saj iz tega, kjer so bolj zgos¢ene razberemo
podrocja z vedjim elektri¢nim poljem.

ELEKTRICNA NAPETOST

Ugotovili smo Ze, da lahko delo potrebno za premik naboja med dvema tockama dolo¢imo iz razlike
potencialne energije sistema nabojev pred in po premiku. Ce to delo opravi testni naboj 1 C govorimo
o elektri¢ni napetosti med dvema tockama.

Elektricna napetost je torej Stevilsko enaka delu polja elektri¢nih sil potrebnem za prenos enote
naboja iz tocke T do tocke T-:

T Q‘fE'dr s
U, - A -T) WT)-W,)_ 1 :jE.dr.
Qt Qt Qt T

Elektricna napetost je torej enaka razliki potencialov:

(9.9)

© © T,
U, =V(T)-V(T,)=[E-dl - [E-dl = [E-d | ELEKTRICGNA NAPETOST (9.10)
Tl T2 Tl

DRUGI KIRCHOFFOV ZAKON

Ugotovili smo, da elektricno napetost med dvema tockama dolo¢imo z
integracijo elektricne poljske jakosti po poljubni poti od ene do druge

tocke. Obenem smo ugotovili, da je ta integral enak ni¢, ¢e je pot zakljucena \\ . VoA
sama vase (glej Zakon potencialnosti, str. 75) . Torej bi lahko pisali: I__}\ /"I
N, T 'j:/’ 1

U,

§E-QT=[E-di= [E-aT+ [E-dl+ s [ E-0T=U,+U, +-+U, =0
L T T T,

TN -1

Vsota vseh napetosti po zakljuceni poti (zanki) je torej enaka nic, kar imenujemo tudi 2. Kirchoffov
zakon:

N
Zui =0 (9.11)
i=1
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OSNOVNI PRIMERI 1IZRACUNA NAPETOSTI, POLJA IN POTENCIALA ZA: PLOSCATI, VALINI IN
SFERICNI KONDENZATOR

DVE RAVNI VZPOREDNI NAELEKTRENI PLOSCI: PLOSCNI KONDENZATOR

Ravni vzporedni plo3¢i povrine A = 5-8 cm? sta oddaljeni za
d =10 cm in imata naboj £Q =220 nC. Dolo¢imo polje,
potencial in napetost med plos¢éama, pri cemer
predpostavimo homogenost polja med plos¢éama (polje
neskoncnih naelektrenih ravnin).

Y -0
\| /
\ . + - /"l
o
+ — -
2,
—

o ' V

Mikroelektronska industrija uporablja

N tehnologijo ~ mikromehanske  obdelave

> (MEMS) za realizacijo mikronskih struktur.

= > Na sliki integracija merilnika pospeskov, z

‘ d > 0 d elektroniko. Merilnik pospeSkov je v osnhovi
sestavljen iz niza plo$¢nih kondenzatorjev.

Slika 9-9: Levo: dve ravni nasprotno naelektreni plo3¢i Ene stranice so fiksno vpete, druge pa se
postavljeni v koordinatni sistem z normalo v smeri osi x. Desno: ~ 1ahko premikajo. Z merjenjem spremembe
napetost in polje med dvema ravnima (nasprotno) naelektrenima kapacifivnosti  lahko dolocimo hitrost

spremembe - pospesek.

ploScama. http://www.aero.org/publications/helvajian/ .

Plosci pOStaVimO v koordinatni SiStem, recimo tako, da je Pospeékometre uporab|jamo v avth za

normala na povrsino v smeri osi X in da ima leva elektroda  zaznavanje trkov, v prenosnih telefonih za

pozitivni naboj. Ob predpostavki enakomerne porazdelitve zaznavanje premikov, nagibov, td.

20nC
naboja je o = g .Dobimo o = > =5 pm/m® .
40cm
v . vy . .. . vv s . * = . O . O
Elektri¢no polje med plo$¢ama je superpozicija polj dveh plo3¢ in je enako” E =€, 2—-2 =€, —.
& &y

Napetost med plos¢ama dobimo z integracijo polja med plos¢ama:

U =J.E~dT:j.é gi-éxdx=gﬁd
0 0 0

* Tu smo predpostavili polje v okolici dveh naelektrenih ravnin. V resnici sta dve vzporedni plo$¢i omejenih dimenzij, zato
velja aproksimalcija le delno, torej predvsem tedaj, ko je povrsina plos¢ velika v primerjavi z razdaljo med plos¢ama.
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—6 2
jzragun; U = 210 ASIMT 0 s6 5 KV

8.854.1072 A8
V-m

e |z primera ugotovimo, da je elektricna poljska jakost med plos¢cama konstantna in enaka

o
E = —. Takemu polju, ki je enako usmerjeno in konstantno re¢emo tudi homogeno polje.
&y

x - vy . o .
e Ce v enacbi za napetost med plo$¢ama zamenjamo — = E, dobimo
&
0

U

oziroma |E = E . (9.12)

To sta enacbi, ki ju poznamo Ze iz srednjeSolske fizike. Ugotovimo lahko, da sta enacbi
ustrezni za izra€un polja ali napetosti, vendar le v tem konkretnem primeru, torej, za polje oz.
napetost med dvema ravnima enakomerno naelektrenima ploS¢ama. To seveda ne zmanjsuje
pomembnosti izraza, pa¢ pa velja le kot opozorilo, da se ga ne bi uporabljalo nekriti¢no. Ce
polje med dvema tockama ni homogeno, je potrebno napetost med tockama izracunati s
pomocjo integrala elektricne poljske jakosti po poti. To bomo prikazali z naslednjim
primerom (koaksialni kabel).

Dolo¢imo Se potencial med ploS¢ama plosc¢nega kondenzatorja: ¢e ozemljimo desno elektrodo
(elektrodo, ki ima negativni naboj), bo potencial med elektrodama (V(x=d)=0,V(x=0)=U ):

d
V(x)=jéxgg~éxdx=g£~(d—x). (9.13)
X 0 0

Ker je polje med plo$¢ama konstantno, se potencial (po pri¢akovanju) spreminja linearno. Ce
ozemljimo levo elektrodo, bo potencial med elektrodama:

0
V(x)=jéxgi-éxdx=—gﬂ~x.V(x=0)=o,V(x=d)=4J (9.14)
X 0 0

Slika 9-10: Levo: ekvipotencialne ploskve med in v okolici dveh nasprotno naelektrenih ravnih plosé.
Ugotovimo, da so med plos¢ama ekvipotencialne ploskve enakomerno razmaknjene, v okolici pa ne (bolj goste
so ob robovih elektrod). Desno: vektorji elektri¢ne poljske jakosti skupaj z ekvipotencialnimi ploskvami in
velikostjo elektricne poljske jakosti (vecje polje bolj rdeca barva). Za laZje opazovanje so vektorji polja
prikazani enako veliki neodvisno od velikosti polja.
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KOAKSIALNI KABEL (VALINI KONDENZATOR)

Med Zilo in oklopom zrac¢nega koaksialnega kabla je napetost 2 I
kV. Dolo¢imo linijsko gostoto naboja na Zili in oklopu ter

maksimalno elektri¢no poljsko jakost, ¢e je polmer Zile r, = 2 Pl
mm, r, =5 mm. Oklop in Zila sta iz prevodnega materiala. Auminum Foil

First Pass Braid

Aluminum Foll

Saconld Pazs Braid

Jackat

Koaksialen kabel za visokofrekvenéni
prenos signalov ima vec dielektriénih
omotov.
http://www.smarthome.com/851081.html

Slika 9-11: Koaksialni kabel s prikljucitvijo napetosti med oklopom in Zilo.

Izracun: Najprej moramo predpostaviti enakomerno porazdelitev naboja na zZili in oklopu.
Predpostavimo pozitivni naboj na Zili (+g) in negativni na oklopu (-q). Elektri¢no poljsko jakost med
Zilo in oklopom dolo¢imo s pomocjo Gaussovega zakona. Na neki razdalji r od osi kabla izracunamo
pretok el. polja skozi plas¢ valja (na velikost polja na radiju r vpliva le zaobjeti naboj). Dobimo
enacbo, ki je identi¢na enacbi za polje v okolici preme elektrine (naelektrene premice) *:

|
E, - 2nrl L L E = oziroma
& 2ne,r
= _5_ G
E=¢ . 9.15
" 2me,r 5:15)

Ali je povrSinska gostota naboja enako velika na oklopu in na povrsini Zile? Odgovor je NE. Enako velik

je celotni naboj, za gostoto naboja pa velja: Q(r,) =o,2ar,| =—Q(r,) =—o,2ar,l , torej bo

r
o,=—0,. (9.16)

* Podobno bi izvajali, ¢e bi izhajali iz enakomerne povrinske gostote naboja na povrsini Zile O'(I' = I’n) =0,:

o A(r) o2rxrl or -~ _o.r
Er . anl =0 ~n° in Er =" =00 oziroma E= e, L . Enacba je seveda enakovredna prejsnji, saj velja
& 2rerl  gr &l

Q=ql= o, 27‘[I’n| ,oziroma =0, Ziz'l’n .
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r 2mm 2
A g —=-Z¢

V konkretnem primeru bo torej o, = -0, = N
Smm 5

n
Z

Pogosto nas zanima tudi gostota povrSinsko porazdeljenega naboja. Iz izpeljanih enacb dobimo

o.2nr. o
9 _%nem, =—" oziroma o, =&E(r). (9.17)

E(r)= =
(") 2ne,r, 2mel, &,

Da bi lahko dolodili g ali 0, moramo zapisati Se izraz za napetost med Zilo in oklopom. Napetost med
oklopom in Zilo dobimo z integracijo polja med kontaktoma:

U=[E-gdr=]e " gdr=—"—In> (9.18)
" o 2mEr 2ng, T,

Porazdelitev potenciala je odvisna od izbire mesta ni¢elnega potenciala. Ce pripis§emo potencialu
oklopa potencial ni¢, torej V(r,)=0, bo potencial v poljubni tocki znotraj kabla

V(r)=j|§-édr= 9 k. (9.19)

Znotraj Zile ni polja (kar lahko pokazemo z Gaussovim stavkom), potencial je torej v notranjosti zZile
enak kot na povrsini. Podobno lahko pokazemo tudi za oklop.

In Se izracun linijske gostote naboja (iz enacbe za napetost):

- 218.854.1072 S
q=U 0 2 2.10%V. V-m _ 0121 uC/m .
r 2 mm

Elektri¢no polje je maksimalno pri najmanjSem radiju, torej pri rn:

= _s_ 9 _,_U 2:10°V
Erex = & e T By =—————¢ =109MV/m
o r,In—= 2:10°m-In=
Iy 2
Ponovimo pomembne rezultate iz tega primera:
r
Napetost med Zilo in plai¢éem koaksialnega kabla je |U = 9 In=|,
2rg, T,
= = _ o,
Elektri¢no polje je |E =€, ! ali E=¢ —*
2mg,r &r
- U
oziroma izraZeno z napetostjo E= e,
rZ
r-in-=
rn

Povr3inska gostota naboja pri r, je o, = £,E(I) .
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IzraCun in izris poteka potenciala in polja znotraj koaksialnega kabla:

xlO6
2000 p====p==—=— [l T . L 5 L 5 T 2

“

.

*

.

.

*

<

E
2.
= %
- <
'S 1000 |- 2
i3 g
o »
a S
o
Y
0 L L L r r r r r ‘ro
0 05 1 1.5 2 2.5 3 35 4 45 5
Razdalja [m] x10'3

Slika 9-12: Elektricna poljska jakost in potencial znotraj koaksialnega kabla.

$ PRIMER IZRISA POLJA IN POTENCIALA KOAKSIALNEGA KABLA S PROGRAMOM MATLAB
Koaks E V.m
e0=8.854e-12;
U=2000; rn=2e-3; ro=5e-3;
g=U*2*pi*e0/ (log(ro/rn));
R=0:1e-5:r0;
E=zeros (length(R),1) ;V=E;
E=q/ (2*pi*e0) ./R;
V=q/ (2*pi*e0) *log (ro./R) ;
for i=1:1:1length (R)
if R(i)<rn
V(i)=0;
E(1)=0;
end

end
h=plot (R,V, 'LineWidth',3); xlabel (' Radij [m]'); ylabel (' Potencial [V]'):;
% set(gca, 'fontsize',12)
figure; plot(R,E, 'Linewidth',3); xlabel (' Radij [m]'); ylabel (' El. poljska
jakost [V/m]'");
%break
% IZRIS POLJA IN POTENCIALA NA ISTI SLIKI Z DVEMA OSEMA
[ax axl ax2]=plotyy(R,V,R,E, 'plot');
axes(ax(l)); ylabel (' Potencial [V]'"'); xlabel ('Razdalja [m]")
axes (ax(2)); ylabel(' El. poljska jakost [V/m]');
set (axl, 'LineStyle', ':")
set (axl, 'Linewidth', 3)
set (ax2, 'Linewidth', 3)

oe
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KROGELNI (SFERICNI) KONDENZATOR

Obravnavamo dve nasprotno naelektreni lupini
krogle. Primer krogelnega kondenzatorja je zemlja z
zraéno atmosfero, ki loCuje povrsino zemlje od
elektricno prevodne ionosfere. Drug pomemben
primer je bioloska celica, ki ima slabo prevodno tanko
membrano. Primer je tudi krogla Van de Graffovega
generatorja z drugo elektrodo v neskonénosti.

Primer: Na povrsini zemlje izmerimo elektricno
poljsko jakost 150 V/m, ki je usmerjena v smeri
sredis¢a zemlje. Dolo¢imo napetost med zemljo in
ionosfero, ki je od povrSine zemlje oddaljena
priblizno® 40 km. Dolo¢imo $e povrdinsko gostoto
naboja. Polmer zemlje je r, = 6370 km, ionosfere pa r,
= 6410 km. Predpostavimo zemljo in ionosfero kot
sferi¢ni kondenzator.

V=0

Slika 9-13: Podrodje med povrsino zemlje in ionosfero
predstavimo kot velik krogelni kondenzator. Ker je polje na
povrsini usmerjeno v smeri sredisc¢a zemlje pomeni, da je
zemlja naelektrena negativno glede na ionosfero.

MODEL OF THE GLOBAL CIRCUIT AS A LEAKY
SPHERICAL CONDENSOR

FROM FISCHER AND MUHLEISEN, 1968

Zemlja kot sferiéni kondenzator. Med zemljo in
ionosfero je visoka napetost, kar vpliva na
elektricne pojave.

Ibe Plasma Mossbeanc of 3 Cell snd ity Electrical Exgevalent

|

Biolosko celico lahko obravnavamo v elektriénem
smislu kot sferiCni kondenzator. Celiéna membrana
je izredno tanka, nekaj nm, in slabo prevodna,
medtem, ko je notranjost mnogo bolj prevodna.

Zemljo in ionosfero predstavimo kot sferi¢ni kondenzator. Znano je, da je na povrsini zemlje presezek

negativnega naboja, v ionosferi pa pozitivnega, torej »postavimo« na povrsino zemlje naboj —Q, na

zunanjo elektrodo pa +Q. Elektri¢no polje kaZze v smeri centra zemlje in je (vrednost Q je pozitivna):

S
Areyr

Napetost med ionosfero in zemljo je (integriramo od radija s +Q do radija z —-Q):

[ f Q( 1Y 11
= [E-qdr={¢ é,dr:—Q(——) _Qft 1 (9.20)
; : 47r50 Areg\ 1) Ame,\ 1, T,

* Pri izraunu smo predpostavili, da je zemlja oblike krogle. lonosfera je del atmosfere zemlje, ki je ioniziran zaradi ucinkov

radiacije sonca in kozmicnih visokoenergijskih delcev. Energija, ki jo sonce oddaja v dolo¢enem spektru je tako velika, da

lahko razbije molekule in jih ionizira.Ve¢ o tem: http://en.wikipedia.org/wiki/lonosphere.
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Polje na povrsini zemlje je

-1
EU:Q):—Q—£l7:—€Eéf£—1J. (9.21)
47, reir,

V konkretnem primeru je polje na povrsini zemlje E(I‘ =r)=—€ 150V/m. Z vstavitvijo v enacbo

(9.21) izracunamo napetost med povrsino zemlje in ionosfero:

U =150V/m-r? - 11 :15OV/m-(6370km)2 1 1 ~6 MV.
rr 6370 km 6410km

Ce postavimo potencial zemlje na ni¢ voltov V(r)=0, dobimo =za potencial

V(r)=jE-érdr=Iéri2-érdr= —Q (—lj Qi 1) (9.22)
g - Amer e, \ 1) Ang\r, v

Gostota naboja na povrsini zemlje (sfere) je

-Q -Q E(r)-4mg,r’
o(r)=—<= = "= E(r)-g,. 9.23
(1) A A4xr? 4rr? ()& 5-23)

n n

Za konkreten primer je o(r,) =—150 V/m- g, = —1,33nC/m”.

e0=8.854e-12;
U=2000; rn=2e-3; rz=5e-3;
Q=U*4*pi*e0/(1/rz-1/rn);
R=0:1e-5:rz;
3000 E=zeros(length(R),1); V=E;
E=abs(Q./(4*pi*e0.*R));
V=Q/(4*pi*e0).*(1./R-1/rn);
for i=1:1:length(R)
if R(i)<rn
V(i)=0;
E(i)=0;
end
1000 end
[ax ax1 ax2]=plotyy(R,V,R,E, plot');
axes(ax(1)); ylabel(" Potencial [V]'); axes(ax(2)); ylabel('
A El. poljska jakost [V/m]');
0 05 1 15 2 25 8 85 4 45 5 set(ax1,'LineStyle’,"')
Razdalja [m] «10° set(ax1,'Linewidth',3)
set(ax2,'Linewidth',2)

2000 T T T T T T T T T 4000

1500 -

1000 - 2000

Potencial [V]
El. poljska jakost [V/m]

500 [~

Slika 9-14: Prikaz porazdelitve potenciala in absolutne vrednosti polja v sfericnem kondenzatorju. (razdalje in

napetosti so za primerjavo vzete iz primera cilindri¢énega kondenzatorja)

Obicajno pri obravnavi sfericnega kondenzatorja predpostavimo na notranji obli (pri r,) pozitiven,

na zunanji pa negativen naboj. V tem primeru se enacbe malenkostno spremenijo, saj polje med

. e Q . Q1 1 v
elektrodama kaie v smeri radija |E =€ —— |, napetost je U=——| ——— || povriinska
4re,r dre,\ 1, T,

gostota naboj pa (o (r,) = E(r,) - &,|.
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POVZETEK:

1) Elektri¢ni potencial je enaka normirani potencialni energiji naboja. Ali tudi: elektri¢ni potencial v
tocki T je Stevilsko enak delu pri prenosu enote naboja (1 C) od tocke T v neskoncnost oziroma do
mesta, kjer je potencial enaka nic.

T(v=0)
V(T):Vﬂ: J' E.dl|
Q v
2) Potencial v okolici to¢kastega naboja se manjsa z 1/r: |V () = Q
Ang,r

3) Potencial sistema tockastih nabojev je enak vsoti prispevkov posameznih potencialov:

1 &Q
V(T)= Zg . ri je razdalja od toc¢ke, kjer ratunamo potencial do naboja Q..

47t80 i=1 I’I
. - . L ) dQ . .
4) Potencial porazdeljenih nabojev dolo¢imo z integracijo V = I . r je razdalja od dQ-ja
. Amer
i

do tocke, kjer ratunamo potencial.

5) Potencial je tako kot elektricna poljska jakost definiran povsod v prostoru, zato ga lahko
prikaZzemo kot potencialno polje. Za vizualizacijo pogosto uporabljamo prikaz ekvipotencialnih
ploskev, ki so ploskve z enako vrednostjo elektricnega potenciala. Obicajno jih riSemo tako, da je
razlika potencialov med vsako naslednjo ploskvijo konstantna.

6) Elektricna napetost je Stevilsko enaka delu polja elektri¢nih sil potrebnem za prenos enote

AT ST

J.E'dr . Napetost je razlika potencialov
Q :

naboja iz to¢ke T do totke Ta. |U;, =

U, =V (Tl) -V (Tz) !

7) Delo po zakljuceni poti je enako nic, kar zapisemo tudi kot (jSE-dT:O. Iz tega sledi 2. Kirchoffov
L

zakon, da je vsota vseh padcev napetosti po zakljuceni poti (zanki) enaka nic:

GE-di=0|
L
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10.Prevodnik v elektricnem polju

Vsebina poglavja: prevodnik v zunanjem elektricnem polju, povrsina prevodnika je ekvipotencialna

ploskev, elektrostati¢na indukcija (influenca), polje znotraj votline prevodnika, Faradayeva kletka,
prevodnik z nabojem v luknji prevodnika, elektricno polje na povrsini prevodnika, sila na povrsinski
naboj.

Video: Ste si kdaj Zeleli delati pri visoki napetosti. Ni problem. Oblecete prevodno obleko, se previdno spravite
na daljnovod in opravite delo. Vec: google: high voltage cable inspection

Ze v prejdnjem poglavju smo ugotovili, da polja znotraj Zile koaksialnega kabla ni, niti ga ni znotraj
prevodnega oklopa koaksialnega kabla. Ali je to le posledica simetricne porazdelitve naboja in
uporabe Gaussovega zakona, ali je to sploSna lastnost prevodnikov? Odgovor dobimo z razmislekom
o lastnostih prevodnikov: dober prevodnik ima to lastnost, da je tudi v primeru nevtralnosti (brez
presezkov naboja) v prevodniku mnogo elektronov, ki so zelo Sibko vezani na jedro, kar pomeni, da
jih Ze najmanjse zunanje polje lahko premakne iz ravnovesne lege.

PREVODNIK V ZUNANJEM ELEKTRICNEM POLJU

Tisti trenutek, ko prevodnik postavimo v zunanje elektri¢no polje Ezunanje , ha vse naboje v prevodniku
deluje elektri¢na sila, v skladu z zvezo F= QE. Prosti oziroma Sibko vezani elektroni se pomaknejo v
nasprotni smeri polja (ker so negativnega predznaka) do roba prevodnika.” Koliko pa se jih pomakne?
Toliko, kolikor »zahteva« zunanje polje, oziroma toliko, da se vzpostavi novo stacionarno stanje, v
katerem je znotraj prevodnika polje enako nic. Kaj pa ostane tam, kjer so prej bili elektroni, pa so se
zaradi delovanja zunanjega polja odmaknili? Ostane primanjkljaj elektronov, torej presezek Stevila
protonov nad elektroni, kar deluje kot pozitiven naboj.

* V resnici elektron ne prepotuje celotne razdalje od enega roba do drugega roba prevodnika pa¢ pa se elektroni le
zamaknejo med samo. Povprecna hitrost elektronov v prevodniku je relativno pocasna (reda 20 mikronov na sekundo) in ji
reCemo tudi hitrost drifta, saj med prenosom trkajo z atomi v prevodniku tako, da njihova pot ni premocrtna pac pa se le v
povprecju gibljejo v nasprotni smeri polja. Prerazporeditev, ki smo ji pri¢a, ko vstavimo prevodnik v polje pa je skoraj hipna,
saj gre le za majhen zamik elektronov in je reda 1019 s. Ve€ o prevajanju v prevodnikih bomo govorili v poglavju o tokovnem
polju (poglavje 24).
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Ocitno bodo premaknjeni naboji delovali (delujejo) z lastnim elektri¢nim poljem Enabojev tako, da bo

elektri¢no polje v prevodniku Evprevodniku = Emmih +Enabojev =0.
nabojev na povrsini p.
E v prevodniku = 0], (10.1)
prevodnik prevodnik
- > - + — e ————> -
Y +
+ e o) > + I
+ ) S Ca— G > o + — - — -
= -

+ - - —— > . + - - + I

Slika 10-1: Levo: v zunanje polje vstavimo prevodnik. Desno: po (hitrem) prehodnem pojavu pride do
prerazporeditve naboja (presezka elektronov na eni strani in primanjkljaja na drugi strani) tako, da je polje
znotraj prevodnika enako nié, v zunanjosti pa je spremenjeno, ker sedaj vplivajo na porazdelitev polja tudi
prerazporejeni naboji.

Polje znotraj in v okolici prevodnika se spremeni, saj na polje vplivajo tudi prerazporejeni naboji.

POVRSINA PREVODNIKA JE EKVIPOTENCIALNA PLOSKEV

Ce je polje znotraj prevodnika enako ni¢, potem bo tudi napetost med poljubnima dvema to¢kama
TZ

znotraj prevodnika enaka ni¢, saj velja U, = I E -dl . To pa tudi pomeni, da imajo vse tocke v in na
Tl

povrsini prevodnika enak potencial. V tem smislu re¢emo, da je povrSina prevodnika ekvipotencialna

ploskev.

Prevodno ? -
tel s
S =
€lo g3 1
4 b i )
T = e G T
[ S BN S S o s Y
) . T i i (Y " T
4 1] 3 i 4 4 4 4
I =1 =1 et & T 1
I i ) -— L)
— I -
4
s
4

] -
£l
|
--".-‘P.-..;-—b-
qsu-

AR SR R S

-
|

Slika 10-2: Levo prevodnik v nehomogenem elektricnem polju, desno prevodnik v homogenem elektricnem
polju. V barvah je prikazana velikost potenciala, 7 linijami ekvipotencialne ploskve in s puscicami elektricno
polje. V obeh primerih ugotovimo, da prevodno telo pridobi dolocen in enovit potencial.
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ELEKTROSTATICNA INDUKCIJA ALI INFLUENCA

Ce deluje polje na nevtralno prevodno telo, pride znotraj
tega telesa do prerazporeditve elektronov, ki se
premaknejo v smeri polja in pustijo za sabo pomanjkanje
elektronov oz. pozitiven naboj. Presezkov pozitivhega
naboja je enako veliko kot prerazporejenih elektronov,
tako, da je vsota vseh nabojev znotraj telesa $e vedno
enaka nic. Prerazporeditvi naboja recemo
elektrostatic¢na indukcija ali tudi influenca.

Slika 10-3: Proces prerazporeditve nabojev zaradi delovanja

i o ) e . Simulacija  elektrostaticne  indukcie s
zunanjega polja imenujemo elektrostati¢na indukcija.

programom Jacob.

POLJE ZNOTRAJ VOTLINE PREVODNIKA — FARADAYEVA KLETKA

Ali je polje v votlini prevodnika, ki je izpostavljen zunanjemu elektricnemu polju? Ce bi to polje
obstajalo, potem bi imeli znotraj votline prevodnika ekvipotencialne ploskve in po Gaussovem zakonu
bi morali z integracijo polja okoli ekvipotencialne ploskve dobiti mnoZino zaobjetega naboja. Ker pa
tega ni, je tudi polje znotraj votline prevodnika enako ni¢. Poleg tega ni polja tudi v notranjosti
prevodnika.

*— _— . -

luknja
+ — -
. E=0 +
+ ——77 r— .
-
+ — - prevodnik + TT——> .

Slika 10-4: Polje znotraj luknje v Iprevodniku je enako nié. Tako strukturo pogosto imenujemo Faradayeva
kletka in je popularen rekvizit za prikazovanju elektri¢nih eksperimentov. UspesSno $¢iti notranjost kletke pred
zunanjim elektrostatiénim poljem pa tudi dinami¢nem (elektromagnetnim), ée je le valovna dolfina
elektromagnetnega polja vedja od Sirine odprtin. Ne more pa Faradayeva kletka $¢ititi pred magnetostatiénim
poljem ali magnetnim poljem nizkih frekvenc. Vec o tem v drugem semestru. Vec: http://tesladownunder.com/

NABOJ V VOTLINI PREVODNIKA

Tudi ¢e se naboj nahaja znotraj izvotljenega prevodnega telesa, bo prislo do pojava elektrostati¢ne
indukcije. Na notranji povrsini se bo induciral naboj nasprotnega predznaka kot je v luknji, na zunanji
povrsini se pa v smislu indukcije nakopici naboj enakega predznaka kot je v luknji. Kaj pa polje v
zunanjosti prevodnika? Vpliv polja naboja v luknji in naboja na notranji povrsini prevodnika se
iznicita, ostane le polje na zunanji povrsini prevodnika, ki je enakega predznaka in velikosti kot naboj
v luknji. Ta bo povzrotil polje v okolici. Ce je prevodnik sferiéne oblike, bo polje v zunanjosti enako
polju, ki bi ga povzrocal tockasti naboj v srediscu sfere.
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Slika 10-5: Levo: shematski prikaz prevodnika z odprtino, v kateri se nahaja naboj. Desno: Simulacija
porazdelitve polja in potenciala za primer prevodnika z odprtino z nabojem. V barvah je prikazana velikost
potenciala, z linijami ekvipotencialne ploskve in s pus¢icami elektri¢no polje.

PRENOS NABOJA NA ZUNANJE STENE PREVODNIKA

Ugotovili smo Ze, da se v izvotlenem prevodniku postavljenem v zunanje elektri¢no polje vzpostavijo
take razmere, da na povrsini prevodnika pride do prerazporeditve naboja, znotraj prevodnika in tudi
v votlini pa je polje enako ni¢. Ce ho¢emo del prostora elektri¢no izolirati od okolice, ga moramo torej
prevlei s prevodnikom, ki ga obifajno ozemljimo. Omeniti velja, da je taka zascita popolna za
elektrostaticno (enosmerno) polje, za ¢asovno spremenljivo pa ne popolnoma, odvisno od frekvence
motenj in debeline zai¢itne plasti’.

Slika 10-6: Proces prenosa naboja iz notranjega prevodnika na zunanjega ob dotiku.

* Znano je, da avto smatramo kot precej varnega pred udarom strele, ker je njegova karoserija iz prevodnega materiala.
Podobno velja za letala, kjer pa je kljub temu potrebna pazljiva dodatna zascita elektronike pred udari strel. Poleg tega so
moderna letala lahko zgrajena iz neprevodnih kompozitnih materialov (zaradi vecje trdote in manjse teze), ki jim je ravno
zaradi nevarnosti strel potrebno vgraditi dodatno prevodno plast.
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ELEKTRICNO POLJE NA POVRSINI PREVODNIKA

Ugotovili smo Ze, da je povrsina prevodnika ekvipotencialna ploskev. To tudi pomeni, da na povrsini
prevodnika ne more obstajati komponenta polja, ki je usmerjena vzdolZz povrsine prevodnika. Taki
komponenti recemo tangencialna komponenta, pravokotno na povrsino pa je normalna komponenta.
Ce bi tangencialna komponenta polja obstajala, bi to polje delovalo na $ibko vezane elektrone v
kovini in jih premaknila v novo ravnovesno lego. Velja torej, da je tangencialna komponenta polja na
povrsini prevodnika enaka nic:

Et,na povrsini prevodnika - 0 . (10.2)

Poleg tega smo na treh primerih (ploscati, valjni in krogelni kondenzator) ugotovili, da je polje na

povrsini prevodnika enako o /&,. Ali to velja splodno? DA. Polje na povrsini polprevodnika je

usmerjeno v smeri normale na povrsino in je enako”

— e
na povrsini prevodnika en Dt (10.3)
€9

E E E
prevodno telo

Slika 10-7: Polje na povrsini prevodnega telesa je usmerjeno pravokotno na povrsino telesa. \V tem smislu
mora biti tangencialna komponenta polja na povrsini prevodnika vedno enaka nic.

RAZLIKA MED POLJEM NAELEKTRENE RAVNINE IN POLJEM NA POVRSINI PREVODNIKA

o

Za polje naelektrene ravnine smo ugotovili, da je enako — in kaZe v smeri pravokotno na ravnino.
£
0

Vpliv nabojev na polje tik nad povrsino prevodnika lahko razdelimo na dva dela. En del polja

o
prispevajo naboji na povrsini, ti prispevajo polje 2—, vsi ostali naboji pa tudi toliko, zato je polje na
o

o

povrsini naelektrenega prevodnika enako —.
£
0

* Za bolj natanéno razlago glej A.R.Sinigoj: Osnove elektromagnetike.
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Slika 10-8: Vpliv nabojev na prevodniku na skupno elektri¢no poljsko jakost v toc¢ki na prevodniku. Levo:
primer dolocitve polja naelektrene ravnine. Desno: primer doloéitve polja enakomerno naelektrenega
prevodnega telesa.

SILA NA NABOJ NA POVRSINI PREVODNIKA

Ce je na povrsini prevodnika elektri¢no polje, mora na naboje na povrsini (na telo) delovati sila v
skladu z izrazomlszE. Upostevati je potrebno elektricno polje na naboje O na povrsSini

prevodnika, ki je posledica ostalih nabojev na prevodniku. To polje je enako polovici celotnega polja

N o . . . . Sy
na povrsini prevodnika® oz. ——. Sila na naboje O je ploskovna sila (ali pritisk) in je enaka

o
fe =§n2—. Celotno silo na objekt pa bi dobili z integracijo ploskovne sile po celotni povrsini
&y
~ 1 _
F, :—Iaz -dA.
2y %

* Drugade povedano, elektriéna poljska jakost na povrsini prevodnika velja pravzaprav tik nad povr$ino, medtem, ko je
elektriéna poljska jakost na naboje O na povrsini prevodnika enaka povpreéni jakosti v notranjosti in zunanjosti: Ker je v
O

notranjosti polje enako nic, je polje na mestu nabojev enako ——.
&
0
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* XEROGRAFIJA

Xerografija (ime izhaja iz grskih besed Xerox za suho in
Oct. 6, 1942. C. F. CARLSON 2,297,691

ELECTROFHOTOGRAFHY

graphia za pisanje) je tehnika suhega fotokopiranja.
Drugo ime za xerografijo je elektrografija, ker uporablja Filed April 4, 1533
princip elektrostatitcne naelektritve za zapis oz.
kopiranje. Osnovna tehnika, ki jo je patentiral C.F.
Carlson leta 1942, je bila 3e nekoliko nerodna
kombinacija elektrostaticnega tiska in fotografije,
bistven napredek in Siroko uporabo pa je nasla ob
prehodu na cilindricne bobne prekrite s selenom, kar je
naredilo podjetje Xerox leta 1960. Klju¢ni element je

ravno plast iz amorfnega selenija, ki je z vakumsko
depozicijo nanesen na prevodni (aluminijast) valj.
Amorfni selenij je fotoprevoden material, ki v temi ni
prevoden, ko pa je izpostavljen svetlobi, postane

prevoden. Ta princip se v fotokopirnem stroju izkoristi
tako, da se najprej pozitivno naelektri (s pomocjo elektrostati¢ne indukcije) celotno povrsino iz amorfnega
selenija, nato pa se dolocene dele te povrsine izpostavi svetlobi (tako, da se sveti na original, svetloba se odbije
od svetlih delov na selenijevo povrsino, na temnih delih pa se absorbira). Osvetljeni deli selenija postanejo
elektricno prevodni in omogocijo, da odtece pozitivni naboj (v bistvu se razelektri s prihodom elektronov).
Pozitivni naboj tako ostane le na delih, ki niso bila osvetljena in predstavlja kopijo originala, ki ga Zelimo kopirati
(druga faza). V tretji fazi se pozitivno naelektrene dele selenija izpostavi negativno naelektrenim delcem iz
tonerja, ki se zaradi elektrostaticnega privlaka nanesejo na valj. V Cetrti fazi se na prazen papir nanese pozitivni
naboj. To se naredi s t.i. elektrostaticnim »sprejemc, ki je v bistvu Zicka, ki je na visoki (pozitivni) napetosti in s
tem ustvarja korono in pozitiven naboj. Ko pride pozitivho naelektren papir v stik z valjem z naneSenimi
negativno naelektrenimi delci iz tonerja, se ti zaradi elektrostaticnega privlaka nanesejo na papir. Nato jih je
potrebno le Se termicno »fiksirati«.

Corotron

for drum Z

= Selenium
on ; &
aluminum Ner?ithly ?
drum charge Corotron
toner for paper
First stage: Second stage: Third stage: Fourth stage:
Charging Positive image Toner attracted Toner pulled
the drum made on drum to image from drum by
highly charged
paper
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Dodatno: R,

» Namesto amorfnega selenija se v modernejsih fotokopirnih :—:—-'TF- ~:::_-_ '_'-:;: [ -
napravah (in laserskih printerjih) uporablja organske e SSSOSSOT"S o
fotoprevodnike (OPC), ki se jih da laZje nanesti na manje EOSIESEE B
povrsine kot amorfni selenij. S tem se lahko zmanjsa velikost ™ cweig P .
naprav. = ~— E:'_::"'

» Podobno kot fotokopirni stroj deluje tudi laserski printer, le » iaga Enfler
da v tem primeru laserska svetloba osvetli negativno naelektren P e
valj in odstrani naboj tam, kjer naj se nanese barva. Negativno | i
naelektreni delci iz tonerja se nanesejo le na delih, kjer ni naboja b e in nato

enako zapecejo kot pri fotokopirnem stroju.

» Amorfni selenij (a-Se) se uporablja tudi v druge namene, na primer kot detektor X-Zarkov, ki ob naletu
v plast a-Se izgubijo del energije, ki se prenese na elektrone v valenénem energijskem pasu. Ti
pridobijo dovolj energije, da »preskocijo« v prevodni pas. Ce je plast a-Se izpostavljena elektri¢cnemu
polju (z napetostjo med dvema elektrodama), se elektroni premaknejo proti + elektrodi in jih zaznamo
kot elektri¢ni tok. Fotoprevodne materiale uporabljamo tudi v napravah/elementih kot so infrardeci
detektorji in videokamere.

» Tudi dolodeni brizgalni tiskalniki (ink jet printers) uporabljajo elektrostati¢no polje za usmerjanje
kapljic na papir. Bolj pogosto se sicer dandanes uporablja piezoelektri¢ni princip, ki na nek nacin tudi
spada v podrocje elektrostatike, saj pri priezoelektriku izkoris¢amo lastnost dolocenih
(piezoelektricnih) materialov, da se pod vplivom elektri¢ne napetosti deformirajo in tako delujejo kot
aktuatorji.
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ZvezamedEinV m
11.Zvezamed EinV

Vsebina poglavja: povezava med elektricno poljsko jakostjo in potencialom, smer polja v smeri
zmanjSevanja potenciala, gradient polja, izracun gradienta v razli¢nih koordinatnih sistemih, ocena
velikosti polja glede na porazdelitev potenciala (ekvipotencialnih ravnin).

IZRACUN ELEKTRICNE POLJSKE JAKOSTI IZ POTENCIALA IN OBRATNO

Ce poznamo porazdelitev elektri¢nega polja v prostoru, lahko z integracijo polja izracunamo potencial
v poljubni tocki (definicija potenciala):

T(V=0)

V(T)= j E.dl . (11.1)
T

Vprasajmo se, ali lahko tudi iz znane porazdelitve potenciala dolo¢imo elektriéno polje? Odgovor je
seveda pritrdilen, uporabiti pa je potrebno nasprotno operacijo od integracije.” Najprej zapisemo
diferencial potenciala kot dV = —E-dl . Vzdol? ekvipotencialne ploskve je elektri¢na poljska jakost
enaka ni¢. Torej mora biti (je) elektri¢na poljska jakost pravokotna na ekvipotencialne ploskve:"

E=6E, :—enﬂ,
on

(11.2)

kjer je €, normala na ekvipotencialno ploskev. oy

Slika 11-1: Elektri¢na poljska jakost kaZe v smeri
upadanja potenciala in je torej pravokotna na
ekvipotencialne ravnine. Polje je vedje, kjer so

ekvipotencialne ploskve bolj zgo$cene.

X
* Iz matemati¢nega priroénika lahko ugotovimo sledeco zvezo: d—j f (t) dt=f (X) Glede na definicijo potenciala bi
X
0

T N N T av
lahko pisali tudi V (T) = — I E-dl =- I (Ex-dx+E -dy+E -dZ),odkodersIedi E,=——.itd.
Y ‘ OX
T(V=0) T(V=0)
0 d
* a_ ponazarja parcialen odvod po x-ju. Razlika med totalnim odvodom d_ in parcialnim je v tem, da pri parcialnem
X X

odvodu odvajamo izraz parcialno, torej le po eni spremenljivki (v konkretnem primeru po x-u), vse ostale spremenljivke pa
so v smislu odvajanja konstante.
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Ce Zelimo ugotoviti velikost polja v smeri koordinat, uporabimo parcialno odvajanje po posameznih
koordinatah:

e
OX

g, =N (11.3)
oy

Y
oz

Ce zdruZimo posamezne komponente polja v vektor elektricne poljske jakosti, ga v kartezi¢nih
koordinatah zapisemo kot”

= oV oV oV
E=(E.E, .E)=—| — —.— | (11.4)
OX oy oz
Za cilindri¢ni koordinatni sistem velja E=(Er,E¢,EZ)=— a—v,a—v,a—v ) (11.5)
or r-op oz

= ov oV oV
Za sferi¢ni koordinatni sistem velja E = ( E, E, E(P) = —[ j . (11.6)

or 'r-09 rsin(9)og

Slika 11-2: Vedja gostota ekvipotencialnih ravnin pomeni vedjo elektri¢no polje na tistem mestu, oziroma,
zgoS§cenost ekvipotencialnih ploskev je merilo za velikost polja. Ocenite velikost in smer elektri¢ne poljske
Jjakosti v tockah A, B, C, D.

*

~ oV oV oV — 0 0 0

Enatbo E=—| —,—,— | lahko zapiemo tudi kot E=—| —,—,— [V, kjer zapis v oklepaju
ox oy oz ox' oy o

imenujemo operator odvajanja, ki ga imenujemo nabla in piSemo s simbolom ?ali pa z imenom grad (za

gradient). Zvezo med potencialom in poljem lahko torej zapisemo kot E =W =—grad(V). Gre torej za

operator, ki skalarnemu polju priredi vektorsko na tak nacin, da kaze v smeri zmanjSanja potenciala, po velikosti
pa je enak (krajevni) hitrosti spreminjanja potenciala.
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Primer izracuna elektricne poljske jakosti iz poznane porazdelitve potenciala:
vV,
Elektri¢ni potencial v prostoru je doloen z enatbo V(X Y,2)= 4? Xy _3F Z" . Dolo¢imo

elektricno poljsko jakost v poljubni tocki prostora ter v tocki T(1 m, 2 m, 3 m).

Izradun:
oV V
E =-"" - 4~
X OX m? y
S
oy m
oV Vv V
E =——=-(-23—2)=6—12
‘ 0z ( m? ) m?

E(x,y,z) =(-4y,—4x, 62)ml in E(Lm,2m,3m)=(-8, —4,18)%.

2

Slika 11-3: Elektri¢na poljska jakost kaZe smer in hitrost upadanja potenciala. Primera polja klinaste

elektrode ob ravni elektrodi in polja med ravnima plo§¢ama. Na levi sliki so poljeg vektorjev polja prikazane
Se ekvipotencialne ravnine ter potencial v barvni lestvici. Na desni sliki pa so zaradi lajega opazovanja
vektorji polja normirani, velikost polja pa prikazuje barvna lestvica. Poleg tega so prikazane ekvipotencialne
ravnine.
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12.Gibanje nabojev v elektricnem polju

Vsebina poglavja: sila na naelektren delec v elektricnem polju, enacba gibanja, odklon
naelektrenega delca v elektricnem polju, energija delca med gibanjem, ohranitev energije,
primerjava med gravitacijsko in elektri¢no silo, eksperimentiJ.J. Thomsona s katodno cevjo.

Ce se naboj nahaja v elektriénem polju in ima mozinost gibanja, se giblje v skladu s silami, ki delujejo
na naboj. V splosnem velja enacba gibanja

ma=>F, (12.1)

kjer pod vsoto vseh sil uposStevamo elektricno, mehani¢no, kemicno silo itd. Mi se bomo predvsem
posvetili elektricni sili na naboje. V tem primeru gibanje naboja dolo¢imo z upostevanjem zveze:

ma = QE (12.2)
Pospesek a je vektor, ki ima tri komponente, in je enak ¢asovnemu odvodu hitrosti, ta pa ¢asovnemu
- d(dr =
odvodu poti, torej velja ma = ma(aj =QE(r,t) ali na kratko
mr =QE . (12.3)

V splosSnem moramo trajektorijo gibanja delcev dolociti s pomocjo reSevanja sistema treh
diferencialnih enacb. Pogosto pa je mogoce dolociti pozicijo delca z uporabo osnovnih zvez, kar bomo
prikazali kar na primeru.

Primer izracuna trajektorije gibanja naboja:

V homogeno polje 2000 V/m usmerimo elektron s hitrostjo 106 m/s, ki vpade preéno na smer polja.
Doloc¢imo odklon elektrona iz vpadne smeri po preletu polja za 1 cm.

Izradun: Elektron nadaljuje pot v smeri leta pred vpadom v polje s hitrostjo 10 m/s, za 1 cm poti pa

- X lcm -8 - . . . N .
potrebuje ¢asa t = —=— =10""S. Obenem v preéni smeri nanj deluje elektri¢na sila in torej
v, 10°m/s
‘E 1,6-10™ As-2-10° V/m
pospesek &, = Q. = = =3,52-10" m/s?, odklon v tej smeri pa bo enak
m 9,1.10™ kg

a t* 352104 m/s’ -(10*83)2
2 2

y= =17,58 mm.

Slika: Elektron prileti v elektri¢no polje in se
ukloni.

© D.K., 2019 103



Gibanje nabojev E

ENERGIJA DELCA MED GIBANJEM

In kako je z energijo tega naboja med gibanjem? Zgornjo enacbo integriramo v smeri poti in dobimo
TZ TZ
jma-dl :JQE-dI (12.4)
T,
Ce izvajanje poenostavimo le na gibanje v eni smeri (recimo X), se zgornja zveza poenostavi v

I dx = mj dv = mjvdv QIE .dl', iz ¢esar sledi

TE-TE=Q(V(M)-V(T,)), (125)

V splodnem pa bo v = (v? +v§ +V?). Ce to zvezo napi$emo nekoliko drugace, dobimo

2

2
%+QV (T) = %+QV (T,) oziroma

Wkin (Tl) +Wp0t (Tl) :Wkin (TZ) +Wp0t (I-Z) (12.6)

Enacbo preberemo kot: Energija se med gibanjem ohranja, se pa pri tem pretvarja iz kineti¢ne v
potencialno ali obratno.

Na naboj, ki se giblje v smeri polja deluje pospesek, torej se mu poveéuje/zmanjSuje hitrost in s
tem kineti¢na energija, hkrati pa se mu zmanjsuje/povecuje potencialna energija.

Primer izracuna pri preletu naboja:

Elektron prileti s hitrostjo 10° m/s v zaviralno homogeno polje, ki ga
vzpostavimo z napetostjo med vzporednima elektrodama oddaljenima
za 10 cm. Doloc¢imo potrebno napetost med elektrodama, da se bo delec ‘::..
ustavil na polovici razdalje med elektrodama.

2
mv.
Izracun: Na zacetku bo imel elektron le kineti¢no energijo Tl,

o

potencialna energija pa je enaka ni¢. Ko se elektron ustavi na sredini
med elektrodama, bo njegova kineti¢na energija enaka ni¢, potencialna

pa bo enaka Q—. Potrebno napetost torej dolo¢imo iz izenaditve

2
energij na zacetku in na koncu (ko se elektron ustavi na polovici razdalje med elektrodama je njegova
hitrost enaka nic):

mv? U 2 91.10%kg(10°m/s)’
L :Q_. Sledi: U= mvl = g( ) = ,69V
2 2 0

1,6-10™" As —
Vprasanje:
Zakaj je v konkretnem primeru razdalja med elektrodama nepomembna?

(631
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Kaj se »zgodi z elektronom po ustavitvi«? Odg.: Polje ga bo pospesilo nazaj in izstopil bo iz polja z
enako hitrostjo, kot je v polje vstopil.

PRIMERJAVA VELIKOSTI GRAVITACIJSKE IN ELEKTRICNE SILE
Kako velika je elektri¢na sila v primerjavi s silo gravitacije? Vzemimo kar prvi primer in primerjajmo
velikost sile polja in sile gravitacije, ¢e je elektron v polju 2 kV/m:

F, QE 16-10%.2:10°

e

F, mg 9,1.10°%.9,8

9

=3,59-10% .

Ugotovimo, da je v tipic¢nih primerih (Ze pri majhnem elektricnem polju) elektri¢na sila mnogo vedja
od gravitacijske.

* SIMULACIJE S PROGRAMOM EJSS

Program EJSS (Easy JavaScript Simulations) je (3T Charged Ball through _iolxl
posebno primeren za izdelavo preprostih Select experiment

simulacij, ki zahtevajo reSevanje diferencialnih |Attractive ring v
enacb. Na sliki je primer simulacije naelektrene t= 630,0ms
kroglice, ki pada skozi naelektren obro¢. V ﬁj_

osnovi gre za reSevanje diferencialne enacbe ng
(12.3), kjer je E polje v osi naelektrenega
obro¢a. Ob izvajanju opazujemo gibanje 16rr
naelektrene kroglice, silo med kroglico in
obro¢em ter energijo kroglice. Ce sta kroglica 2ony
in obro¢ nasprotno naelektrena, je med njima
priviatna sila, ki potiska kroglico v smeri 3ﬁ'o
obroca. Ko prileti skozi obroC je njena hitrost in
s tem kineticna energija maksimalna, ot @
minimalna pa je potencialna energija. Nato se

kroglica oddaljuje od obroca, nanjo zopet

deluje privla¢na sila, ki pa sedaj zmanjsuje

hitrost kroglice, poveCuje pa njeno potencialno

alily, d

1J C S S itacij 40,0
energijo. Ce upostevamo se gravitacijsko g, 50,0 [ e — -
potencialno energijo, mora biti vsota vseh oY% o0 o0 o
energij vedno enaka, kar vidimo tudi na sliki » | «| o %
desno. (zeleno - vsota energij, Crno - R ERERRERE
kineti¢cna  energija, rdece elektricng 2 Potforcevstime [ PlotForce vsdistance [v] Plot Energy vs fime

I
potencialna energija, modro - gravitacijska
potencialna energija). —
Konkreten primer je na strani 0% [= — = S ]
£ g / / / .
http://tinyurl.com/charge-falling , E//\__/ ’\_,/'\_//\_/ X//\//\_
0,5 ]

drugi primeri in razlaga uporabe programa
EJSS so na strani www.compadre.org pod
zavihkom OSP (Open Source Physics). Vecina
simulacij je v napisana v programskem jeziku
Java, datoteka ima obi¢ajno koncnico ‘.jar’.
Tako datoteko je potrebno najprej shraniti na "“\/\/\/\/\/‘\/\/
ratunalnik in nato pognati. Novejée simulacije ™ |
s0 napisane v programskem jeziku Javascript g 10 1t 12 2 14 18 6
in jih je mogoce izvajati direktno v brskalniku.
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PREBOJNA TRDNOST, PREBOJNA NAPETOST

V prostoru je vedno dolocena koli¢ina nabojev v obliki ionov ali
prostih elektronov. V kolikor na njih delujemo z elektri¢nim

poljem, se ti naboji gibljejo v skladu z enatbo F =QE . Tak
naboj v polju pospesuje in pridobiva kineti¢no energijo v skladu

z enatbo W, :IQE-E, ki jo za majhno razdaljo Allahko

zapiSemo kot AW,,, =QEAI . naboj pospe3uje dokler ne tr¢i z

in
drugim delcem. Povprecna prosta pot elektrona (pri zracnem
tlaku) je 10° m, iona pa 107 m (ker je ion mnogo vedji od
elektrona hitreje naleti na »oviro«). Ko tak naboj tréi z drugim
delcem (molekulo v zraku) lahko preda nakopiceno kineti¢no

energijo drugemu delcu. Ce je ta energija dovolj velika, lahko

elektron v drugem delcu pridobi dovolj energije, da se od delca
odmakne in postane prost. To energijo imenujemo ionizacijska in je priblizno enaka 5.107® J (cca 30
eV). Potrebna elektricna poljska jakost, da pride do ionizacije zraka je torej

W.
E e =%z~3-106 V/m . Elektriéni poljski jakosti pri kateri pride do ionizacije reéemo tudi
e

prebojna trdnost. Prebojna trdnost zraka je torej priblizno 3 MV/m. Ko je ta vrednost presezena,
pride do ionizacije nabojev, saj novo izbiti elektroni izbijajo nove elektrone ¢emur reCemo plazovita
ionizacija. Tak proces prikazuje slika na desni (Wikipedia), procesu pa re¢emo tudi Townsendova
razelektritev, saj se ta proces obicajno konca z razelektritvijo, pogosto v obliki iskre (npr strela). Lahko
pa je ionizacija tudi kontrolirana in jo uporabimo v koristne namene, npr. ionizator zraka.

Na podoben nacin pride do preboja tudi v Visualisation of a Townsend Avalanche

snoveh, le da zaradi mocnejSe vezave nabojev v

snovi in manjSega Stevila prostih elektronov Anode

pride do preboja pri visjih poljskih jakostih. VWAL ~

Prebojne trdnosti dielektrikov so tako obi¢ajno 0CVoitage

Electric Source

vsaj en velikosti razred vecje kot je prebojna field -

trdnost zraka. Nacinov razelektritve v zraku je ¥ Crtgral sevaason ever

ve¢, najbolj tipine so grmicasta (na sliki) in Cithods

kronasta razelektritev. Prva je znacilna za [er

razelektritve na vecjih prevodnih telesih in druga
na konicastih predmetih.

Preberite si tudi clanek kolega Ivana BoZi¢a: Nevarnost elektrostatike v eksplozijsko ogrozenih
prostorih.
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* 2. EKSPERIMENT JOSEPHA JOHNA THOMSONA (1856 - 1940)

JJ Thomson je Nobelov nagrajenec za fiziko za leto 1906. Nagrado je dobil za odkritje elektrona, kar
mu uspelo z eksperimenti s katodno cevjo. V enem od teh eksperimentov je uspel odkriti, da so
elektroni negativno naelektreni, saj se odklanjajo v elektricnem polju vzpostavljenim med dvema
elektrodama, ki sta postavljeni precno na smer leta elektrona. Za razliko od drugih raziskovalcev, ki so
opravljali podobne eksperimente, je njemu leta 1897 to uspelo pokazati zato, ker je uspel zrak v
katodni cevi v zadostni meri razredditi (doseci dovolj nizek tlak), da se niso elektroni, ki jih je
nizstreljeval« iz katode (katodni Zarki), pred prehodom do fluorescenénega zaslona zadeli v molekule
zraka. V nadaljnjih eksperimentih je s kombinacijo delovanja elektricnega in magnetnega polja
ugotovil razmerje med maso elektrona in njegovim nabojem. Pokazal je tudi, da ima vodik le en
elektron. JJ Thomsonu pripisujemo izum masnega spektrometra, naprave, s pomocjo katere je
mogoce razpoznavati kompozicjo snovi iz razmerja med maso in nabojem (masni spekter).

DETECTION
Faraday

st 73
fdod

i

EA

ION SOURCE
— Beam focussing

lon accelerator
"~ Electron trap
ion repelier

Gas inflow (from behind) - -
lonizing fitament

Slika 12-1: Zgoraj: katodna cev, s pomodcjo katere je JJ Thomson dokazal obstoj in naravo katodnih Zarkov
(elektronov). Spodaj levo: koncept masnega spektrometra. Desno: v praksi masni spektrometer niti ni tako
majhna naprava niti enostavna za uporabo.
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* ELEKTROFOREZA

Gibanje naelektrenih delcev raztopini pod vplivom elektricnega polja imenujemo elektroforeza. Metoda se
uporablja na podrocjih kot so biokemija, imunologija, genetika in molekularna biologija. Omogoca separacijo
(locevanje) delcev kot so proteini, DNA in druge biokemijske substance na osnovi velikosti, naboja in
hidrofobnosti. Za metodo locevanja proteinov s pomocjo elektroforeze je Arne Tiselius leta 1948 prejel
Nobelovo nagrado. Princip delovanja je pravzaprav preprost. Naelektren delec se v raztopini giblje pod vplivom
elektri¢cne sile F, = QE, pri ¢emer se obi¢ajno elektricno polje vzpostavi kar s prikljucitvijo napetosti U na
plos¢nem kondenzatorju. Za plo$¢ni kondezator dolZine L je polje E = % Nasproti elektricni sili deluje sila upora
tekocine, ki je odvisna od viskoznosti tekocine 1 in velikosti delca (radij R): Fy = —6mnRv, kjer je v hitrost
tekocCine. V ravnovesju sta sili enaki, od koder sledi hitrost gibanja delca v =67€%. Hitrost delca je torej
sorazmerna velikosti polja v = uE, kjer je u mobilnost delca. Vodikov ion ima mobilnost 36,23.10‘813—:,
natrijev, ki je mnogo ve¢ji, pale 5,19.1078 r:;—:, itd. Pogosto pri naelektrenih strukturah namesto fizicnega radija

delca upostevamo nek navidezni oziroma t.i. hidrodinamski radij, ki je vecji zaradi vpliva drugih nabojev v
raztopini.

Morda najbolj znana uporaba principa elektroforeze je gelska (gel) elektroforeza, ki je namenjena locevanju in
analizi makromolekul (DNK, RNK, proteini) glede na velikost in naelektrenost (naboj). Manjse molekule se
gibljejo v gelu hitreje kot velike. Na sliki vidimo, kako se obarvani deli DNK porazdelijo glede na Stevilo baznih
parov (bp). Najdlje pridejo DNK deli z najmanjsim Stevilom parov. Vidna je tudi razlika v DNK sekvencah pri treh
razlicnih vzorcih.

B Al " R —
oo, | D D .
Relationship betwoen DNA
1,000 b - - - - Fragment Stze and Distance
we | WS W £ |
oo | ] §
e .. z
o= ] ]
<
o by T = :
=
<) b —_— Distance Migratad
X0 tp —_ —

V resnici je obravnava gibanja nabojev v raztopini zaradi

vpliva okoliskih nabojev. Naelektren delec (ali telo) v b e 9 - e ® = e
raztopini privlaci nasprotno naelektrene delce (ione), ki o .2 ° Surace cnare i0stis)
zastrejo naboj na telesu. To prikazuje slika na desni (Wiki). @ %  stem Lager ®
Nasprotno naelektreni delci oblikujejo tako imenovano s @, SR AN
dvojno plast (double layer), kjer prvo plast oblikujejo e @ ° »3 °

naelektreni delci iz raztopine, ki se zaradi elektro- @ @ e
kemijskih sil tesno prilegajo povrsini naelektrenega - : .
osnovnega delca, drugo plast pa Sibkeje vezani delci. Ce bi ' & :

imeli en sam naelektren delec, bi se po teoriji njegov s @ ® l’b”:ml
potencial z oddaljenostjo od centra manjsal inverzno #

proporcionalno odaljenosti (V = 4:7). Ker pa imamo v ” ® N
okolici naboja (telesa) Se porazdeljen naboj, ki senc¢ni le-tega, je potrebno resiti Poissonovo enacbo (glej
poglavje Poissonova in Laplaceova enacba). Za 1D porazdelitev pisemo g = _srLeo’ kjer je p gostota

naboja, ki pa ni konstantna, pa¢ pa je odvisna od potenciala. Analiticna resitev te enacbe je mogoce le ob
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dolo€enih poenostavitvah. Poljak Smoluchowski je postavil teorijo elektroozmotskega gibanja nabojev v
raztopini ponazorjeni z modelom dvojne plasti in pokazal, da je mobilnost takega delca odvisna od viskoznosti
tekocine 7, relativne dielektri¢nosti ter t.i. zeta potenciala {, ki je potencial na meji Sibko vezanih nabojev

(slipping plane) u = ? . V elektrokemiji se pogosto uporablja posebne naprave, ki merijo zeta potencial —

obicajno posredno, iz merjenja mobilnosti, to pa se obi¢ajno dolo¢a z merjenjem odboja (laserske) svetlobe od
delceyv, ki se gibljejo v elektricnem polju. Zeta potencial je pomemben parameter za predvidevanje odbojnih ali
privlaénih sil med delci v suspenziji. Ce je zeta potencial majhen (recimo manj kot 25 mV), pomeni, da je
odbojna sila med delci premajhna in se bo mnofZica takih delcev aglomerirala. Ce je zeta potencial velik, bo
delec stabilen. Zeta potencial je mogoce spreminjati s spreminjanjem pH raztopine ali dodajanjem elektrolitov.

Ce ne gre za gibanje posameznih nabojev v raztopini paé pa za premikanje celotne tekodine pod vplivom
elektricnega polja, govorimo o elektroozmozi. Zanimiv primer uporabe so npr. mikrocrpalke, ki delujejo na
principu elektroozmoze. Med elektrodama v tanki cevki oz. kanal¢ku, izdelani z MEMS tehnologijo, se vzpostavi
elektri¢no polje. To polje deluje na naboje, ki se vzpostavijo na dvojni plasti med raztopino in povrsino kanala.
Pomikanje Sibko vezanih nabojev v dvojni plasti povzroci gibanje celotne tekocine. Slika levo spodaj kaze
osnovni princip delovanja elektroozmotske c¢rpalke, na desni pa je primer integracije take crpalke s CMOS
tehnologijo za izdelavo t.i. Lab-on-a-chip naprav.

I Micromech. Microeng. 18 (2008) 02500
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13.Elektricni dipol

Vsebina poglavja: polarizacija prevodnika (snovi) v elektricnem polju, elektricni dipolni moment,
polarne in nepolarne snovi, dipol v homogenem in nehomogenem polju, potencial in polje v okolici
dipola, navor na dipol.

Elektricni dipol je en pomembnejsih elementov v teoriji elektricnega polja. S tem konceptom
(elementom) med drugim lahko razloZimo vpliv in delovanje elektricnega polja v snovi, dolo¢imo vpliv
elektricnega polja na zasuk ali premik atomov ali molekul ali pa ponazorimo delovanje antene.

ELEKTRIENI DIPOL

Spomnimo se poglavja o prevodniku v elektriécnem polju. Ce nevtralni prevoden delec postavimo v
elektri¢no polje, pride v prevodniku do prerazporeditve naboja, pri cemer se elektroni premaknejo
(zamaknejo) v nasprotni smeri polja. Ti zamiki potekajo toliko ¢asa (pa vendar zelo hitro), da se v
notranjosti prevodnika vzpostavi polje, ki je enako ni¢. Prevodni delec tako dobi enovit potencial.
Presezek pozitivnega naboja na enem koncu prevodnika lahko konceptualno zdruzimo v pozitiven
tockast naboj, presezek negativnega pa v negativen tockast naboj. Ta naboja sta razmaknjena za neko
fiksno razdaljo, ki jo lahko opisemo z vektorjem, ki kaze od negativnega v smeri pozitivhega naboja.

Elektri¢ni dipol definiramo kot dva nasprotno predznacena tockasta naboja razmaknjena za

razdaljo d.
1
; -Q
) =)
r F P E
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Slika 13-1: Na prevodnem telesu v elektricnem polju pride do prerazporeditev naboja (levo), kar lahko
ponazorimo z dvema tockastima nabojema +Q in —Q povezanima s fiksno razdaljo d (sredina), to pa poveZemo
s konceptom elektri¢nega dipola (desno).

ELEKTRICNI DIPOLNI MOMENT

imenujemo produkt naboja Q in vektorja CT, ki je distan¢ni vektor od naboja —Q do naboja Q in ga
zapisemo s simbolom P :

p= Qa (13.1)

Enota elektri¢nega dipolnega momenta je " Cm

Pozor: Velja opozoriti, da je smer vektorja d ravno nasprotna smeri polja, ki ga povzroc¢ata naboja in
je torej definirana od minus naboja v smeri plus naboja.

* Pogosto, posebno v elektrokemiji, se uporablja za enoto elektricnega dipolnega momenta tudi D (Debye). Velja

1D= 3,33~1O'33C-m . To omogoca tudi »lepSe« zapise dipolnih momentov molekul. Npr. dipolni moment vode je
p(H,0)=1,85 D, p(HCl)=1,08 D, itd.
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Primer izracuna dipolnega momenta:
Vzdol? daljse osi ovalnega prevodnika dolZine 5 mm se prerazporedi 10'° elektronov. Ponazorimo
prevodnik v obliki elektri¢nega dipola in ocenimo njegov elektri¢ni dipolni moment.

Izradun:
p=Qd=10"-1,6-10"°C-5-10°m=8-10"°C-m.

Primer izracuna dipolnega momenta: &

V molekuli NaCl (sol) je razdalja med Na in Cl ionom 0,6 nm. | | ) ’

Izra€unajmo elektricni dipolni moment molekule NaCl.
lzradun: p=Qd =1,6-10°C-0,6-10°m~10%C-m

POLARNE IN NEPOLARNE MOLEKULE

Znotraj molekule vodikovega fluorida
(HF) atom fluora mocneje privlaci
elektrone, ki se zato bolj zadrZujejo v
molekule. Tako polarna kot nepolarna molekula je elektricno  njegovi okolici. Ima dipolni moment

nevtralna v smislu, da ima enako $tevilo negativnih kot pozitivnih i 1,86D.

Slika 13-2 prikazuje vpliv polja na polarne in nepolarne

nabojev. Je pa pri polarni molekuli ta naboj Ze v osnovi
neenakomerno porazdeljen, kot na sliki desno kaze primer L D
porazdelitve naboja v molekuli vodikovega fluorida (HF) in A A

D
’_ - . *,‘
- ™

molekuli vode (H,0). Dipolni moment nepolarne molekule, ki ni
izpostavljena zunanjemu elektricnemu polju je tako enak nig,

polarna molekula pa ima dipolni moment tudi ¢e ni izpostavljena | Molekula vode ima neenakomerno
X . . . . . porazdelitev pozitivnega in negativnega
zunanjemu elektricnemu polju. Ce molekulo izpostavimo | naboja. Elektronegativnost kisikovega
atoma je 3,44, vodikovega pa 2,22. Dipolni
moment vode je 1,84 D = 6,7 103°Cm.
obeh primerih. Nekateri atomi imajo vecjo tendenco, da i http://byjus.com/physics/dielectric-
material-and-dipole-moment/

zunanjemu elektricnemu polju, se njen dipolni moment poveca v

privladijo elektrone, kar imenujemo elektronegativnost”. V kemiji

pogosto namesto enote za dipolni moment Cm uporabljajo
enoto D(ebye) (1 D = 3,34.103° Cm).

a) b) .
entle 3 6 :
mo]dglld ¥ ” 0; n i z
v polju ¥ =4 | == " 1 :
) 3 |+ ; + ¥ - 2 I H+
+ =~ - 3
+ 2 25 3
polarna lama
molekula b
predstavitey P ;
kot el. dipol P e '
N v v v - v - \

* Elektronegativnost je nekoliko bolj bolj kompleksen pojem, saj ni odvisen le od atoma samega, pa¢ pa tudi od
molekule katere del je. Obstaja vel tabel elektronegativnosti, osnovna je t.i. Paulingova tabla
elektronegativnosti (wikipedia), ki je bil tudi zacetnik teorije elektronegativnosti (1932), s pomocjo katere je
razlagal sile pri kovalentni vezi. V sploSnem se elektronegativnost atomov veca od leve proti desni strani
periodne tabele elementov. S pojmom elektronegativnosti je mogoce pojasniti in razlikovati kemijske vezi kot
so ionske, kovalentno polarne ali kovalentno nepolarne. Nasprotno elektronegativnosti je elektropozitivnost.
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Slika 13-2: a) polarna molekula ima dipolni moment tudi ko ni izpostavljena elektricnemu polju. Ko je
izpostavljena polju se dipolni moment se poveca. b) nepolarna molekula izven polja nima dipolnega momenta,
v zunanjem elektri¢nem polju pa se polarizira.

DiIPOL V ELEKTRIENEM POLJU

Na elektri¢ni dipol v elektricnem polju deluje elektri¢na sila, ki je enaka

F= IfQ + If_Q =Q- EQ +(-Q)- E_Q = Q-(EQ — E_Q). Ce je polije homogeno, je E,=E, in
skupna sila na dipol je enaka ni€. Deluje pa sila na oba naboja dipola v nasprotni smeri, tako, da bo
delovala z navorom na dipol v taki smeri, da bi dipol usmerila v smer polja. Ce pa je polje
nehomogeno, na dipol deluje poleg navora tudi premikalna sila, ki je razli¢na od ni¢ in deluje v smeri
vecjega polja. Te sile so obicajno zelo majhne, kljub temu pa jih je mogoce koristno izrabiti.

I
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Slika 13-3: Dipol v homogenem (a) in nehomogenem (b) polju ob vzpostavitvi polja (levo) in po premiku
zaradi delovanja elektric¢ne sile (desno). V primeru homogenega polja pride do rotacije dipola, v primeru
nehomogenega polja pa do rotacije in translacije.

Navor na elektri¢ni dipol v magnetnem polju dolo¢imo s pomocjo enacbe (»rocica x sila«):
M=rxF (13.2)
Navor na pozitivni in negativni naboj je
cd - od o d - o-d .. Qd . .
M :EX FQ +7X F,Q :EXQEQ +7X(—QE7Q) :7X(EQ + E—Q) .
Ce upostevamo kratko razdaljo med nabojema, lahko smatramo, da je polje na pozitivni naboj enako

polju na negativni naboj (lokalno homogeno polje) in navor na dipol bo enak M = an E= p x E.

Ponovimo rezultat: navor na dipol je enak vektorskemu produktu elektricnega dipolskega momenta

in jakosti polja. Rezultat je vektor, ki opisuje smer vrtenja.
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M =pxE| navornaDIPoL (13.3)

Absolutna vrednost navora je ‘M‘ = ‘B‘ ‘E‘sin o ali M = pEsina, kjer je a kot med vektorjema p in E.

Izra€un navora na elektricni dipol v elektricnem polju:

200

Potencial se spreminja vzdol? X osi v skladu z enatbo V =7V'm. Pri x = 1 cm se nahaja

elektri¢ni dipol z momentom P =10"°(1,2,0) Cm . Dolo¢imo navor na dipol.

Izradun: Elektricno polje ima le komponento v smeri X  osi, ki je
V 1 200V 2 Vv
E =2~ o0ovm 2| 1|2V - 1 em e polie E, =2 v.m =2.10° Y,
OX OX \ X X lcm m
navor paje
e ey €
VR = -6 6 V sC,6V
M = p><E=(1,2,0)10 C/mx|2-10°—,0,0 |=|1 2 0}10°—10 —=(0,0,—4)Nm.
2 0 O

POTENCIAL V OKOLICI ELEKTRICNEGA DIPOLA

Potencial v okolici elektricnega dipola ni tezko dolociti, saj gre za vsoto dveh potencialov, potenciala
od pozitivnega in od negativnega naboja.

+C i
NT) V(T)

A }' /'

~J
=~

/ d  r-r.=d cosd

Slika 13-4: Slika za izracun potenciala elektri¢nega dipola v tocki T.

V(T)= Q _ Q _ Q LN

dng,r; Amg,r, 4mneg, nf,

(13.4)

Ce je razdalja med nabojema dosti manj$a od razdalje do tocke T, lahko smatramo, da je nr, = r2in

r, — 1, = d cos(:9) . Ena¢bo torej lahko zapisemo v obliki

_ Qdcos($)  pcos(9)

2 T 2
4neg,r dne,r

Vv (T)

(13.5)

Pogosto se zgornjo enacbo zapise tudi v obliki
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p-r
V()= 13.6
™ 4ngor3 (13.6)
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ELEKTRICNO POLIJE DIPOLA

Elektricno polje bi lahko dolocili s preprostim sestevanjem (superpozicijo) prispevkov obeh nabojev.
Ker pa je polje vektor, bi imeli nekoliko vec dela kot pri seStevanju potencialov. Bolj elegantna pot je s

. . e N oV oV o .
pomocjo gradienta polja, saj velja E =—| —,——,—— | oziroma v sferi¢nih koordinatah
oX oy oz
~ V 1oV 1 V
E=(E,E,E,)=— NIN 1 N) (137)
or r o8 rsing op

Z vstavitvijo enacbe za potencial dipola (13.5) v (13.7) dobimo komponente elektri¢ne poljske jakosti
v okolici dipola:

E, = _oV _ &5(‘? (13.8)
or  2mg,r
oV in(9
L= psin( 3) (13.9)
rog Amg,r
E =0. (13.10)

Ugotovimo lahko, da polje v oddaljenosti od dipola upada s tretjo potenco. (To je precej hitreje od
premega in tockastega naboja).

Slika 13-5: Ekvipotencialne ploskve (levo) in silnice (gostotnice) v okolici elektricnega dipola dobimo v
principu iz polja in potenciala dveh razmaknjenih enako velikih in nasprotno predznacenih nabojev. Na sliki
je primer vizualizacije s programom (online) na strani http://www.falstad.com/vector3de/. Ta omogoca Se tudi

prikaze Se drugih struktur v 3D. Oglejte si jih!
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NACIN IZRACUNAVANJA SILE NA DIPOL IZ SPREMEMBE ELEKTRICNE ENERGIJE

Podobno, kot smo poiskali zvezo med potencialom in elektri¢no poljsko jakostjo kot

T(V=0)
e V oV oV
V()= I E-dl=>E=- a—,a—,a— , lahko pokaZzemo tudi povezavo med energijo in silo,
T ox oy oz
saj velja

T=0) oW oW aw] (13.41)

wm= [ Fdi= E:-[—,—,—
T ox oy oz
Ta nacin je pogosto uporabljen tudi pri numeri¢cnemu racunanju, kjer izraCunamo porazdelitev polja,
potenciala in energije s pomocjo racunalnika. Za izra€un sile je potrebno izracun opraviti 2x, vsaki¢ na
tak nacin, da rahlo zamaknemo strukturo (v naSsem primeru dipol) za neko majhno razdaljo in vsakic¢
izracunamo polje in energijo. Silo pa nato izraCunamo kot diferenco

N

- [AW AW ij
_ _ (13.12)

F ) )
A Ay Az

* 1ZRACUN SILE NA DIPOL 1Z SPREMEMBE ELEKTRICNE POLJSKE JAKOSTI

Postavimo dipol vzdolz in v smeri X osi. Na de .

naboj —Q deluje polje E in torej sila —Q-E, . 7‘;{.\.) -0 }‘Q E(x+dx)

Na naboj +Q, ki je od —Q oddaljen za razdaljo < = >
dE 2

dx, deluje polje Ex(x+dx) oziroma E, + dXX dx,

E N
sila pa bo Q(EX +d—xdx). Ce je polje nehomogeno, se bosta polji razlikovali, torej bo na dipol
X

dE
delovala rezultanéna sila v smeri osi X, ki bo enaka F, = -QE, +Q(EX +d—xdxj, kar lahko pisemo
X

dE, .
tudi kot F, = Qdx = P——, kjer smo Q-dx zapisali z dipolnim momentom p. Enacba, ki smo jo

dx dx

zapisali velja le, ¢e dipol lezi vzdolZ X osi in nanj deluje polje v smeri X osi. V splosSnem je potrebno

upostevati moznost, da je lahko dipol usmerjen v poljubno smer. Torej bo potrebno silo na dipol v
smeri osi X izra¢unati kot

F = .E_{_ .dEX_|_ E (13.13)
« = Py dx py dy P, dz ’

in na enak nacin tudi sili v smeri osi Y in Z. V vektorski notaciji to obi¢ajno zapiSemo v obliki

fz(ﬁﬁ)ﬁ, (13.14)

. = (0 0 0
kierje V= —,—,—|. (13.15)
oX oy oz
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POTENCIALNA ENERGIJA DIPOLA

Tako kot ima tockast naboj v zunanjem polju doloéeno
elektrostati¢no energijo, jo ima tudi elektri¢ni dipol. Ce Zelimo .,
zavrteti dipol na katerega deluje zunanje elektricno polje,
moramo pri tem opraviti delo, ki se pretvori v potencialno
energijo. Sprememba potencialne energije za rotacijo za kot da
je dW =Mdea, kjer je M = pEsina . Ce zarotiramo dipol od
zacetne lege dipola, ki ga doloca kot a;, do koncne lege a,, je
pri tem sprememba potencialne energije dipola

W, —W, = IdW = I MdazJ. pPEsinada = pE(—cosa)= pE(cosa, —cosa,) . Ce vzamemo, da je

) o @
zaCetna potencialna energija W1 enaka nic pri kotu o, =mn/2 (dipol pravokoten na polje) , dobimo

izraz za potencialno energijo dipola W, = —pE cos«, , oziroma z zapisom s skalarnim produktom:

W=-p-E (13.16)
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14.0kovinjenje ekvipotencialnih ploskev

Vsebina poglavja: polje med okovinjenimi

ekvipotencialkami, potencial v okolici dveh premih q
nabojev, ekvipotencialne ploskve v okolici dveh

premih nabojev, dva prevodna valja priklju¢ena na

napetostni vir, ekscentricnost.

i y

V tem poglavju bomo spoznali pomen okovinjenja ekvipotencialnih ploskev, ki nam omogoca
pomembno analizo elektricnega polja v okolici prevodnih objektov. En pomembnejsih primerov je
analiza dveh ravnih naelektrenih vodnikov, kar je seveda primer dveh vodnikov priklju¢enih na
napetostni vir.

POLJE MED OKOVINJENIMI EKVIPOTENCIALNIMI PLOSKVAMI

Dosedanje ugotovitve: Ekvipotencialna ploskev povezuje tocke z enako velikostjo potenciala.
Povrsina prevodnika je ekvipotencialna ploskev. Celo ve¢, celoten prevodnik je na istem potencialu.
Obicajno risemo ekvipotencialne ploskve tako, da je med sosednjimi enaka potencialna razlika
(napetost). Hitreje, kot se krajevno spreminja potencial, vecja je elektri¢na poljska jakost. ZgoS¢enost
ekvipotencialnih ploskev nam torej nakazuje vecjo elektricno poljsko jakost na tem mestu. Velja
seveda tudi obratno: Vecje polje ima posledi¢no bolj zgoscene ekvipotencialne ploskve na tem
obmocju.

Vprasanje: ali se razmere (porazdelitev polja in potenciala) med dvema ekvipotencialnima ploskvama
spremenijo, ¢e ekvipotencialni ploskvi okovinimo, pri ¢emer okovinjena ekvipotencialka ohrani
vrednost potenciala ekvipotencialke?

Odgovor je NE, porazdelitev polja med okovinjenima ekvipotencialnima ploskvama se ne spremeni,
saj je kovina sama kot prevodnik tudi ekvipotencialna ploskev in ¢e ohrani potencial ekvipotencialke,
se razmere ne spremenijo. V nadaljevanju bomo to ugotovitev s pridom uporabili pri mnogih

problemih dolo¢anja elektri¢nega polja.

10V

NE)

Slika 14-1: Levo razmere pred okovinjenjem (S Sivo povrsino je nakazano podrodje okovinjenja). Desno:
razmere po okovinjenju. Razmere med ekvipotencialkama se ne spremeni, ce je le napetostna razlika med
okovinjenima ekvipotencialkama enaka kot je bila predhodno pred okovinjenjem.
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SISTEM DVEH PREMIH NASPROTNO NAELEKTRENIH NABOJEV

En pomembnejsih primerov, ki ima tudi precejSnjo prakticno uporabo, sledi iz okovinjenja
ekvipotencialnih ploskev sistema dveh premih nasprotno naelektrenih nabojev. Torej sistema dveh
vzporednih tankih enakomerno naelektrenih Zic.

Potencial v okolici enega premega naboja je

Tv=0) T(=0) q T(V=0)
V(M= [ Exdi= [ ¢ edr=
T

r r
4 2neg,r 2ms,

(14.1)

Ugotovimo lahko, da zaidemo v tezave, ¢e vzamemo, da je tocka, kjer je potencial enak nic¢ v
neskoné&nosti, saj iz enacbe sledi IN(e0) = o0. Torej bi bil potencial v neskonénosti neskonéen. Problem
je v tem, da imamo pri enem samem premem naboju opravka z enim samim neskoncno razseznim
elektricno nezaklju¢enim sistemom, kar pa v realnosti ni mozno. Nekaj, kar v realnosti ni mozno,
pogosto tudi v teoriji ne da smiselne rezultate. Temu problemu se ognemo tako, da obravnavamo
sistem dveh premih nasprotno naelektrenih nabojev.

NT)=?
T)=?

q,=1q 9.4
Slika 14-2: I§¢emo potencial v okolici osamljenega premega naboja (levo) in sistema dveh premih nabojev
(desno).

Vzemimo, da sta naboja poloZena na X osi simetri¢no na Y os in potekata vzdolz Z osi. Od Y osi sta
oddaljena za razdaljo s. Glej sliko. Potencial v tocki T, ki je od naboja g1 oddaljena za r1 in od naboja g2

za razdaljo r,, je sedaj vsota prispevkov obeh nabojev:
T(V=0) T(V=0)

V(r)_ In(r) _ 2 In(r) In(r)+(q£ %) v =0),

&y Ey

d,
—<_In(r
+2ne )

2

Ce velja g, =—0, =q je tretji €len v gornji enacbi enak ni¢ in potencial enak

V(T)=- d Inr, - — Inr, = Llnr—z.
2ne, 2ng, 2ng, N

Slika 14-3: Geometrija postavitve dveh premih nabojev za izra¢un potenciala v poljubni tocki.

Potencial v tocki T v okolici dveh nasprotno naelektrenih premih nabojev bo torej enak
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v(T)=—9_n| &
(T) — o POTENCIAL V OKOLICI DVEH PREMIH NABOJEV (14.2)
2mg, r

Sedaj lahko ugotovimo, da je potencial enak ni¢ v neskoncnosti (kjer je ri = r2), pa tudi vzdolZ Y osi (pri
x=0).

EKVIPOTENCIALNE PLOSKVE POLJA DVEH PREMIH NABOJEV SO KROZNICE (PLAgéI VALJEV)

Poskusajmo dolociti ekvipotencialne ploskve sistema dveh nasprotno naelektrenih premih nabojev.

Vep 215
. s . - q L . L _ 4 — Kk kier i
To pomeni, da is¢emo tocke, kjer je In| = —Vep oziroma =€ =K, kjer je Ve
&, n h

potencial ekvipotencialne ploskve.

Ce upostevamo, daje 17 = (x—s)* + y%in 1, = (x+5)* + y* dobimo

2 2
X—8)" +

u:kz in (X=8)>+y*=k*((x+5)*+Y?). Po preureditvi lahko enatbo spravimo v

(X+5)” +y?

obliko

(x— p)2 + y2 =r?.To je enatba za krog polmera r, ki je zamaknjen v X osi za p. S primerjavo enatb

dobimo
k?+1 2k s o

=———Sinr=——5 ter s’ = p?—r?. (14.3)

k?-1 k* -1 P

Primer dolocitve poloZaja ekvipotencialnih ploskev:
Pois¢imo potek ekvipotencialne ploskve s potencialom V =300 V za prema naboja (= £10 nC/m, ki

sta razmaknjena za 0,4 m.

lzraun: Dolo¢imo konstanti $=0,2m, k=e % =5,31. Sledi p =- 0,215 m in r = 0,078 m. Torej,
srediSCe ekvipotencialke se nahaja 0,215 m stran od sredis¢ne tocke med nabojema, polmer
ekvipotencialke pa je 7,8 cm. Pozitivni naboj je od centra ekvipotencialke oddaljen za 1,5 cm, kar tudi
imenujemo ekscentri¢nost.

% ekvipot_2preme.m
06 T T T T T T -

g=10e-9; s=0.2;
eps0=8.854e-12;

0.4r y Veq=[-300,-200,-100,0.001,100,200, 300];
%Veq=[300];

0.2 i for i=1:length(Veq)

k=exp(Veq(i)*2*pi*eps0/q);
/—\ /—\ p=-(kA2+1)/(k"A2-1)*s;
0 r=sqrt(p”2-sh2);
U U x=-5%5:0.01%*s:5%*s;
0.2+ . Ix=length(x);

y=sqrt(ones(1,Ix)*r*2-(x-ones(1,Ix)*p).2);
plOt(lele-Y); p|0t(x:ylx;'y);

@
@

0.4 .
axis([-3*s 3*s -3*s 3*s]); axis equal;
plot(-s,0,'0');plot(s,0,'0")

06 06 04 02 0 0.2 0.4 0.6 hold on

end

Slika 14-4: Ekvipotencialne ploskve izracunane pri vrednostih potenciala v = -300 v, -200v, -100v, 0 v, 100 v,
200 v, 300 v, za prema naboja ¢ =+10 nC/m.
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DVA PREVODNA VALJA ENAKEGA POLMERA PRIKLJUCENA NA VIR NAPETOSTI

Pravi pomen izra¢una potenciala v okolici dveh premih nasprotno naelektrenih nabojev dobimo Sele z
okovinjenjem ekvipotencialnih ploskev. Sele z okovinjenjem ekvipotencialk dobimo strukture, ki so
tudi v praksi zanimive. Ugotovili smo, da so ekvipotencialke za sistem dveh premih nabojev krogi
oziroma plasci valjev, kar pomeni, da je mogoce z okovinjenjem ekvipotencialk sistema dveh premih
nabojev izracunati polje in potencial v okolici dveh naelektrenih valjev.

Kaj je potrebno narediti? Obi¢ajno poznamo napetost med prevodnima valjema, polmer valjev in
razdaljo med valjema. Torej je potrebno iz znane napetosti in geometrije dolociti lokacijo dveh
nadomestnih premih nabojev in velikost naboja. Ko to dolo¢imo, lahko zelo preprosto dolo¢imo tudi
polje in potencial v okolici dveh naelektrenih valjev".

y=0V
U
v 2\\\

A p
X l’/ AN (1 \v‘l’/‘; 'I""’/ -(] ,/I/.\\ll
¢ /"‘ \|e /""

o >< < \L_)J =

d &

Slika 14-5: Ekvipotencialne ploskve v okolici dveh premih nabojev so plaséi valjev (v 2D kroZnice). Z
okovinjenjem plascev valjev dobimo realne strukture — npr. dvovod.

Napetost med dvema simetricnima okovinjenima ekvipotencialkama (povrsini valjev) je enaka dvojni
vrednosti potenciala ene od njih (na sredini med valjema je potencial enak nic):

. _ q r q s+d/2-r, .
U=V(T)-V(T)=2-V(1 in torej U=2 In—=2 In , kjer je r.
(T.) 2) ) ) 2ng, r 2ne, (S—d/2+l’O e

razdalja od -g do tocke, r. pa razdalja od +g do tocCke. Z upoStevanjem parametrov na sliki je

U9 s+d/2-r,
ng, \s—d/2+r,

], kjer je ro polmer valja, d razdalja med geometrijskima sredis¢ema valja,

s pa razdalja od sredis¢a med nabojema do nabojev £(. V primeru okovinjenja ekvipotencialnih

ploskev torej upoStevamo zamik naboja glede na geometrijsko sredis¢e ekvipotencialke. Za

ekvipotencialko, ki je povrina valja, vela P=— in r=r,. To vstavimo v zvezo S*= p°—rZin
2 0

dologimo s kot S =4/(d/2)*—r’ . Iz te enatbe torej lahko dologimo lego naboja, ki predstavlja v

primeru dveh prevodnih valjev le navidezni naboj znotraj valja. Zamiku nabojev glede na

* V resnici tega naboja ni, saj znotraj valja ni polja. Lahko pa analiziramo polje v okolici dveh valjev z dolo¢itvijo polja v okolici
dveh premih nabojev. Smiselne resitve so le v prostoru zunaj in na povrsini dveh valjev. Znotraj prevodnih valjev je pac polje
enako nic.
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geometrijsko sredi¢e valjev pravimo tudi ekscentriénost in je podana kot €=d/2-S. Z

d—/d?—4r}
—

Postopek izracunavanja je torej sledeé¢: Ce poznamo geometrijo in napetost med dvema prevodnima

upostevanjem zgornje enacbe je € =

valjema, lahko lego nadomestnih premih nabojev dolo¢imo s pomocjo zveze

d—./d*—4r?
S=1Kd/$2—r2,aHnMie=————E———L. (14.4)

kjer je s razdalja od sredis¢a med valjema (kjer je potencial enak nic¢) do lege (navideznih) nabojev.
Velikost naboja pa dolo¢imo iz enacbe za napetost

q s+d/2-r,
U=—-In : .
&, (S—d/2+r0 (14.3)

Primer dolocitve lege in velikosti navideznih nabojev za dva prevodna naelektrena valja::
Naelektrena valja polmera 4 cm sta razmaknjena za 10 cm. Med valjema je napetost 20 kV. Doloc¢imo
lego in velikost navideznih nabojev.

2
lzradun: d =10 cm+2-4cm=18cm. s=,/(d/2)* -7 = (%?j-—42un;8imcm.

20 kvV=-39"1n

TE,

8,06-9+4

Dolo¢imo Se polje na sredini med valjema:

8,06+9-4 .
(;j, od koder sledi 0 = 3,833 107 C/m.

-7
Eog 0 o 38810 OM_ 10y,
2ng,S 1&,8,06-10"m =————
In kolikSno bi bilo za primerjavo polje med ravnima plos¢ama razmaknjenima za 10 cm in
U 20kV

priklju¢enima na napetost 20 kv? E :E = =200kV/m . ugotovimo, da je polje na sredini

0,Im
med valjema manjse od polja enako razmaknjenih vzporednih plos¢. Je pa zato vecje polje na povrsini
valjev. Dolocite ga sami!

s x 10°
x 10 1 T
15 T T T
1
0.5 -
> 05 E
= >
8 - 0
5 0 o ﬁ (—/
3] o
] o
o 05
-0.5- -
-1
-1.5 £ L L -1 r r r
-1 -0.5 0 0.5 1 -0.4 -0.2 0 0.2 0.2
Razdalia / m Razdalia / m

Slika 14-6: Izracun potenciala in polja vzdolz osi X za dva prema nasprotno naelektrena naboja .
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Druge strukture, ki jih lahko analiziramo z okovinjenjem ekvipotencialk dveh premih nasprotno
naelektrenih nabojev:

a) dva valja z razlicnima polmeroma
b) en valjv drugem (koaksialni kabel z ekscentrom)
¢) valj nad prevodno ravnino — zemljo
Posebno zanimiv je tretji primer, primer valja nad zemljo. Gre namrec¢ za pomembno strukturo, ki jo

pogosto sreCamo v nasem vsakdanu in je za elektrotehnika Se posebno zanimiva — za daljnovodno
Zico nad zemljo. To bomo obravnavali v posebnem (naslednjem) poglavju.

U

(D | )
N § \_ 4

Slika 14-7: Strukture, katere lahko analiziramo s pomodjo okovinjenja ekvipotencialk dveh premih nabojev:

c)

a) dva prevodna valja razli¢nih polmerov, b) koaksialen kabel 7 ekscentrom, c) prevodni valj pred prevodno
ravnino/zemljo.

/
\ = i
Y \, !I
/
\ !
\ il'
f
J
e =
1 I|
/ 1
/ 1
¢ J \
/"
/ LY
/ \
b= s
% 07

Slika 14-8: Ekvipotencialne ploskve in polje dveh nasprotno naelektrenih valjev (vodnikov).
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15.Metoda zrcaljenja

Vsebina poglavja: Valj nad zemljo 2z upostevanjem

ekscentricnosti, daljnovodna vrv nad zemljo (zanemaritev
ekscentricnosti), polje in povrSinska gostota naboja na
povrsini zemlje, analiza sistema vrvi nad zemljo,
kapacitivnost med vrvjo in zemljo, tockasti naboj ob
ozemljeni krogli.

V prejsnjem poglavju smo ugotavljali, da so ekvipotencialne  Metoda zrcaljenja se uporablia tudi v
ploskve v okolici dveh nasprotno naelektrenih premih  arhitekturi. Na sliki najnovejsa stavba nove
nabojev kroZnice oziroma pla&¢i valjev. Ena od kroZnic je tudi  Operne hise v Pekingu.

ravnina med nabojema, v obravnavanem primeru ravnina x =

0 (kroZnica z neskoncnim radijem). Tam je potencial enak ni¢. Obenem smo ugotavljali, da lahko
poljubne ekvipotencialne ploskve okovinimo in s tem ne spremenimo razmer (polja) med
okovinjenimi ploskvami. Ce je ena od okovinjenih ekvipotencialnih ploskev ravnina x = 0, lahko v tem
primeru prepoznamo moznost analize vodnika nad prevodno ravnino. Obi¢ajno smatramo, da je
zemlja dober prevodnik. V tem primeru lahko naelektrene valje nad zemljo (npr. daljnovodne vrvi),
smatramo kot valje nad prevodno ravnino. Take strukture analiziramo na nacin, da naboj zrcalimo
preko ravnine (zemlje), kjer pa »dobi« nasproten predznak.

telo s finksnim
povriinskim nabojem

a) b) c) d) e)

Slika 15-1: Zrcaljenje nabojev: a) premi naboj, b) prevodni valj ¢) tockasti naboj, d) dipol, e) povrsinski naboj.

PREVODNI VALJ NAD ZEMLJO (UPO§TEVANJE EKSCENTRICNOSTI)

Primer prevodnega valja nad zemljo obravnavamo z znanjem iz prejSnjega poglavja. V konkretnem
primeru okovinimo ekvipotencialko z radijem ro in drugo, ki ima neskonéen radij (ravnino v osi Y kjer
je potencial enak nic). Tudi ta primer lahko analiziramo z dvema nasprotno naelektrenima premima
nabojema. En od teh se nahaja »pod zemljo«, zato pravimo, da analiziramo primer naelektrenega
valja nad zemljo s pomocjo metode zrcaljenja. To pomeni, da moramo v primeru analize premega
naboja nad zemljo za izracun postaviti Se navideznega zrcalno na ravnino zemlje. Zrcalni naboj ima
nasproten predznak od tistega nad zemljo.
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Slika 15-2: Naelektren valj nad zemljo analiziramo s pomodjo zrcaljenja ekscentri¢no postavljenega premega
naboja in njegovega zrcalnega naboja.

Napetost med valjem in zemljo dolo¢imo podobno kot v prej$njem poglavju, le da je sedaj V (T,) =0

s+d/2-r,
s—d/2+r,

tem izrazom in napetostjo med dvema premima nabojema je le v »polovicki. Lego navideznega

naboja dolo¢imo enako kot v prejinjem poglavju: Sz«/(d/Z)z—l’2 , kijer je d/2 razdalja med

geometrijskim sredis¢em valja in zemljo, r, pa polmer valja.

in napetost med valjem in zemljo U =V (T) -V (T,) =V (T)) = 5 g In[ ] Razlika med
0

DALINOVODNA VRV NAD ZEMLJO (ZANEMARITEV EKSCENTRICNOSTI) *

Primer izracuna napetosti in polja daljnovodne vrvi:

20 m nad zemljo se nahaja daljnovodna vrv polmera 2 cm z nabojem g = 300
nC/m. Dolo¢imo napetost med vrvjo in zemljo, elektriéno poljsko jakost na
povrsini zemlje tik nad vrvjo ter povrsinsko gostoto naboja na zemlji.

. 2
+g .,/,, 2cm

/I; / r/ﬂ:r

(-q)
Slika 15-3:Daljnovodna vrv na zemljo: izracun polja in potenciala poteka s pomodjo zrcaljenja premega

o

naboja preko povrsine zemije.

lzradun: d /2=20,01m; s=,/(d 12)? - I’O2 =20,0099975 m . Ugotovimo lahko, da je razmik med
geometrijskim  srediS¢em vrvi in lego nadomestnega naboja prakticno zanemarljiv
e=d/2-s=(20,02-20,0099975)m=2,5-10°m. V tem primeru lahko ekscentri¢no
postavitev navideznega naboja zanemarimo in smatramo, da se navidezni naboj nahaja v
geometrijskem sredis€u valja (vrvi). Za zanemaritev ekscentri¢nosti mora veljati, da je razdalja od

vrvi do zemlje dosti ve¢ja od polmera vrvi: d >> 1. V praksi lahko ekscentriénost zanemarimo, &e je
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d >100r, . V primeru zanemaritve ekscentri¢nosti se poenostavi tudi izratun napetosti med vrvjo in

L y d/ e
zemljo, ki je ob upostevanju A =S:

u=—"1_ n(ﬁ] (15.1)
2, I

Izra¢unajmo napetost med vrvjo in zemljo v konkretnem primeru

_300-10°C/m In 40,04 m
2718,854-10?As/Vm

Dodatno: Dolocimo Se polje na povrsini zemlje. Upostevati je potrebno oba naboja — originalnega v

=41kV.

0,02 m

srediS€u vrvi in zrcalnega z nasprotnim predznakom. Polje na povrsini zemlje tik pod vrvjo je torej
vsota prispevkov obeh nabojev in je enako (glej Slika 15-3, desno)

-9
E= s, q -2:—éy300 107Cim _
2mggh ng,20 m

~§,540 V/m.

Koliko pa je povrSinska gostota naboja na tem mestu? Ugotovili smo Ze (glej en. (10.3)), da je na

povrsini prevodnika o = &,E,,, torejbo o =—4,77 10°C/m.

V poljubni tocki na zemlji je polje

o N q h . g-h
E=-€2-E  -cos(a)=-2-€ =€ ————
o "ome 2 A2 wg (04X

kjer je x razdalja do tocke na zemlji tik pod vrvjo.

To polje je najvecje na zemlji direktno pod vrvjo in se z oddaljenostjo manjsa.

2500 T T T
g=300e-9; h=20;
2000 epsO=8.854e-12;
for h=5:5:20
£ 1500 x=-40:0.01*h:40;
i E=g*h./(pi*eps0*(x.A2+h"2));
2 plot(x,E)
g 1000 hold on
end
xlabel('Razdalja / m');
500 ylabel('Polje / V/m');
0
-40 -20 0 20 40

Razdalja/ m

Slika 15-4: Elektri¢na poljska jakost na povrsini zemlje za razdalje od zemlje do vrvi 5, 10, 15 in 20 m za
naboj na vrvi 30 nC. Blifje zemlji kot se nahaja viv, vedje je polje tik pod vrvjo na zemlji.
Z integracijo povrsine pod krivuljo polja bi dobili enak rezultat za vse krivulje. Zakaj? Zato, ker je polje
na povrsini sorazmerno gostoti naboja o = &,E,, z integracijo gostote naboja po povrsini pa dobimo

celoten naboj, ki je po iznosu enako velik kot naboj na vrvi, le nasprotnega predznaka je. To je naboj,
ki se influira (elektrostati¢na indukcija) na povrsini zemlje kot posledica naboja na vrvi.
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KAPACITIVNOST MED VRVJO IN ZEMLJO

Pri konstantni napetosti med vrvjo in zemljo se naboj na vrvi spreminja v odvisnosti od viSine vrvi.
Blizje kot je vrv povrsini zemlje, vedji je njen naboj. In seveda obratno. Pri konstantnem naboju na vrvi
ugotavljamo spreminjanje napetosti z viSino vrvi. Zakaj je temu tako? Zato, ker bliZje, kot je vrv zemlji,
vecje bo polje in bolj se bodo na povrsini zemlje pod vrvjo zgostili (influirali) naboji nasprotnega
predznaka. Posledi¢no bo pri konstantnem naboju visja napetost med zemljo in vrvjo, pri konstantni
napetosti pa bo vedji naboj.

»
A Fy
+ \.J,_ \,..“ U
drl (
N v
77 7 7 "
JSSS S S ///{?

Slika 15-5:Kapacitivnost med vrvjo in zemljo.

Med nabojem na vrvi in napetostjo med vrvjo in zemljo velja linearna zveza:

_ u2
U= g In(d roJoziroma q=—n€0. (15.2)

2ne, I In d-r,
rO

Ce zapisemo celoten naboj na dolZini / vrvi, dobimo

_ U2ng, -
m(d—g]
r-O

Razmerje Q/U je konstantno. To konstanto imenujemo kapacitivnost. Kapacitivnost sistema vrvi

Q=ql (15.3)

nad zemljo je torej

Q 2l

C:—:—
U (d_%j. (15.4)
In
I’.0

V praksi pogosto za daljnovodne vrvi uporabljamo izraz za kapacitivnost na enoto razdalje,

2ne,

—| (15.5)
m[d—gj
r-0

c=CH:ﬂ=
U

© D.K., 2019 127



Zrcaljenje E

Doloc¢imo kapacitivnost daljnovodne vrvi na enoto dolZine za prejsnji primer (h=20m, ro=2cm, g =

300 nC/m):
c/1=3900CMm 2 5 oFim.
alky ==

Kapacitivnost smo izra¢unali iz poznanega naboja in napetosti med vrvjo in zemljo. Ugotovimo lahko,
da bi lahko kapacitivnost dolodili tudi direktno s pomocjo uokvirjene enacbe in da ni odvisna ne od
napetosti ne od naboja pac pa le od geometrijskih razmer, torej od razdalje od vrvi do zemlje in
njenega polmera. Kapacitivnost je torej geometrijsko pogojena. To bomo bolj natanéno obravnavali v
naslednjem poglavju.

RACUNANIJE POLJA IN POTENCIALA V OKOLICI DALINOVODNIH VRVI NAD ZEMLJO

Ugotovili smo, da lahko zaradi mnogo vedje razdalje med vrvjo in zemljo v V=2

+q o
primerjavi s polmerom vodnika zanemarimo vpliv ekscentri¢nosti. Tedaj je
d-r, | .

napetost med vrvjo in zemljo podana z enatbo U = g In[—0 . Ce d

2me, r / \ //
imamo opravka z ve¢ daljnovodnimi vrvmi, je potrebno upostevati potencial
posamezne vrvi, zato poglejmo, kako je sestavljen potencial ene same vrvi: (-0) ‘

_(I

V=U-= g In(d —ro)—Lm I,. Prvi &len predstavlja potencial, ki ga povzroda zrcalni naboj,
2ne, 2ne,

drugi ¢len pa je vpliv naboja na vrvi.

Obicajno zanemarimo tudi ro v primerjavi z d in dobimo

2ng, \ I

V-——E—Jnﬂgj=—Jl—m(d)—§£L—m(5), (15.6)

Prvi ¢len je potencial, ki ga povzro¢a negativni naboj na mestu pozitivhega od katerega je oddaljen za
razdaljo d. Drugi ¢len je potencial lastnega (pozitivnega) naboja. Da ne bi pri izracunu pozabili, da se
pozitivni predznak nanasa na razdaljo od negativnega naboja, lahko enacbo zapisemo tudi v obliki:

+q 1 —q 1)
V = In| = In| =
27, (ro j+ 27, (d ' (157)

Ce je vrvi ve¢, je potrebno seveda sesteti (superpozicija) vpliv vseh na vsako vrv posebej. Ce bi na

primer imeli nad zemljo dve vrvi, je potencial take vrvi prispevek stirih premih nabojev: lastnega in
lastnega zrcaljenega ter sosednjega in sosednjega zrcaljenega.
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Primer izpitne naloge (izpitna naloga 4.2.2005):

Vodnika simetri¢nega dvovoda dolZine 5 m leZita vzporedno nad U
ozemljeno prevodno plos¢o. Med njiju je prikljucen vir napetosti q r
U = 400 V. lzraCunajte naboja na  vodnikih. hI <
(h=3cm,d =6 cm, r =2 mm) V=0V
Izradun: Glede na prikljucitev vira sta vzdolini gostoti nabojev U
na vodnikih enakih absolutnih vrednosti, vendar nasprotnih v q -q \/{2{
predznakov, ((). Polje naboja ozemljene prevodne plo3ce hI ﬁ
dolo¢ata polji zrcalnih nabojev ((). Naboja Q,, ==ql V=0V
vodnikov (dolZine |=5m) doloa napetost vira, ki je enaka hI @ @
razliki potencialov vodnikov: U =V, —=V,. Njiju zapisemo kot d a
vsoto prispevkov dveh parov nabojev:

V, = q In9+ 4 2h S 2hd

2re, v 27, \J@2hy?+d? 278 ry(2h)? +d?

V. - q In r N q In\/(Zh)2+d2 _q In r\/(2h)2+d2 _ v

P 2re, d 27, 2h 271, 2hd '

U=V, -V, =2V, =9 jp—_2nd Q, =+ql == 7zlY =18,2nC.

7, ryf(2h)? +d?

Druge variante mozZnih izra¢unov:

- In(2hd/r\/(2h)2 +d2)

a) Dve vrvi sta prikljuceni na vir napetosti. Postopek izracuna: na eni
vrvi je pozitiven, na drugi pa negativnhen naboj enake absolutne
vrednosti.

b) Naboja na vrveh nista prikljuéena na vir napetosti. Postopek
izraCuna: v tem primeru sta naboja (lahko) razlicha tako po
predznaku kot velikosti.

c) Poleg drugih imamo tudi nevtrani vodnik. Postopek izraduna: na
nevtralnemu vodniku ni naboja. Vodnika na katerem ni naboja ne
zrcalimo.

d) Vodnik se nahaja v homogenem polju. Postopek izracuna: poleg
ostalih prispevkov je potrebno upostevati Se potencial vrvi zaradi
homogenega polja (Eh), kjer je h visina vrvi.

e) Zrcalimo tudi tockaste in druge naboje; zrcalni naboji imajo
nasprotni predznak.

Domaca naloga: kako izracunati polje
na zemlji tik ob stebru?
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ZRCALJENJE TOCKASTEGA NABOJA NA KOVINSKI KROGLI
Vzemimo dva tockasta naboja vzdolZ X osi. Potencial v tocki T je
V()= Q + Q, . (15.8)
Ang R, 4ngyR,
Poisc¢imo tocke (ekvipotencialno ravnino), kjer je potencial enak ni¢. Tedaj bo

V(T,) = Q + Q, =O:>ﬁ=—%. (15.9)

AregRy,  4ngyRy, Ry Q

Tudi pri razmerju dveh premih nabojev smo dobili, da je razmerje radijev konstantno, ekvipotencialne

ploskve pa so bile kroznice. V tem primeru je ekvipotencialna ploskev krogla s polmerom Ry, Ce je
Q> |Q,
Ce izenatimo potenciala v dveh razli¢nih to¢kah na krogli, dobimo enacbo za ekscentri¢no lego
naboja Q; znotraj krogle:

r2
q ( )
kjer je ro polmer krogle, d pa razdalja od sredis¢a krogle do naboja Qi. Poleg tega dobimo Se zvezo
d
med Q; in Qa: & =——\ (15.11)
Q K
0
e d .I'// ,/}\ .'4‘
W(T)=? 7€ N V=0
\ /A
, ) A
R : ! =0V e
AN <>
.Q : 0, I Q,’ ‘ V=0V
\\\‘ / i Q

Slika 15-6: Levo: Dva tockasta naboja imata ekvipotencialke, od katerih je ena krogla s potencialom nic.
Desno: To lahko izkoristimo za izracun polja, ki ga povzroca naboj (Q1) v okolici ozemljene krogle. To
analiziramo s pomodjo zrcalnega naboja, ki leZi ekscentricno od geometrijskega sredis¢a krogle.

Primer dolocitve sile na tockast naboj v bliZini prevodne krogle:

Doloc¢imo silo na tockasti naboj Q: = 10 nC, ki je oddaljen za 10 cm od prevodne ozemljene krogle
polmera 8 cm.

Izradun:

b (8cm)

=2 - "7 ~3556cm.
d 10cm+8cm ——

Naboj Q. moramo torej postaviti za 3,556 cm od sredi$¢a krogle v smeri naboja Qi. Po velikosti pa
mora biti
8cm

r-O
=-Q —-=-10nC- =-8nC.
Q=-Q d 10 cm

Sila med nabojema (hkrati tudi sila med prevodno naelektreno kroglo in tockastim nabojem) je

e e | | oo || 10nC(-8n0)

- 47rgor2|_

= =498 uN .
|4725,(d —€)?| | 472, (18 cm — 3,556 cm)? a
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16.Kapacitivnost

Vsebina poglavja: definicija kapacitivnosti, kondenzator, merjenje in racunanje kapacitivnosti, kapacitivnost

osnovnih struktur, zaporedna in vzporedna vezava kondenzatorjev, analiza vezij s poljubno vezavo
kondenzatorjev.

Kapacitivhost je nedvomno en pomembnejsih pojmov, ki jih v elektrotehniki zelo pogosto
uporabljamo. Zato si ga velja podrobneje pogledati in razloziti. V prejSnjem poglavju smo Ze spoznali
sorazmerje med koli¢ino naboja med dvema prevodnima telesoma in napetostjo med njima. Faktor
sorazmernosti imenujemo kapacitivnost. Ali z drugimi besedami: vecanje napetosti med prevodnima
telesoma povzroci sorazmerno povecanje naboja. V matematic¢ni obliki pa to zapiSemo kot

Q = C (VA _VB ) oziroma Q = CU , od koder je C = U (16.1)

_U
/
[ ‘ i
| U () o ¢
N
+Q
Slika 16-1: Kapacitivnost med dvema prevodnima telesoma.
KONDENZATOR KOT »KONCENTRIRAN« ELEMENT q‘
2o | s

Dve poljubni prevodni telesi lahko prikazemo kot elektri¢ni sistem, ki

ga imenujemo kondenzator. Kljub temu, da iz srednjesolske fizike
(elektrotehnike) Ze poznamo simbol za kondenzator, ga omenimo Se
enkrat. Simbol za kondenzator sta torej dve vzporedni enako dolgi

Hl

daljici, preéno na vodnika, razmaknjeni za malo razdaljo. Ce je med L N el
S . B i
telesoma priklju¢imo napetost U, se bo na telesu priklju¢enem na +

sponko vira nakopicil naboj +Q, na telesu priklju¢enem na negativno  Kondenzator, ki ga je patentiral Nikola

sponko pa naboj —-Q. Velja zveza *Q=CU. C imenujemo  Teslaleta 1896. Patent US567818.
kapacitivnost sistema, sistem, ki »shranjuje« naboj pa kondenzator. Enota za kapacitivnost je farad
(F), v ¢ast pomembnemu znanstveniku in raziskovalcu Michaelu Faraday-u. Pogosto tudi enoto za

dielektri¢nost vakuuma &, oznacujemo z enoto F/m.

Zanimivo je to, da na prvi pogled na kapacitivhost med dvema telesoma vplivata tako napetost, kot
tudi naboj na telesih, v resnici pa ni tako. Kapacitivnost med dvema prevodnima telesoma v zraku je
odvisna le od geometrijskih znacilnosti teles (oblike teles in postavitve)!!
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MERJENJE KAPACITIVNOSTI

Kako bi dolodili kapacitivnost med dvema prevodnima telesoma? Eksperimentalno bi to lahko naredili
tako, da bi ti dve telesi naelektrili z znanim nabojem in izmerili napetost, ki se pojavi med telesoma.

Kapacitivnost bi doloili iz razmerja C = U

Preprosti univerzalni merilni inStrumenti dolocajo kapacitivnost s pomocjo znanega tokovnega vira in

. d
merjenjem (Casovne spremembe) napetosti. Iz kontinuitetne enacbe Izd—?in Q=CU dobimo

i=Cdd—li.Z integracijo obeh strani dobimo Iidt :deU = iT=CU = C :E .

idealni kond.

realni kond

Slika 16-2: Univerzalni in§trumenti obi¢ajno omogocajo tudi merjenje kapacitivnosti. Pri tem skozi
kondenzator posljejo dolocen tok in ga s tem elektrijo. Kapacitivnost je sorazmerna éasu elektrenja in obratno
sorazmerna napetosti.

Pri elektrenju s konstantnim tokom je sprememba napetosti v doloéenem ¢&asu sorazmerna 1/C. V
primeru idealnega kondenzatorja naras¢a napetost linearno s ¢asom. Take meritve so lahko zelo
nenatancne, ¢e kondenzator ni idealen (kar pogosto drzi). TeZzave povzrocajo predvsem uporovne
lastnosti kondenzatorjev.

Nekoliko izpopolnjen nacin uposteva Se uporovne lastnosti kondenzatorja. V tem primeru napetost
ne narasca linearno, pac pa eksponentno. Iz eksponentnega narascanja se doloci ¢asovna konstanta
in upoSteva pri izracunu kapacitivnosti. Seveda je potrebno kondenzator pred meritvijo razelektriti.
To lahko naredimo tako, da ga izpraznimo preko upora ali pa nanj priklju¢imo izmenicni tokovni
signal. Ve& informacij najdete na spletnih straneh”.

Za natancnejse meritve se uporablja izmenicen vir, pogosto tudi v kombinaciji z mosti¢nim vezjem.
Vec o tem v naslednjem semestru.

RACUNANJE KAPACITIVNOSTI

V principu smo Ze doslej sproti opozarjali na kapacitivhost, ko smo izracunavali napetost med
1 . . ..
naelektrenima telesoma in je bila le-ta sorazmerna naboju: U =QE. Matemati¢no torej dolocimo

kapacitivnost med dvema prevodnima telesoma tako, da predpostavimo, da sta telesi naelektreni z

* Vel o meritvah kapacitivnosti: http://www.mobilehandsetdesignline.com/howto/192300586
http://www.repairfag.org/REPAIR/F captest.htmI|#CAPTEST 004
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nabojema +Q in —Q ter izracunamo napetost med njima. Kapacitivhost pa je enaka kvocientu naboja

in izracunane napetosti: C= U

(Pogosto za racunanje kapacitivnosti uporabljamo numeri¢éne metode, kjer izracunamo polje in
potencial v prostoru med objektoma. V takem primeru uporabimo lahko za izra¢un kapacitivnosti
tudi izraz za elektri¢no energijo, shranjeno v kondenzatorju. Vec v nadaljevanju.)

KAPACITIVNOSTI OSNOVNIH STRUKTUR

Uporabili bomo ugotovitve iz poglavja o potencialu in napetosti osnovnih struktur in dolocili
kapacitivnosti. Poiskati moramo le povezavo med U in Q pri razli¢nih strukturah.

Kapacitivnost zra¢nega plos¢atega kondenzatorja:

o A
U=Ed=—d oziroma U =Q—d, kier je A povriina ene plos¢e, d pa razdalja med njima.
&y &

Kapacitivnost je

c=2-52
d

:—:go

U KAPACITIVNOST PLOSCNEGA ZRACNEGA KONDENZATORJA (16.2)

Dobili smo enacbo, ki jo poznamo Ze iz srednjesolske fizike (elektrotehnike).

Kapacitivnost zra¢nega koaksialnega kabla:

. r
J. J. a -edr= a In=, kjer je r. polmer Zile, r, pa polmer oklopa.
"

Kapacitivnost je

Q ql 2ngyl iy
C=—"=—= . KAPACITIVNOST ZRACNEGA KOAKSIALNEGA KABLA (16.3)
u u &
n 5,
;

Kapacitivnost zracnega sfericnega kondenzatorja:

Napetost med sferama s polmeroma ryinr; je

J' :J- Q 'érdr: Q (—lj Q l—l . Kapacitivnost je torej
47[80I’ drg, \ I o Amg\no

z
Q 4ng, . 3
C= 0 = m . KAPACITIVNOST ZRACNEGA SFERICNEGA KONDENZATORJA (16.4)

rr

n 7

Iz zgornje enacbe lahko dolocimo Se kapacitivnost osamljene prevodne krogle, kije (I, — ):
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c=2
U

= 47530rn . KAPACITIVNOST OSAMLJENE PREVODNE KROGLE (16.5)

Kapacitivnost med valjem in zemljo:

z zanemaritvijo ekscentricnosti smo dobili zvezo med napetostjo in linijsko gostoto naboja:

U= J Kapacitivnost je:

ano

C=

Q ql  2mngl
T g KAPACITIVNOST MED PREVODNIM VALJEM IN ZEMLJO (16.6)

U m(d—g]
rO

d je razdalja med geometrijskima sredi$¢ema dveh valjev. Tistega nad zemljo in prezrcaljenega. Ce se

torej valj nahaja na visini h nad zemljo bo %=h+r0 in enacbo za izraun kapacitivnosti med

prevodnim valjem nad zemljo lahko zapisemo tudi v obliki:

| 2ne,|
ngzgz__ﬁl__ (16.7)

m(2h+gj
r0

} q
1
R~
\+ N
di2 4 7 ++
- / C )
y_T v

/ / /// /,/

Slika 16-3: Prevodni valj nad zemljo.

Kapacitivnost med dvema valjema:

y d-r,
Napetost med dvema valjema je 2x vecja kot med valjem in zemljo: U :iln —2 1, torej bo
&, I
kapacitivnost med valjema (ob zanemaritvi ekscentri¢nosti):
ngl
C= KAPACITIVNOST MED PREVODNIMA VALJEMA (16.8)

m(d—g}
r0

P O AT,
[N I “q 4\
\ /
l / \\\_ _///

i ;)

13 d >

Slika 16-4: Dva prevodna valja.
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KONDENZATORSKA VEZJA

ZAPOREDNA VEZAVA KONDENZATORIJEV

NarisSimo sliko zaporedno vezanih ve¢ kondenzatorjev. Med skrajnima sponkama je napetost U, torej
bo na pozitivni sponki naboj +Q, na negativni pa —Q, zveza med njima pa je Q = CU . Tudi na vsakem
posameznem zaporedno vezanem kondenzatorju bo enako velik naboj, saj bo med dvema
sosednjima kondenzatorjema prislo le do prerazporeditve naboja. Na plos¢i kondenzatorja, ki je blize
negativni sponki vira, se bo nakopicil negativen naboj (-Q), na drugi plosci kondenzatorja pa hkrati
pozitiven naboj. Hkrati bo prisSlo do prerazporeditve naboja tudi na ostalih zaporedno vezanih
kondenzatorjih. Torej velja: Q, =Q, =....Q, =Q. Celotna napetost bo vsota posameznih padcev

napetosti: U =U, +U, +--U_, kar lahko izrazimo z nabojem in kapacitivnostjo kondenzatorjev

L_Q_Q 0 0O
C

n
— 4. —= Zg Ce enacbo delimo z nabojem Q, dobimo:
, G, c, &¢

_l_

51
= Z— KAPACITIVNOST ZAPOREDNO VEZANIH KONDENZATORJEV (16.9)

C. C,
| |
I |

Slika 16-5: Zaporedna vezava kondenzatorjev.

Primer izracuna nadomestne kapacitivnosti zaporedno vezanih kondenzatorjev:
Dolocite nadomestno kapacitivnost zaporedne vezave treh kondenzatorjev: 1 nF, 2 nFin 5 nF.

Izraéun:£= 1 1 1 10+5+2 17 ngnF;O,588nF_

+ + = =
C 1nF 2nF 5nF 10nF 10nF’ 17

Velja si zapomniti, da je nadomestna kapacitivnost zaporedno vezanih kondenzatorjev vedno manjsa

od vsake posamezne kapacitivnosti. V konkretnem primeru je najmanjsa 1 nF, torej bo skupna gotovo
manjsa od 1 nF. Kako si to razloZimo? Preprosto iz ugotovitve, da je kapacitivhost razmerje med
nabojem in napetostjo. Vec kot je kondenzatorjev vezanih zaporedno, vedji je skupni padec napetosti,
obenem pa se naboj ne spreminja. Stevec torej ostaja enako velik, imenovalec pa se veca in
posledi¢no se manjsa kapacitivnost.

VZPOREDNA VEZAVA KONDENZATORJEV

Pri vzporedni vezavi kondenzatorjev je na vseh kondenzatorjih enaka napetost, naboj pa je
sorazmeren kapacitivnosti vsakega posebej:

Q=CU=Q+Q,+----+Q,=CU+CU +--+C U =(C, +C, +--+C, )U , torej bo

n
C=C+C,+--+C, = zCi . KAPACITIVNOST VZPOREDNO VEZANIH KONDENZATORJEV (16.10)
i=1
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Slika 16-6: Vzporedna vezava kondenzatorjev.

Primer izracuna nadomestne kapacitivnosti vzporedne vezave kondenzatorjev:
Med dvema ravnima vzporednima plo$¢ama povrsine 100 cm? je razdalja 2 cm.

a) Dolocite kapacitivhost med plos¢ama.

b) Za koliko se kapacitivnost povec¢a/zmanjsa, ¢e ploséi razmaknemo za trikratno razdaljo?

c) Za koliko se kapacitivhost poveca/zmanjsa, ¢e povrsino plos¢ pove¢amo za trikrat?

d) Za koliko se skupna kapacitivnost poveca/zmanjsa, ¢e plos¢ama zaporedno priklju¢imo Se 2 enako
velika kondenzatorja?

Izracun:

a) Kapacitivnost med plos¢ama je

A 02 F 100-10°* m*

C=¢,—=8,854-1 =4,427-10% F = 4,427 pF.
d m 0,02m —_—

b) Ce plos¢i razmaknemo za 3x, se poveca razdalja d za 3x, torej bo posledi¢no kapacitivnost 3x

A
manjda: C =¢, a =148 pF.

c) Ce pove¢amo povrsino plos¢ za 3x, bo kapacitivnost trikrat vedja: C= &y F =13,3 pF.

d) Ce plos¢ama zaporedno priklju¢imo $e dva enaka kondenzatorja, bo skupna kapacitivnost 3x
1 1 1 1 3 C

manj§a: —=—+—+—=—=C =—=148pF. Ugotovimo, da je zaporedna vezava treh
C C C C ¢(C 3 =

enakih kondenzatorjev ekvivalentna povecanju razdalje med ploS¢ama enega za 3x. Hkrati je

vzporedna vezava enakih kondenzatorjev ekvivalentna povecanju povrSine ploS¢ enega

kondenzatorja.

Preprosta kondenzatorska vezja so kar vzporedne in zaporedne vezave kondenzatorjev. V tem

primeru moramo ob upoStevanju zveze Q =CU vedeti le to, da je skupna (nadomestna)

kapacitivnost vzporedne vezave kondenzatorjev vsota posameznih kapacitivnosti in da moramo pri
zaporedni vezavi seStevati inverzne vrednosti.

Primer izracuna nadomestne kapacitivnosti:
Zaporedni vezavi kondenzatorjev C; = 1 nF in G, = 2 nF priklju¢imo vzporedno Se kondenzator C; = 2
nF. Dolo¢imo naboj na kondenzatorju C,, ¢e vezje priklju¢imo na napetost 100 V.
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Izradun: Dolo¢imo nadomestno skupno kapacitivhost, ki je & i
CC 1.2
L, =—2 ==~ nF=0,67nF. R I
C,+C, 1+2 |

Coo =C, +C,=0,67 nF+2 nF = 2,67 nF.
Nabojna Qs je Q; =CU, =C,-100 V =267nC.
Koliko naboja pa je na Q,?
Zaradi zaporedne vezave kondenzatorjev C; in C;, je naboj na kondenzatorju C; enak naboju na C; in
tudi na zaporedni skupni vezavi, torej Q, =C_,U = 0,67 nF-100 V = 67 nC.

ENACBE POTREBNE ZA ANALIZO SPLOSNEGA KONDENZATORSKEGA VEZJA

Kako pa bi analizirali vezje z ve¢ kondenzatorjev in virov, ko ni mogoce preprosto vzporedno in
zaporedno seStevati kondenzatorje? V tem primeru je potrebno napisati sistem enacb ob
upostevanju osnovnih zakonitosti elektrostaticnega polja: potencialnost elektrostaticnega polja in
zakon o ohranitvi naboja):

Vsota vseh napetosti v zakljuceni zanki je enaka nic:

ZU | =0, (16.11)

v zanki
Vsota nabojev v »spojis€u« je enaka nic:

ZQ | =0, (16.12)

spojisca

Primer dolocitve enacb za izra€un napetosti na kondenzatorjih v vezju:
Dolocite enacbe, potrebne za izra¢un napetosti na kondenzatorjih za poznane C;, G in U.

Iz slike na levi, ki je podana, je pametno skicirati

C U
smeri napetosti na virih ter se dolo¢iti porazdelitev |P O ” *O,

naboja na kondenzatorjih, kar tudi dolo¢a smer
napetosti na njih (glej sliko desno). Glede na smeri

napetosti lahko zapiSemo dve enacbi z ||( 7 *”
upoStevanjem Kirchoffovega zakona, da je vsota =

vseh napetosti vzdolZ zanke enaka nic.
Z upostevanjem enacbe (16.11) za zanki L1 in L2

.y - %00
napisemo F ‘ - |>
Ug, +Uy—Ug, =0 in Ug, —Ug, +U, =0. ‘Q—| C , (@ | C

Poleg tega upoStevamo Se enacbo ohranitve

naboja, enacbo (16.12). Naboj se le prerazporeja iz ene elektrode kondenzatorja na druge. Znotraj
prostora zaobjetega z zanko L3 mora veljati +Q., +Q., +Q.;=0. To enacbo lahko izrazimo z
napetostmi CU, +C,U, +CU, =0 in tako dobimo sistem treh enacb za tri neznane napetosti na

kondenzatorjih. Izracunana napetost na kondenzatorjih je seveda lahko tudi negativna, kar pomeni,
da je usmerjena drugace kot smo predpostavili na zacetku.
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17.Dielektrik v elektricnem polju

Vsebina poglavja: relativna dielektricnost, povecanje kapacitivnosti z

uporabo dielektrika, vezan in prosti naboj, vektor polarizacije, povrsinska
gostota vezanega naboja, elektricna susceptibilnost, vektor gostote
elektricnega pretoka, povezave med E, D in P, modificiran Gaussov zakon,
mejni pogoji elektricnega polja med dvema dielektrikoma, mejni pogoji
med prevodnikom in dielektrikom.

Do sedaj smo imeli opravka le s prevodniki v vakuumu oziroma zraku.
Kako pa vplivajo razlicni materiali (snovi) na elektricne razmere? Na

primer, kaj se zgodi, ko med plos¢i plos¢nega kondenzatorja vlozimo
material, ki je idealen (elektri¢ni) izolator in ju priklju¢imo na vir Podvodni kabel. 420 kV.
napetosti? Takemu materialu pogosto recemo dielektrik in s tem

poudarimo njegove dielektricne (kapacitivne) lastnosti, medtem ko izolatorjem praviloma
predpisujemo uporovne lastnosti; dober izolator ima zelo veliko (specificno) upornost.

DIELEKTRIK VSTAVLIEN V ZRACNI KONDENZATOR

~

rik diel

x . . - v - o C
Ce izmerimo kapacitivnost pred vlozitvijo dielektrika in po vloZitvi " —_—

ugotovimo, da se kapacitivnost po vloZitvi poveca: —

ﬂzsr >1| (17.1)
C

zrak

&, imenujemo relativna dielektricna konstanta in pove, za koliko se kapacitivnost poveca ob

vstavitvi dielektrika med plosci zracnega kondenzatorija.

A

Kapacitivnost zracnega ploscatega kondenzatorja pred vstavitvijo dielektrika je Czrak =6‘oa, po
vstavitvi pa je
A
Cdiel = ngzrak =& a . (17.2)

Pomni: lzrazi za kapacitivnosti razli¢nih tipov zra¢nih kondenzatorjev veljajo tudi v primeru, ko je
namesto zraka dielektrik, le konstanto & nadomestimo z &. &.

Primer izracuna kapacitivnosti plos¢nega kondenzatorja:
Vzemimo ploséni kondenzator s povrsino plo$ée 100 cm?2. Med ploséi stisnemo list papirja debeline 2
mm (& = 2) in 2 mm debelo gumo z & = 6. Kondenzator priklju¢imo na napetost 100 V.

a) Koliksen je padec napetosti na plasti papirja in koliksen na steklu?

b) Koliksno je polje v steklu in v papirju?

c) Koliksno je polje na meji med steklom in papirjem?
Izracun:
100-10™* m?

a) C,=C :€r1€0§:2'8'854'10_12 F/m- = m =8,854-10" F

1

papir
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C,=C

steklo
2
Nadomestna kapacitivnost je

CC, C3C, 3

_ - =5G= 6,6405-10*F/m,

27 C,+C, C,+3C,
Q, =C,U =6,6405nC.

Ta naboj je tudi enak naboju na kondenzatorju Ci, zato je U, =

b) Elektricna poljska jakost v
E,=2=2Y _15 5kvim.
d, 2mm

:a?rzgodA = 6'8,854~8,854-10‘12 F/m-

papirju je:

100-10™* m?
2:10°m

torej je

Q

1

=T,

U, 75V
2mm

=3C, =26,562-10™ F

naboj na

=75V inU,=U-U,=25V.

=37,5kV/m,

: : A A :
c)lz Q =Q,sledi CU, =CU, oziroma&,,&, d_ Ed, =¢,,¢, d_ E,d,, od koder je

& E1 =&y E2 . Polje na meji med dielektrikoma ima skok, je torej nezvezno. Polje v dielektriku z

1 2

manjSo dielektri¢nostjo je vecje od polja v dielektriku z vecjo dielektri¢nostjo.

RELATIVNE DIELEKTRICNOSTI IN PREBOJNE TRDNOSTI MATERIALOV

Vecina plinov ima vrednosti dielektri¢nosti okoli 1, med 1 in 1,001 in prebojno trdnost okoli 3 MV/m,
medtem, ko imajo obicajni izolatorji relativne dielektri¢nosti med 2 in 10 in prebojne trdnosti od

nekaj do nekaj sto MV/m.

Plin relativna dielektri¢nost | prebojna trdnost
brez enot MV/m

vodik 1,00027 2

suh zrak 1,00058 3

CO2 1,00099 2,9

Tekodine in izolatorji | relativna dielektri¢nost | prebojna trdnost

v MV/m

papir 2,3 20

etanol 3,7 16

voda (destilirana) 81 65-70

olje 2-5 15

guma 3 10

Silicij - Si 11 30

Na spletu lahko najdete tabele Se za druge materiale:

- zarelativne dielektricnosti - Honeywell,

- za prebojne trdnosti — Berger.
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FIZIKALNA RAZLAGA SPREMEMBE KAPACITIVNOSTI OB UPORABI DIELEKTRIKA

RaziS¢imo dva primera: v prvem je zracni ploS¢ni kondenzator naelektren z dolo¢enim nabojem, v
drugem primeru pa je priklju¢en na vir napetosti.

1) PLOSCNI KONDENZATOR NAELEKTREN S PROSTIM NABOJEM MED PLOSCAMA

Vzemimo, da imamo na elektrodah plos¢nega kondenzatorja prosti naboj, torej imesti = iaprosﬁA.

Med plosci vstavimo dielektrik. Pozitivni in negativni naboji na plos¢ah delujejo s silo na naboje v
dielektriku tako, da se le ti prerazporedijo. To prerazporeditev nabojev lahko ponazorimo z modelom
dipola. Dipoli se usmerijo v smer polja (navor M = p x E je enak nic, ko sta vektorja vzporedna), pri
c¢emer je potrebno upostevati, da so negativni poli dielektrika blizje pozitivni elektrodi. Polje med
plos¢ama je vsota prispevkov vseh nabojev, tistih na plos¢ah kondenzatorja in lo¢enih nabojev
(dipolov) v dielektriku med plos¢ama.

Dipoli so nanizani v verigi, kjer se minus pol enega dipola kompenzira s plus polom naslednjega
dipola. Tako lahko smatramo, da se znotraj dielektrika kompenzirajo naboji dipolov, ostane pa na
povrSini nekompenziran naboj, ki pa je nasprotnega predznaka kot prosti naboj na plosci. Ti
nekompenzirani (vezani) naboji povzrocajo polje, ki je nasprotno usmerjeno od polja, ki je povzrocil
polarizacijo. Zato se polje med plos¢ama ob vstavitvi dielektrika pri konstantnem naboju zmanjsa.

Posledi¢no se zmanj$a tudi napetost med plos¢ama U = j E-dl . Ker pa je kapacitivnost dolo¢ena
kot C = U, se ob zmanjsanju napetosti med plos¢ama in konstantnem prostem naboju na plos¢ama
kapacitivnost poveca.

Ob vlozitvi dielektrika med naelektreni plosci pri konstantnem (prostem) naboju bo tore;j:

CT= UQ—¢ . (17.3)

prosti naboji

1’i/l|4h0ii s¢ kompenzirajo / na elektrodi

[:}0{;1'['}0{'}000'000’00""“’ AAAA A AR R AR A ARl

HERBZZZ22222

PEETEEFTEEES

polariziragi naboji
\
- -~
¢
&
<
eyl

FEFEFEFETE &4

Slika 17-1: Prosti naboj na plos¢ah kondenzatorja polarizira snov med plo§¢ama, kar prikaZemo s kreiranjem
elektric¢nih dipolov. Ti ustvarjajo elektri¢no polje, ki zmanjSuje polje prostih nabojev. Zato se napetost med
plo§¢ama zmanjsa.
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2) PLOSENI KONDENZATOR PRI PRIKLJUCENI FIKSNI NAPETOSTI MED PLOSCAMA

Kako pa razloZimo enako povecanje kapacitivnosti pri vlozitvi dielektrika med plos¢i zracnega
kondenzatorja ob konstantni napetosti? Tudi v tem primeru si zamislimo, da se na elektrodah zaradi
napetosti nakopici dolocen naboj. Ko pa vstavimo dielektrik, polje, vzpostavljeno med ploS¢ama
povzroci polarizacijo dielektrika. Zopet tako, da so negativni naboji dielektrika v povprecju blizje
pozitivnim nabojem na plosci. Ti polarizirani naboji bi ob ohranjeni koli¢ini naboja na plos¢ama
povzrocili zmanjsanje polja in zmanjSanje napetosti med ploS¢ama. Ker pa je zunanja napetost
vsiljena, pritece ob fiksni napetosti na elektrodi dodaten naboj, ki kompenzira polariziran naboj. Tudi
v tem primeru se torej poveca kapacitivnost, saj se poveca koli¢ina prostega naboja na ploscah
kondenzatorija.

o . _ QT
Ob vloZitvi dielektrika pri konstantni napetosti bo: |C 1= T (17.4)

AQ

-

dodaten r.ul«A-_J/ Vira
D

d’_b"..d“' uusd --------
FEFTFTITYOFOY L 34334334033,
2334034324410 ’ 4 TEVSTEIIEETY .

E| E,
U CEPETEVEE YRV E U SETRTEETTESY
..... A4S A /S— - IR ERRR IR Y
28 PEVEEEY . 244333334838,
$4444444444: i 44444144444 E
“veem ~ veam
L 23220030000 SERTFFTEFTFESE Y
.......... 3 A SAAsAAssssEd
v
EEFTTFTIERTEY CIETETETEEES

................. } ],

Slika 17-2: Ker se polje znotraj dielektrika zmanjsa zaradi polarizacije nabojev v dielektriku, mora za
vzpostavitev prikljuc¢ene napetosti iz vira prite¢i dodaten naboj. Levo: naelektren kondenzator brez prikljucene
napetosti. Desno: kondenzator ob prikljuceni napetosti.

VEKTOR POLARIZACIJE

Elektri¢ni dipolni moment smo Ze spoznali. Definiran je kot P :Qa. Ugotovili smo, da na dipol v
polju deluje navor M= p x E . V dielektriku, ki ga postavimo v polje se ustvarijo in usmerijo dipoli.
Vpeljemo pojem vektorja polarizacije, ki je dolocen kot prostorska gostota dipolskih momentov:

. Z pi _ dﬁ

P=lim1—=—"| (17.5)
a—0 A\ dv

AR RAR IR RAR PR RAR R FRRRARRRAAR R AR R FRAARRRARRRAARRRAR R ioS
—_— —_—

--------- » &
322402024004048.
............
............
............

............

Slika 17-3: Vpeljava koncepta vektorja polarizacije: mnoZico polariziranih molekul (levo) predstavimo kot
mnoZico dipolov in pripadajoc¢ih dipolnih momentov (sredina), gostoto teh dipolnih momentov pa predstavimo
z vektorjem polarizacije (desno).
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Cm C
Enota vektorja polarizacije je T — 7 -
m m

Zakaj vpeljati nov vektor? Zopet imamo problem, da je sicer smiselno vpliv polja na dielektrik
ponazoriti z mnoZico dipolov, ker pa je v snovi zelo veliko molekul in torej veliko dipolov, je potrebno
njihovo skupno delovanje predstaviti na primeren nacin. Vektor polarizacije je torej makroskopski
model in ponazarja povprecno delovanje velike mnoZice dipolnih momentov v majhnem volumnu. Na
podoben nacin smo se lotili tudi obravnave naboja: s konceptom gostote naboja.

POVRSINSKA GOSTOTA POLARIZIRANEGA NABOJA

Enako kot o gostoti prostega povrSinskega naboja lahko »govorimo« tudi o gostoti polariziranega
(vezanega) povrsinskega naboja. Vzemimo en majhen del povriine. Tam je dQ =0cdA in ¢e je

normala na povriino v smeri Y, lahko diferencial dipola zapisemo v obliki dp=dQdy=cdV, kar

dp

pomeni, da bo v skladu z definicijo vektorja polarizacije (ﬁz— (17.5) ) na povrsini telesa

v

normalna komponenta vektorja polarizacije enaka povrsinski gostoti vezanega naboja:

o, =P, (17.6)

povrsinski vezani naboji (c,)

TEEFTF

Slika 17-4: Na povrsini je normalna komponenta vektorja polarizacije enaka gostoti povrsinskega
polariziranega (vezanega) naboja.

Vzemimo primer enakomerno polariziranega valja povrsine A. Na povrsini je vezan (polariziran) naboj
velikosti Q, =P-A. Ce smer vektorja polarizacije ni v smeri normale na povrsino je potrebno

upostevati le normalno komponento vektorja polarizacije Q, =P,-A. Ce pa polariziran naboj ni

enakomerno porazdeljen, pa je potrebno pisati

QP==jﬁ-dA. (17.7)
A

Polariziran (vezan) naboj po zakljuceni povrsini dobimo z integracijo R @ Qp. Zunaj A

4

normalne komponente vektorja polarizacije po celotni povrsini:

przunajA :<-|5F3~d,5\. Ker ta naboj ni nujno enak ni¢, ostane ob 4/ 1 N motraj A
! 4 .
polarizaciji znotraj zaklju¢ene povrsine povrsinski polariziran naboj, ki je enak
QP,znotraj = _¢ P-dA . (17-8)
A
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Ta naboj je potrebno razlikovati od naboja, ki se »prosto« giblje po prevodni povrsini, saj je
polariziran naboj vezan v snovi. Lahko se premika, vendar le znotraj dolo¢enega omejenega obmocja.

ELEKTRICNA SUSCEPTIBILNOST

Ko dielektrik postavimo v polje se naboji v snovi prerazporedijo - polarizirajo. Ta prerazporeditev je
lahko veéja ali manjsa, odvisno od lastnosti materiala. Prerazporeditev naboja predstavimo z
modelom elektri¢nih dipolov oziroma njihove gostote z vektorjem polarizacije P. Za vecino snovi
velja, da povecanje polja povzroci sorazmerno povecanje polarizacije (Slika 17-5), kar matemati¢no
zapisSemo kot:

P= ZEOE . (17.9)

Spomnimo se, kaj je &,E . Na povrsini prevodnika je produkt &,E enak povrsinski gostoti naboja.
Konstanto ¥ (chi) imenujemo elektricna susceptibilnost in »govori« o odzivnosti snovi na elektri¢no
polje. Je brezdimenzijska konstanta. V vakuumu je torej ¥ enak ni¢, saj tam ni snovi oz.

polariziranega naboja.

Dielektrik imenujemo linearen, ¢e susceptibilnost ni odvisna od velikosti polja (napetosti), homogen,
e je neodvisen od pozicije in izotropen®, ¢e je neodvisen od smeri polja.

P

zunanje

: L =

Slika 17-5: Vedje kot je zunanje elektri¢no polje, vecja je polarizacija. Za vecino materialov je zveza med
polarizacijo in elektri¢nim poljem linearna.

MODIFICIRAN GAUSSOV ZAKON IN VPELJAVA VEKTORJA GOSTOTE ELEKTRICNEGA PRETOKA - D.
Tudi pri obravnavi polja v snovi upoStevamo osnovna zakona elektrostaticnega polja, ki smo ju

spoznali doslej: zakon potencialnosti elektrostaticnega polja C_bE-dsz in Gaussov zakon
L

qSE-dAZQ. Prvi integral je po zakljueni poti, drugi pa po zaklju€eni povrsini. Q je naboj, ki je
&

A 0

zaobjet z integracijo. Zakon potencialnosti polja se ne spremeni tudi, ¢e gre del poti skozi dielektrik,

medtem, ko se drugi spremeni, saj je potrebno upoStevati, da z integracijo polja po zakljuceni

povrsini ne zajamemo le prosti naboj pac pa tudi ujetega, polariziranega. Ugotovili smo Ze, da je

* Anizotropen material ima razliéno dielektriénost (susceptibilnost) v razliénih smereh. V tem primeru bo polarizacija v vsaki
smeri drugacna. Polarizacija v smeri X osi bo torej enaka

P =¢ E, +¢ E +¢ E. . Podobno zapisemo za ostale smeri. V tem primeru susceptibilnost ni ve¢
X lex X Ony y OZXZ z

skalarna koli¢ina, pac pa jo moramo predstaviti kot tenzor (v obliki matrike).

© D.K., 2019 143



Dielektrik v elektricnem polju 17.

koli¢éina tega ujetega naboja po zakljuCeni povrsini enaka vamotraj :—C_'SIS-dA, torej moramo

A

Gaussov zakon zapisati v obliki
Cﬁ E . d/& — Qprosti, znotraj A + QP, znotraj A (17 10)
A o &y

Dopolnjeni Gaussov zakon lahko zapisemo tudi kot
¢ B -dA+PP-dA=Q, . (17.11)
A A znotraj A

oziroma
(& +P)-dA=Qyp (17.12)
A znotraj A

Zgodovina elektrotehnike je doprinesla Se eno veli¢ino (lahko smatramo tudi dvopomensko), ki v
osnovi izhaja iz zgornje enacbe. J.C. Maxwell” je namre¢ vpeljal vektor D, ki ga imenujemo vektor
gostote elektricnega pretoka in je definiran kot

D= gOE +P| (17.13)

Enota vektorja D je C/m?, enako kot gostota naboja na povrsini prevodnika. V osnovi je vektor D na
povrsini enak povrsinski gostoti naboja, je pa za razliko od povrsinskega naboja definiran tudi povsod
po volumnu.

S pomocjo tega vektorja lahko zapiSemo zgornjo enacbo v obliki

Cﬁ D- dA = QPFOSU._ ,  MODIFICIRAN GAUSSON ZAKON (17.14)
A znotraj A

ki ga imenujmo modificiran Gaussov zakon'. Z besedami bi rekli, da je pretok vektorja D skozi
zakljuceno povrsino enak zaobjetemu prostemu naboju. Odlika tega zapisa je predvsem ta, da je zapis

* James C. Maxwell je pomembna osebnost v zgodovini raziskovanja in odkrivanja zakonitosti elektri¢nih pojavov in teorije
elektricnega polja. Dandanes govorimo o sistemu Stirih Maxwellovih enacb, ki v celoti opisujejo interakcijo elektri¢nega in
magnetnega polja. Drzi, da jih ni prvi zapisal Maxwell, jih je pa izluscil iz mnogih enacb ter jih ustrezno dopolnil. Doslej smo
obravnavali Ze dva od Stirih zakonov: zakon potencialnosti polja in (modificiran) Gaussov zakon. Med drugim je pomembna
tudi njegova vpeljava gostote elektricnega pretoka D. Hkrati je prvi pravilno ugotovil, da je izmeni¢ni tok v dielektrikih
(kondenzatorju) posledica Casovne spremembe elektricnega polja in c¢asovne spremembe polariziranega naboja, kar
oD _osE 0P
ot ot ot

+ . . epe . . . N . .. . .
Velja povedati, da oznaka “modificiran” ni ravno mednarodno ustaljen términ (strokovni izraz), mi ga uporabimo zato, da

opisemo kot J = . Temu toku recemo tudi premikalni ali v€asih tudi poljski tok.

ta zapis Gaussovega zakona razlikujemo od zapisa z vektorjem E. Bistvena razlika med zapisoma je, da pri zapisu z E Q
predstavlja celoten naboj (tako prosti kot vezani), v zapisu z D pa le prostega. To je dobro vedeti, ker se v literaturi pogosto
pojavljata oba zapisa Gaussovega zakona s Q vendar obicajno brez dodatne obrazlozZitve, na kateri naboj se nanasa.
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neodvisen od vplivov snovi na vektor D. Ta vektor je izklju¢no odvisen od lege prostih nabojev, to pa
so tisti, ki jih obi¢ajno vzpostavimo z zunanjim poljem. S tem si bistveno olajSamo upostevanje vplivov
dielektrika.

ZvezA MED D IN E

Zdruzimo enatbi D = g,E+P in P = y¢,E in dobimo
D=g,E+P=¢gE+ y&,E=L+y)g,E=¢¢E

Ponovimo pomembno zvezo med E in D:

D= €r80E =cE ' (17.15)

kjer &, imenujemo relativna dielektri€na konstanta, ¢ pa dielektri€nost. Relativna dielektri¢nost je

brez enote, dielektri¢nost, ki je & = &,&, paima enoto dielektri¢nosti vakuuma, torej F/m.

Povezava med elektricno susceptibilnostjo in relativno dielektricno konstanto je preprosta:
e =1+y| (17.16)

ZVEZAMED PIND

Ce smo ugotovili enostavno zvezo med D in E, velja seveda tudi enostavna zveza med D in P, saj velja

(¢, -1)&D (¢ -1) D
&€&y r

P=ysE=(¢-1)gE= , torej je P = (17.17)

NACINI 1IZRACUNAVANJA POLJA V DIELEKTRIKIH ZA PREPROSTE STRUKTURE, KJIER LAHKO
UPORABIMO PRINCIP SIMETRICNE PORAZDELITVE NABOJA IN UPORABIMO MODIFICIRAN
GAUSSOV ZAKON

Med dvema prevodnima telesoma je prikljucena napetost (npr. plos¢ni, koaksialni ali sferi¢ni
kondenzator). Zanima nas polje, naboj na telesu, itd.

Postopek: Najprej predpostavimo, da je na telesu nek naboj Q in z uporabo modificiranega
Gaussovega zakona z upostevanjem simetrije naboja dolocimo D, ki ni odvisen od elektri¢nih lastnosti
snovi. Nato upoStevamo zvezo med D in E da dolo¢imo E. E je sedaj odvisen od relativhe
dielektri¢nosti snovi. E Se vedno nastopa kot funkcija naboja, ki ga ne poznamo. Z integracijo E-ja med
elektrodama dobimo napetost, ki je poznana. Iz te napetosti lahko izratunamo naboj oziroma D in
nato E ali karkoli nas zanima. Glej sledece primere.
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Primer analize ploS¢nega kondenzatorja z dielektrikom:

Vzemimo plo$¢ni kondenzator povrsine plo3¢ 100 cm? in ga priklju¢imo na napetost 20 V. Vmes
stisnimo 2 mm debel list papirja z relativno dielektricno konstanto 2. Dolo¢imo naboj na povrsini,
povrsinsko gostoto naboja, vektor gostote pretoka, vektor polarizacije, elektricno poljsko jakost in
kapacitivnost.

Izracun: Izracuna se lahko lotimo na vec¢ nacinov. Obi¢ajni postopek je tak, da najprej dolo¢imo D, ki
ni odvisen od snovi, potem E, nato U, itd.. V plos¢nem kondenzatorju velja:

q.) Ij ' dA = Qprosti,znotraj = DA = GA = D= o
A

d
U :jde: Ed=-2-d, od koder lahko dolo&imo G ali D: o =D =177,08-10" C/m?. Sledi
0

&
-1 _
E=-2 —10kV/m inP= (gr ) D= 2 :LD:2:88,54-10*9 C/m?.
£:&, &, 2 2
Polje lahko dologimo tudi direktno kot E = v = 20V =10 kV/m.
d 2mm

Sigma, ki smo jo izraCunali, je gostota povrsinskega naboja. D je enak sigmi, vendar je D definiran
povsod v prostoru, sigma pa le na povrsini. Ker obravnavamo primer plosénega kondenzatorja, je D
povsod enako velik. Ker je normalna komponenta P-ja na povrSini enaka povrsinski gostoti
polariziranega naboja, je o, =P =88, 54.10° C/m?. Prostega naboja na povrsini ploée je 2x ve&
od polariziranega povrsinskega naboja, torej, vsak drugi prosti naboj ima svoj nasprotni — polariziran
naboj. Pri dielektrikih z veliko relativno dielektricnostjo bo P kar enak D.

Pri konstantni napetosti je polje v dielektriku neodvisno od dielektrika in je enako
u_ 20V o o

=—=——=10kV/m. zato pa bo v primerjavi z zrakom potrebna gostota naboja, ki bo
d 2mm

vzdrZzevala to polje v dielektriku vecja kot v primeru, ¢e med plos¢ama ni dielektrika (je le zrak), saj

velja E = % = o =¢6E=¢c¢, % Ko bomo vstavili dielektrik, se bo povrsinska gostota naboja

ro

povetala za 2x: od 88,54-10° C/m?na 177,08-10"° C/m?. Razlika je ravno posledica polarizacije,

ki na povrsini dielektrika vzpostavi povrsinsko gostoto polariziranega naboja (nasprotnega predznaka

kot prosti naboj) velikosti 88,54-107° C/m?.

Ce pa imamo konstantno gostoto naboja, se bo polje po vloZitvi dielektrika med plo$¢i zmanjsalo za

o2
&, ,sajvelja E =——, torej na 5 kV/m. To pomeni, da se bo zmanj3ala tudi napetost in sicer na 10 V.
£.&,
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Primer analize ploS¢nega kondenzatorja z dvema dielektrikoma:

Nekoliko drugacne pa bodo razmere, ¢e bomo med plosc¢i kondenzatorja vstavili dielektrik, ki bo le
delno zapolnil vmesni prostor. Vzemimo, da v zracni kondenzator, ki je priklju¢en na napetost 20 V in
ima 2 mm razdalje med ploS¢ama potisnemo 1 mm debel kos papirja.

: _—— [ )J( l[“
U o VE

Slika 17-6: Plosé¢ni kondenzator 7 dvema dielektrikoma.
Izracun: D bo neodvisen od dielektrikov in bo povsod konstanten. Spremenilo pa se bo polje, ki bo

D
v dielektriku (papirju) in E = — v zraku. Da bi dolo¢ili vrednosti polja moramo zapisati 3e
&€&y )

E=

napetost, ki bo
d
U :IEdXZLdl+Rd2 = D(ier_ZJ
0 &€& &g && &
torej bo
U 20V

ENCA L e
&é& & & \2

D
Toliko je tudi povriinska gostota naboja. Elektricno polje je torej E=——=6,667 kV/my
£,

D= =118,053-10"° C/m*

dielektriku (papirju), v zraku pa je 2x ve¢je - 13,33 kV/m .

Gostota polariziranega povrsinskega naboja na meji med papirjem in plos€o in papirjem in zrakom je
enaka D/2.
ReSevanije istega primera s pomocjo kapacitivnosti:

U=0Q d, +i =Q i+i . 1z te zveze lahko dolo¢imo naboj na povrsini, iz znanega
Ac.g,  Ag, C, G,

Q

naboja pa napetosti na papirju in v zraku: U, =— in U, :g. Nato iz znanih napetosti doloc¢imo
1 2

U U
polji: E,=— in E, =—%.

Na meji med dvema dielektrikoma, v nasem primeru med papirjem in zrakom, je skokovit prehod
polja. Ker je D enak v obeh medijih bo veljalo:

£.6E, = &,,6,E, . To je mejni pogoj za prehod med dvema dielektrikoma, ki velja splosno, vendar le

za tisto komponento polja, ki je pravokotna na mejo.
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Primer analize koaksialnega kabla z dvoplastnim dielektrikom:
Vzemimo primer dvoplastnega koaksialnega kabla, ki

ga Zelimo dimenzionirati za delovanje na napetosti 20

kV. Prva, notranja plast je iz gume z relativno
dielektri¢nostjo 3,2, druga pa iz polistirena z ¢, = 2,6.

Prebojna trdnost gume je 25 kV/mm, polistirena pa 20 +
kV/mm. Koaksialni kabel polmera Zile 4 mm Zelimo [/ '
dimenzionirati tako, da maksimalno polje v dielektrikih

ne preseze 25% prebojne trdnosti. Dolociti moramo

debelino obeh dielektrikov, torej radij do plasti
polistirena rp in zunanji radij rz.

Izradun:

Pri vzpostavljeni napetosti 20 kV imamo na Zili +q naboj, na oklopu pa —g. Da bi dolocili polje v enem
in drugem dielektriku, se posluZimo Gaussovega stavka za vektor D, ki je neodvisen od dielektrikov.
Za poljubni radij med notranjim in zunanjim dobimo

- ~ —~ D
D(r) -4 oziroma D=e/D(r)=er g . Polje v dielektrikih dobimo iz zveze E=—= , torej
2nr 2nr £ &£.&

bo polje v plasti gume
E = D :ér q )

Eyéo 2me, &oF
v plasti polistirena pa
E = D = ér q .

Epéo 2me,&0F
Maksimalno polje v gumi ne sme preseci 25% prebojne trdnosti, kar zapisemo kot
E e quma = 25%E o quma = 0,25-25 -10° V/m =6,25-10° V/m,
za polistiren pa bo veljalo
E e poti = 25%E g o = 0,25+ 20-10° V/m =5-10° V/m.
Polje bo maksimalno pri ¢im manjSem radiju, torej pri

N\

E o quma = ——— = 6,25-10° VV/m %

’ 2718 &,
in E'
E o o = ———= 5-10° V/m .

278,61, L -

v " d
Ce enacbi delimo, lahko dolo¢imo r,: Fa T r,r

g 2
r,=—=-r, -E=0,62 cm.

£

M
Lahko tudi dolo¢imo linijsko gostoto naboja, ki bo q= 2n¢, &, -6,25-10° V/m=6-10° C/m.

Preostane nam $e, da dolo¢imo potrebno debelino plasti polistirena, za kar pa potrebujemo Se eno
enacbo, ki jo dobimo iz enacbe za napetost. Integrirati je potrebno polje od notranjega do zunanjega
radija, pri Cemer pa se polje spremeni med dvema dielektrikoma. Zato je potrebno loditi integral v
dva, enako, kot da bi zapisali celotno napetost kot vsoto padcev napetosti v gumi in v polistirenu.
Tako dobimo
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z rZ
Egume -dl + j Epoli -dl

r

E-di=U__+U_, =

gume poli

U:

o SN
N S

P

p I
U ZJ.erL'erdr‘l‘J‘erL'erdr:
P 2mE & T P 2mEET

r
uzL.n[_p}Lm L
2me,, &, r,) 2meye, T,

V gornji enacbi je edina neznanka zunanji polmer, ki jo dolo¢imo z vstavitvijo vrednosti in dobimo
0,77 cm.

POVECANIJE KAPACITIVNOSTI ZARADI VSTAVITVE DIELEKTRIKA V KONDENZATOR PRI PRIKLJUCENI
NAPETOSTI

Sedaj, ko imamo dopolnjen Gaussov zakon tako, da velja tudi za primer dielektrikov, lahko pokazemo,
da se kapacitivnost kondenzatorja poveca za faktor relativne dielektri¢nosti tudi bolj matematic¢no.

Uporabimo osnovno zvezo ng, najprej za zrak in potem Se za dielektrik z upostevanjem

Gaussovega zakona in definicije napetosti. Ker je napetost konstantna, mora biti polje znotraj
kondenzatorja nespremenjeno tudi po vstavitvi dielektrika. (Je pa res, da je v dielektriku zaradi polja
polariziranega naboja doloceno polje, ki je zmanjsalo prvotno polje. To polje polariziranih nabojev pa
je kompenzirano z dodatnim nabojem, ki pride na elektrode iz vira.) Velja:

&PE-dA qSB-dK grgocﬁﬁ-dﬂ
C _Q in Cyiy =2 =—4
U [Ed "OJEdl [E-di
L L L
Vidimo, da v splosSnem velja C,, =¢,C,.,, kar smo zapisali Ze v zaCetku poglavja, sedaj pa tudi
dokazali.

Ce bi 7eleli enako pokazati tudi za primer konstantnega naboja, bi ostal Q nespremenjen, U pa bi
pisali kot U :jE-dT:jB/go .dl za zrak in U :jEdT:jB/(g,go)-dT za dielektrik. In bi zopet pridli
L L L L

do enakega zakljucka.
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* PIEZOELEKTRIKI

Piezoelektriki so materiali, katerih elektri¢ne lastnosti se spremenijo, ¢e na njih deluje mehanska sila.
Piezoelektri¢ne lastnosti imajo na primer doloceni kristali kot so kvarc, sukroza (kristali sladkorja) ali
svincev titanat (PbTiO;), pa tudi bioloski materiali kot kost, svila, les, sklenina itd. in celo molekule
DNA ali virusi.

Piezoclectne Effect

Converse Preroelectnic Eflect

* Poling Process

Slika 17-7: Levo: Piezoelektri¢éni material polariziramo tako, da ga izpostavimo velikemu elektriénemu polju.
Pri mehanski obremenitvi deluje v generatorskem principu — na povrsini se pojavi vezan naboj zaradi
spremembe polarizacije. Ce pa nanj prikljuéimo napetost, se bo pojavila mehanska sila in s tem deformacija
piezoelektrika (stisk ali raztezek). Desno: piezoelektrik kot senzorski element za zaznavanije tresljajev.

Ob delovanju mehanske ploskovne sile T (ang. stress), se na povrsini piezoelektrika pojavi povrsinski
naboj in s tem napetost med nasprotnima stranema. Velikost tega naboja opisuje piezoelektri¢ni
koeficient d. Sklopitev elektricnih in mehanskih lastnosti opiSemo z enacbo za gostoto elektricnega
pretoka, ki je pri piezoelektrikih D =dT +¢E . Obicajno je piezoelektri¢ni koeficient odvisen od smeri
polarizacije piezoelektrika in ga je v sploSnem potrebno obravnavati kot tenzor.

Prav tako pri piezoelektrikih velja tudi obraten efekt: e je piezoelektrik izpostavljen elektricnemu
polju, nanj deluje sila, ki povzro¢i mehansko deformacijo piezoelektrika, ki jo ozna¢imo s ¢rko S (ang.
strain). Velja enacba S =sT +d'E , kjer je s koeficient elasti¢nosti materiala. V bistvu gre za razsirjen
Hookov zakon z upostevanjem ucinka elektriénega polja na raztezanje materiala®.

Piezoelektri¢ni efekt lahko izkoris$¢amo v razlicne namene (piezoelektri¢ni zvocnik, aktuator,motor,
Soba pri tiskalnikih, mikroskop na atomsko silo, itd.). Zanimiv primer uporabe piezoelektri¢nega
aktuatorja je izdelava mikrocrpalke. Z razvojem takih ¢rpalk se ukvarja Laboratorij za mikrosenzorske

strukture in_elektroniko, ki je razvil vrsto crpalk na osnovi MEMS (Mikro-Elektro-Mehanske)

tehnologije, kjer za potiskanje tekoCine poskrbi tanek piezoelektri¢ni listi¢ vzbujan z izmeni¢nim

* Bolj plosna oblika zapisa je s tenzorsko notacijo, saj ima tako vektor mehanske napetosti kot tudi vektor
raztezka Sest neodvisnih elementov, ker je potrebno poleg raztega upostevati tudi velikost striga (strizne sile).
Koeficient elasticnosti materiala s je torej v sploSnem tenzor, ki ima 6x6 elementov. Podobno velja za
piezoelektricni koeficient d, ki je v sploSnem tenzor s 3x6 elementi, vendar je le 5 razlicnih od ni¢ in le tri so
neodvisne vrednosti.
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napetostnim signalom. Take mikrocrpalke so osnova za t.i. Lab-on-a-chip naprave, kjer z MEMS
tehnologijo na enem mestu realiziramo celoten sistem za npr. kemijsko analizo. Zanimivo je tudi to,
da je celoten razvoj temeljil na uporabi zahtevne 3D elektro-mehansko-fluidne simulacije. Spodnja
slika prikazuje rezultat simulacije, desno pa izdelan prototip mikrocrpalke.

Surface Totsd displacement {pm)

Ay

Spodnja slika kaze manj obicajno uporabo piezoelektricnega efekta — gre v bistvu za poskus
(raziskavo) uporabe gensko modificiranega virusa (bakteriofag) s povecanim piezoelektri¢nim
efektom za proizvodnjo elektri¢ne enerigje.

Current-voltage
measurement set-up

Slika 17-8: a) M13 bakteriofag (ali na kratko fag) spada med viruse, ki zajedajo bakterije. Dolg je 800 nm,
premera 6,6 nm. Z genskim inZeniringom so mu raziskovalci iz Kalifornije povecali neenakomerno
porazdelitev naboja, kar se odraza v povecanju elektri¢nega polja b) in C) znotraj virusa in s tem povecanjem
njegovega dipolnega momenta d). Raziskovalci so pokazali, da ima fag piezoelektriéni koeficient d= 0.30 pm/V
in lahko ob delovanju mehanske sile proizvaja elektricno energijo (6 nA pri 400 mV). Vir: Nature
Nanotechnology - Maj 2012

Razlika med piezoelektriki, piroelektriki in feroelektriki

Piezoelektriki so podmnozica dielektrikov, so torej dielektriki s posebnimi lastnostmi, to je, da se
generira elektricni naboj, ¢e nanje deluje mehanska sila. Velja pa tudi obratno. Piroelektriki so tudi
piezoelektriki, ki pa imajo Se to posebnost, da so naravno polarizirani, hkrati pa se njihova polarizacija
spremeni ob spremembi temperature. Pogosto se uporabljajo kot detektorji infrardecega sevanja.
Feroelektriki so tudi piroelektriki s to posebnostjo, da je njihova polarizacija odvisna od elektricnega
polja. Imajo podobno karakteristiko kot feromagnetiki, od tu tudi izvira njihovo poimenovanje.

SLIKA: Razdelitev feroelektrikov, piroelektrikov in
piezoelektrikov kaZe, da so vsi dielektriki vendar 7
dolocCenimi specifi¢nimi lastnostmi. Feroelektriki so tako
tudi piroelektriki in piezoelektirki, ne velja pa tudi obratno.
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* MIKROFONI

Mikrofon je naprava, ki pretvarja zvok v elektri¢ni signal. Obstaja ve¢ vrst mikrofonov, za nas so trenutno

zanimivi kondezatorski in elektretski mikrofoni. Osnova kondenzatorskega (v ang. literaturi se imenuje

condenser in ne capacitor microphone) mikrofona je plos¢ni kondenzator, ki ga sestavlja fiksna elektroda (back

panel) in membrana (diafragma). Membrana je narejena iz zelo tankega materiala (obi¢ajno milar) prekritega s

prevodno plastjo (obicajno zlato ali titan). Kakovost mikrofona je seveda odvisna tudi od izdelave, saj gre v

bistvu za elektro-mehanski sistem. Poleg tega je delovanje odvisno od napajanja, saj kondenzatorski mikrofon

ob vibraciji ne daje dovolj energije za ojacanje, e sploh kaj.
Enostaven nacin napajanja in zajemanja signala je s pomocjo  (uvagn
baterije, oz. vira enosmerne napetosti, ki polarizira elektrodi
kondenzatorja pozitivno in negativno. Ob akusticnem signalu s
membrana zaniha, s ¢imer se spremeni njena kapacitivnost (ki =~ “ebes
je inverzno proporcionalna razdalji med elektrodama). Ob
konstantni priklju¢eni napetosti se spremeni velikost naboja

na elektrodah, saj velja Q = CU . Sprememba naboja se

Backplne
/

Stgnal Amplitier

‘ . . d . "
odraZa kot tok skozi upor (i = d—f), ki povzroci spremembo

napetosti. To je potrebno Se ojacati.
Drugi nacdin napajanja (ki ga razpoznamo po treh izhodnih

kontaktih) se imenuje fantomsko. To je napajanje (12-48v DC, 48 Volt Phantom Powering:

obicajno 48), ki se ga nekako »ne vidi« oziroma je na istih
priklju¢nih vodnikih, kot se prenasa signal iz mikrofona. Masa
(1) je priklju¢ena na ohisje mikrofona. Obe elektrodi (2 in 3)
sta na isti napetosti, zato nihanje vira napetosti ne vpliva na
izhodni signal. Kondenzatorski mikrofoni so lahko zelo
obcutljivi in odzivni, saj je membrana lahko zelo tanka in se

To Microphane

Microphone
Output Signal
Potential Source
6800 2 Microphone

Signal to Mixer

)

ukloni Ze ob najmanjSem akusticnem signalu. Zato se
kondezatorski mikrofoni ve¢inoma uporabljajo kot studijski mikrofoni.

Alternativna kondenzatorskim mikrofonom so elektretski mikrofoni. Ti
so obicajno cenejsi (ni pa nujno) kot kondenzatorski. Elektreti so snovi,
v katerih so vgrajeni elektri¢ni dipoli — so v bistvu ujeti v strukturo in se
v zelo dolgem Casovnem obdobju »razgradijo«. Elektrete se izdela tako,
da se najprej dielektri¢ni material (npr. PTFE (Poli Tetra Fluor Etilen)), ki
vsebuje mocno polarne molekule (dipole) stali, potem pa se ga v
mocnem elektricnem polju shladi. Tako dobimo element, ki ima
vgrajene in enako orientirane elektri¢ne dipole in s tem v svoji okolici
ucinkuje z vgrajenim elektricnim poljem. Iz te podobnosti s trajnim
magnetom, ki v okolici u€inkuje z magnetnim poljem, tudi izhaja njegovo
ime: magnet <> elektret. Vecina malih mikrofonov, ki jih vidite na
oblacilih, videokamerah, v racunalniskih mikrofonih, v mobilnih
telefonih, so elektretski mikrofoni. Naceloma ne potrebujejo dodatnega
napajanja, saj se ob upogibu membrane iz elektreta spremeni razdalja
med elektrodama in s tem (ob konstantem polju) napetost med
elektrodama, ki pa je zelo majhna in jo je potrebno ojacati. Da bi ¢im bolj
zmanjsali Sum, je obicajno tik ob elektretskem elementu tudi ojacevalni
element (obic¢ajno JFET — Junction Field Effect Transistor), lahko pa tudi
posebno prirejen integriran Cip kot npr. MAX9810. O lastnostih.

Ground
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Dielektrik v elektricnem polju 17.
Dodatno:

Elektreti imajo lahko trajno vgrajen elektri¢ni naboj (real charge electrets) ali pa trajno vgrajene elektri¢ne
dipole (oriented-dipole electrets). Sledji elektreti spadajo med feroelektricne materiale. Te ne gre zamenjevati s
feromagnetnimi, saj ne vsebujejo magnetnih struktur. Podobnost v imenu izhaja iz podobnosti karakteristike —
odvisnost od naelektritve/magnetizacije od elektricnega/magnetnega vzbujanja. Medtem, ko je feromagnetne
materiale mogoce namagnetiti - ohranijo magnetne lastnosti tudi, ko vzbujalno magnetno polje izklopimo - se
feroelektri¢ni materiali v elektricnem polju polarizirajo in ostanejo polarizirani tudi po izklopu elektricnega
polja. Elektreti so snovi, ki jih je tezko razelektriti, magneti pa snovi, ki jih je

tezko razmagnetiti. Za oboje je znadilna nelinearna in histerezna zveza P
med vzbujanjem ( pri magnetih jo obravnavamo z jakostjo magnetnega
polja H, pri elektretih pa z jakostjo elektri¢nega polja E) in u¢inkom (pri
magnetih ga obravnavamo z gostoto magnetnega pretoka B (ali
magnetizacijo M), pri elektretih pa s polarizacijo P).

B aliM

Elektrete s trajno vgrajenim elektricnim nabojem obicajno feroelekrik feromagnetik
naredijo tako, da dielektri¢ni material vzpostavijo visokonapetostni DC koroni.

Elekrete in feroelektrike se pogosto uporabi tudi za »energijsko Zetje«. En ¢lanek.

Izdelavo miniaturnih mikrofonov omogoca tudi polprevodniska
tehnologija z dodatno mikro-mehansko obdelavo, s pomocjo _‘rﬁ"’ e o
katere se izdela t.i. MEMS strukture (Micro-Electro-Mechanical —
Structures). Ker je ta tehnologija nadgradnja polprevodniske, je
mogoce elektronske elemente vgraditi v enako polprevodnisko
strukturo — ASIC (Application Specific Integrated Circuit)
tehnologija. Princip delovanja pa je prakticno enak ( 2
kondezatorskemu mikrofonu. i £ 3% by oY

......

Figure 2 Cross-section diagram of 3 MEMS microphone sensy

Ce %e omenjamo feroelektrike, je zanimiva tudi njihova ol VG
uporaba v bralno-pisalnih pomnilnikih (RAM — Random Acess \J'——]—_I\b
Memory), kjer se namesto navadnega kondenzatorja,
namenjenega shranjevanju naboja (kar predstavlja 1 ali 0, e
kondenzator ima ali nima naboja), uporabi feroelektri¢ni ,
kondezator. Zato se imenuje FeRAM ali FRAM. Glavna prednost . '
FeRAM-a v primerjavi z bolj znanim DRAM-om je manjsa .\}L’.‘rll unc o wan
potreba po stalnem osveZevanju naboja na kondenzatorju in s

tem skupna poraba energije. Ne more pa se doseci take gostote

celic kot v DRAMU, ker pri zelo majhnih dimezijah material

izgubi tipitne feroelektri¢ne lastnosti (histerezo). Zato se ! erroelectric
uporablja v specifi¢nih _aplikacijah, kjer je potrebno zagotoviti capacitor
majhno porabo energije (dolocene medicinske aplikacije, RFID,
...). Resna alternativa FeERAM-u je MRAM (Magnetic Random

Acess Memory), ki shranjuje informacijo v magnetizaciji.

Figure 3 A typeal MEMS mcreprane mmar viewwd from o

ne

31t

=
—

Gnd

V praksi se pogosto uporabljajo tudi t.i. dinamicni mikrofoni, ki pa jih tu ne obravnavamo, saj je njihovo
delovanje povezano s snovjo, ki jo obravnavamo v drugem semestru. Lahko pa vsaj omenimo, da ti uporabljajo
princip (magnetne) indukcije, ko se tuljava pomika v magnetne polju trajnega magneta.
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MEJNI POGOJI

Posredno smo se z obravnavo polja v dveh stikajocih se dielektrikih Ze spoznali. Ugotovili smo, da
pride na meji med dvema dielektrikoma z razlicnima dielektri¢cnostima do nezveznega prehoda
(skoka) elektricnega polja. V tem poglavju Zelimo spoznati sploSne zakonitosti prehoda polja iz ene
snovi v drugo. lzpeljemo jih iz Gaussovega zakona in zakona o potencialnosti (konzervativnosti)
elektrostaticnega polja.

MEJNI POGOJ ZA NORMALNO KOMPONENTO POLJA

Mejni pogoj za normalno (pravokotno) komponento dobimo iz Gaussovega zakona:

é Ij : dA = Qprosti,znotraj (17'18)
A

0]
"lE

d-0
39

Slika 17-9: Na meji dveh dielektrikov upostevamo Gaussov zakon, da mora biti pretok polja skozi zakljuceno
povrsino enak nic¢ (Ce znotraj zaobjetega objekta ni nabojev). S tanjSanjem navidezne kocke dobimo mejni
pogoj za normalno komponento gostote elektricnega

pretoka.

Zamislimo si povrS§ino med dvema dielektrikoma in
kocko, ki jo stiskamo v smeri meje. Ob stiskanju

postanejo stranski pretoki zanemarljivi (limitirajo 2
proti ni¢) in ostanejo le pretoki pravokotno na
povrsino:

Ijl dﬂi + Ijz . dAZ = O-prosti dAi (1719)
Z upoitevanjem dA, =—dA: dobimo

€ '(Dl - Dz) = Oprosti (17.20)
ali tudi

Dnl o Dn2 = O prosti . (17.21)
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Enotski vektor kaZe iz dielektrika z indeksom 2 v dielektrik z indeksom 1. Ce je povriinska gostoto
prostega naboja na meji dveh dielektrikov enaka nic, velja

Dn1 = Dn2 ali tudi €1En1 =&, Enz. (17.22)

Ce torej poznamo normalno komponento polja na meji na eni strani dielektrika, z ena¢bo (17.20) ali
(17.21) ali (17.22) (¢e na povrsini ni prostega naboja) izracunamo normalno komponento na meji v
drugem dielektriku.

MEINI POGOJ ZA TANGENCIALNO KOMPONENTO POLJA

Potrebujemo $e mejni pogoj za komponente polja, ki so vzporedne (tangencialne) z mejo. Tu

uporabimo zakon potencialnosti polja: gs E-dl =0.

d-0

—
o

Slika 17-10: Na meji dveh dielektrikov upostevamo zakon potencialnosti polja in s tanjSanjem zanke, ki
zaobjema oba dielektrika dobimo mejni pogoj za tangencialni komponenti elektri¢ne poljske jakosti.

Vzemimo zanko v obliki pravokotnika na meji dveh dielektrikov in ga stiskajmo v smeri meje (d >0
). Integral polja po poti zanke bo imel le razli¢ni od ni¢ le komponenti v smeri meje — tangencialni
komponenti. Veljalo bo torej:
E, |-E, 1=0=E,=E,.

Etl - Et2 . (17.23)

Po

Zdruzimo obe enacébi v »lomni zakon«. Ce na meji dveh dielektrikov ni povriinskega (prostega)
naboja, velja:

E,=E, (17.24)

1=
&E., =¢&,E,, (17.25)
Ce enacbi delimo, dobimo:

18 18

(17.26)
‘91 Enl 82 En2
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tan
ltan(ocl) = itan(ozz) ali fan(ey) _4

. 17.27
& &, tan(e,) ¢, (17.27)

o je vpadni kot med normalo na povrsino in smerjo polja.

Primer upostevanja mejnega pogoja:

Homogeno polje 100 V/m je usmerjeno pod kotom 45° iz zraka v olje z &, = 2. IzraCunajte elektri¢no
poljsko jakost v olju in skicirajte vektorja polja na meji zrak-olje.

Izradun: Ohranja se tangencialna komponenta elektricne poljske jakosti, ki bo tudi v olju enaka

2
E,=E,=100V/m-— . Normalna komponenta polja v olju pa se zmanja za %, saj velja

1 1 2
E,= a E,=-E,==100V/m £ Absolutna vrednost polja v olju pa je
£, 2 2 2

E, =~/En21+Et22 =79V/m. Polje v olju se zmanjsa, saj se zmanjSa normalna komponenta polja,

tangencialna pa ostane enaka.

POLJE NA MEJI DIELEKTRIKA IN KOVINE

Poseben primer je meja dielektrik - prevodnik. Vzemimo, da

ozna¢imo dielektrik z indeksom 1, prevodnik pa z 2. dielektrik . G
Predhodno smo Ze ugotovili, da je elektrostaticno polje .
znotraj prevodnika enako ni¢: E; = 0. Ker velja E,;, =E,,, bo E=0 \

tangencialna komponenta polja v izolatorju na meji z e
. : . ) . prevodnik \
dielektrikom enaka ni¢. To pa obenem pomeni, da bo imelo
polje v izolatorju na meji s prevodnikom le normalno

komponento, kibo enaka D,, —0=0o oziroma,

prosti
(o2

E=E,=—. (17.28)
&

Prisli smo do Ze znane ugotovitve, da je polje na povrsini prevodnika pravokotno na povrsino in
sorazmerno povrsinski gostoti naboja.

(0}
Zapisimo Se enkrat tudi ploskovno silo na prevodnik: f= 0'2—.
&
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* SILA MED DIELEKTRIKI / DIELEKTROFOREZA

Ce sta dva dielektrika z razliénimi dielektri¢nimi
lastnostmi v elektricnem polju, deluje med njima *
elektricna sila. Primer je sila na nevtralne dielektri¢ne
delce v nehomogenem polju. Zaradi razlicne
dielektri¢nosti delca in medija se na povrsini dielektrika
inducirajo vezani naboji na katere deluje polje s
ploskovno silo (pritisk), ki bo (brez izpeljave):

2

&, —¢& D
f ==2—"L| E?+—" |. Skupno silo na delec doloimo
2 £&,

z integracijo ploskovne sile na delec. Smer te ploskovne

LH

sile je v smeri prostora z manjSo dielektri¢nostjo. Tako je
mogoce dielektricne delce usmerjati z vzpostavitvijo
elektricnega polja med dvema ali vec elektrodami (glej
sliko na desni). Delci se naberejo tam, kjer je polje najvecje — na ostrih robovih elektrod ali pa na
mestih, kjer je elektricno polje najmanjSe. Dodatno kontrolo nad gibanjem delcev nam ponuja
vzbujanje z izmeni¢nim signalom. Dielektricne lastnosti snovi (relativna dielektricnost) se s frekvenco
signala spreminja, kar omogoca manipulacijo delcev z elektricnim poljem. V Laboratoriju za
bioelektromagnetiko smo skupaj z Laboratorijem za mikrosenzorske strukture in Laboratorijem za
biokibernetiko nacrtali in izdelali strukture za manipulacijo bioloskih celic s pomocjo dielektroforeze.
Ce je elektroforeza pojav, v katerem izkori$¢éamo silo na naelektrene delce, je dielektroforeza pojav,
kjer izkoris¢amo silo na dielektri¢ne (elektricno nevtralne) delce.

Slika 17-11: Manipulacija bioloskih celic 7 elektricnim poljem. Celice se koncentrirajo na mestu najmanjSega
polja, ki je v sredini in na povrsini elektrod. Razdalja med elektrodama je 50 ym. Na desni sta prikazana
modula 7 izdelanimi mikrostrukturami. Mikrostrukture so izdelane s polprevodnisko tehnologijo na pyrex

steklu z dvoslojno metalizacijo.

Delovanje dielektroforeze smo ugotavljali tudi pri eksperimentu s semenkami v enosmernem polju.
Semenke so iz dielektrika in se usmerijo v smer polja, ker pa so v dovolj gostem mediju, se tezje
prosto gibljejo. Potrebovali bi Se vecjo silo, da bi premagali silo viskoznosti. Smo pa opazili znacilnost
verizenja, ki jo opazimo tudi pri celicah na mikrostrukturah. Poleg tega so pazljivi lahko opazili, da se
giblje tudi olje v katerem so bile semenke. Tudi na molekule olja (dielektrik) deluje sila, ki jih
premakne v smeri elektrod.
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Primer kolokvijske naloge z dne 11.12.2001:

Ravnina z = 0 je meja med dvema dielektrikoma, z
relativiima dielektriénostima &; = 5 za prostor 2 > 0 m
&2 =12 za prostor z < 0. V prvem prostoru je elektriéna
poljska jakost E; = 107 V/m 1n je usmerjena pod kotom
¢ = 60° glede na ravnino z = 0. Doloéite velikost
elektri¢ne poljske jakosti v drugem prostoru mn kot ¢, ki
ga oklepa z raviuno = = 0.

E =10°V/m E, = E, cos@, = S0kV/m
@, =60 E  =E sin@ =86, 6kV/m
€4 =5 E, =E,cosp,

£, =12 E,, =E,sing,

E, =E, =50kV/m

£ .
D, =D, —E, =E,_—1=361kV/m
) 2 e

E, =JE5 + E;, =61.7kV/m

E, .
tang, = E-’l —@, =358

2t

tan(e,) &
—— =, pri ¢emer pa bi morali paziti,
tan(e,) &,

da je kot alfa definiran glede na normalo in ne na mejo, torej je o, = 90° —60° =30%in

Nalogo bi lahko resili tudi z uporabo lomnega zakona

£ 12
tan(a,) = tan(e,) f = tan(30°)§ =1,386, od koder je o, =54,2%in ¢, =35,8°.
1

Primer kolokvijske naloge 17.12.2003 (UNI):

A
Mapetost med totkama A in B je 300 V. l F
Doloéite navpiéno komponento elektriéne £0 0 do
poljske jakosti v praznem prostoru, &e je " :
relativna dielektri¢nost vmesne plasti =, = =rf0 dy
Podatki: dy — dy — 2 cm, d; — 16 cm, 0 5 d2
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18.Energija

Vsebina poglavja: Delo in potencialna energija (ponovitev), energija naboja pri preletu polja, potencialna

energija sistema nabojev, elektricna energija v polju kondenzatorja, energija sistema porazdeljenih nabojev,
gostota energije, energija pri gibalnih procesih - sila.

PONOVITEV: DELO ELEKTRICNIH SIL, POTENCIALNA ENERGIJA, NAPETOST IN POTENCIAL
V tem poglavju bomo ponovili doloc¢ena spoznanja iz poglavja 12 (Delo in energija) in jih nadgradili s
celostnim pogledom na pojem energije v elektrostatiki. V poglavju 12 smo spoznali, da je delo

TZ TZ
elektri¢nih sil potrebno za premik naboja Q iz to¢ke Ty v totko To: A, = A, = I Fe-dl = QJ. E.dl.

T T

Elektricna napetost je enaka delu, ki jo enota pozitivhega naboja (1 C) opravi pri premiku iz tocke T, v
tocko T,

TZ
U:i:jé-dl . (18.1)
Q 1

Hkrati smo ugotovili, da je potencialna energija naboja enaka delu, ki ga opravi zunanja sila pri
prenosu iz oddaljenosti (kjer je njegov potencial enak ni¢) do mesta, kjer se nahaja. Enakovredno
lahko re¢emo, da je ta energija enaka delu elektri¢nih sil za premik z mesta, kjer se nahaja do

neskon¢nosti (kjer je potencial enak ni¢): W(T) = A (T —T_). Ta definicija pa je hkrati definicija
potenciala, le da je definirana s potencialno energijo enote naboja:

AT > ) :”VI“” i

V(T)= E-dl . (18.2)
M) ) )

ENERGIJA POSAMEZNEGA NABOJA PRI PRELETU ELEKTRICNEGA POLJA

Ce se v elektricnem polju giblje le en naboj, se njegova potencialna energija poveca ali zmanj$a za
AW =QAV =QU . Tak primer je na primer gibanje elektrona v elektritnem polju. Ce preleti
elektron v smeri polja napetost 20 kV, se bo njegova kineticna energija povecala na ra¢un zmanjsanja
potencialne za AW =QU =1,6-10"° As-20kV =3,2-10™ J . Pogosto namesto enote Joule pri

zapisu energije osnovnih delcev uporabljamo enoto elektron-volt, kjer je 1 eV = Q..1V= 1,6 10 J. V
tem smislu je kineti¢na energija delca po preletu polja 20 kV enaka 20 10° eV ali 20 keV.

POTENCIAL V OKOLICI OSAMLIENEGA NABOJA IN ENERGIJA SISTEMA DVEH NABOJEV

Potencial na razdalji r od osamljenega tockastega naboja Q je V (r) = . Da bi na razdaljo r od

nE,r
naboja Q pripeljali naboj Q,, bi torej potrebovali energijo W =Q,V =Q, 4Q . Ali tudi: v sistemu
nE,r
R : : o Q0
dveh nabojev Q in Q; je shranjena potencialna energija W = 4—
el
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POTENCIALNA ENERGIJA SISTEMA TOCKASTIH NABOJEV

Vzemimo, da imamo prostor brez nabojev in torej brez elektricnega polja. Ce Zelimo v ta prostor
prenesti naboj, moramo opraviti delo. V elektricnem smislu za prenos prvega naboja (Qi) ni potrebno
vloziti ni¢ dela, saj ni nobene elektricne sile na ta delec. Ko pa Zelimo v njegovo blizino prenesti naboj

Q,, moramo za to opraviti delo, kibo A = J.QZE-dr = &,
T, Ane,lh,
kjer je ri2 razdalja med nabojema Qi in Q..
O,
0. ' 0
” 0, _l —
Py ) .é:» I|I"I'iw
AN ERN))

inf, <3
inf.

Slika 18-1: Potencialna energija sistema nabojev je dolocena kot delo, ki ga potrebujejo naboji, da premagajo
elektricne sile pri njihovem premiku iz neskoncnosti.

Ko prenasamo tretji naboj, mora ta premagovati dvoje sil, tako na naboj Qi, kot na naboj Q.. Torej

QQ. , 90,

Ang,l,  Amg,ly,

potrebujemo opraviti delo , kjer sta r1z in ry3 razdalji med nabojema Q; in Qs ter Qz

in Qs. In tako dalje. To delo se shrani v obliki potencialne energije v pozicijah delcev. Potencialna
energija sistema treh nabojev je torej

W = QQ, + Q1Q3 n Q2Q3

Aneyl, 4mel, 4dnel,

(18.3)

ZapiSimo to vsoto nekoliko drugace:

Wzin( L , J+1Qz[ Q. 9 }LEQ{ Q. 2 J (18.4)

4rg,tr, Arel, 2 Angyr, A4Amngyl, 2 dnel, 4Angyl,

Ugotovimo, da so vrednosti v oklepajih enake potencialom Vi, V; in V3, kjer je V1 potencial na mestu
naboja Qs, ki ga povzrocata naboja Q; in Qs. Enacbo torej lahko zapiSemo v obliki:

1 1 1
W :EQ1V1+EQ2V2 +EQ3V3- (18.5)
Ocitno bi lahko za sistem n nabojev zapisali potencialno energijo v obliki:
1 1 1 1
W :Elel +EQ2V2 +§Q3V3 +"'+EQnVn, (186)

oziroma na kratko
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1
W = EZQM , (18.7)

kjer je Vi je potencial na mestu naboja Q; in ga zapiSemo kot vsoto:

\/ . z& (18.8)
47[‘90 j= rij
i£]

kjer so rj razdalje med nabojem Qi in Q;.

Primer doloditve energije sistema nabojev:
Dolo¢imo energijo sistema treh enako velikih nabojev Q = 20 nC, ki se

Q
nahajajo v oglis¢ih enakostrani¢nega trikotnika stranice a = 10 cm. ,.-"\
a/ a
/ -—s

IzraCun: Ker so naboji enako veliki in simetri¢no razporejeni, je tudi potencial () ¢ 7 0

na vseh mestih nabojev enako velik. Vzemimo, da imamo v oglis¢ih naboje Q;,

Lo 1(e.0),0

dne, T, 4mg\a a dngga
i#]

Q; in Qs. Na mestu naboja Qi je enak: V, =

Energija sistema bo torej

1 1 1 1 1 Q 3Q?
W=>QV,+=QV,+>QV,=3-2QV, =3-Q2 = :
ZQl ' 2Q2 ? 2Q3 : 2Ql ! ZQ drea  drg,a

in Stevilcno

2

2 ‘m 3-(20-10°C
w9 _gqp0 MM, ( ) ~108 ..
47[(908. A‘S 0’1m —

Primer izracuna dela za premik naboja v elektricnem polju:
Koliko dela moramo vloZiti za premik naboja iz enega oglis¢a v sredino med druga T

dva naboja? o

Izradun: Vzemimo zgornji naboj (oznacen kot Qs) in ga premaknimo med Qi in Q. 0 Y 0.

Delo bi lahko dolocili iz osnovne formule za izraCun dela, torej kot = ' I, o
TZ

A= QSJ E -dl , kjer je E polje na mestu naboja Q. Izradunati bi morali polje na mestu naboja (kar v
Tl

konkretnem primeru ne bi bilo ravno zahtevno) in ga integrirati po poti. Se bolj enostavno pa je

dolociti delo iz razlike potencialnih energij sistema pred in po premiku:

_Wkonéna . (18-9)

AT, > T,) =W(T) -W(T,) =W

Zacetna

Energijo v zacetni legi smo Ze dolocili, preostane Se izracun v konéni legi W(T>).
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1 1 1 1 1
W(Tz) :Wkonéna :Elel +§Q2V2 +§Q3V3 = 2§Q1V1 +§Q3 3=

Q,

=Q 2% +
dngya 4mg,al?2

}

1 ( Q Q, ) 3Q°_, 2Q° _ 5Q°
23

+ = =
dneja/2 4mnejal/2 ) 4dmea 4dnga  4ng,a

Energija sistema se bo po premiku ocitno povecala, torej bo delo negativno. To pomeni, da ga bodo

morale opraviti zunanje sile. To delo bo enako

3Q?

5Q?

202

dneja  4me,a

dne,a

|
iy
5

ENERGIJA V POLJU KONDENZATORIJA

Tako kot smo potrebovali dolo¢eno energijo, da smo v prostor pripeljali naboje, je potrebna dolocena

energija, da naelektrimo kondenzator. V najpreprostejsi obliki si lahko kondenzator predstavljamo

kar kot dve prevodni telesi. Med njiju priklju¢imo vir napetosti in povecujmo napetost. Z vecanjem

napetosti med telesoma se povecuje tudi mnozina naboja na telesih. Pa¢ skladno z ena¢bo Q =CU .

Vzemimo (diferencialno) majhen naboj dQ in ga premaknimo iz enega telesa na drugega, pri cemer je

napetost med telesoma U. Sprememba energije ob premiku bo enaka dW =dQU . Napetost lahko

izrazimo tudi z nabojem in kapacitivnostjo, tako da je diferencial energije enak dw = EdQ . Celotno

energijo, ki smo jo pridobili z elektrenjem kondenzatorja dobimo z integracijo naboja od zaCetnega
(0), do koncnega Qkonéni:

W =

Qkoneni Q
s

0

dQ

2
Qkonéni

2C | (18.10)
e ™
O=CU
d(j
 m—
dW=do.U W=0u2
4 - L.“' [l

Slika 18-2: Pri elektrenje kondenzatorja mora naboj pri prehodu iz ene plosée na drugo premagovati vedno

vecjo silo, saj se spoti povecuje napetost oz. polje med plo§¢ama. Skladno s poveCevanjem napetosti in naboja

med ploS¢ama se povecuje tudi energija.

To je energija v naelektrenem kondenzatorju, ki jo lahko izkoristimo v razlicne namene. Ni pa nujno,

da je to tudi celotna energija, ki jo lahko koristno uporabimo. Del energije se ob razelektritvi lahko

porabi tudi znotraj kondenzatorja (baterije) - na njeni notranji upornosti.

Enacbo lahko s pomogjo zveze Q = CU zapiSemo tudi v obliki
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Q* CU? QU
2C — 2 - 2 (18.11)

W =

Primer izracuna energije v kondenzatorju:

Dolo¢imo energijo v zracnem plosénem kondenzatorju kapacitivnosti 20 nF, ki je priklju¢en na
enosmerni vir napetosti 60 V. Za koliko procentov se spremeni energija shranjena v kondenzatorju, ¢e
razdaljo med ploS¢ama razpolovimo?

CU? 20nF-(60V)> _

Izracun: Elektricna energija shranjena v kondenzatorju je W = > 5 Bu. Iz
A
enacbe za kapacitivnost ploS¢nega kondenzatorja C= & H ugotovimo, da zmanjSanje razdalje med

plos¢ama za polovico predstavlja zvecanje kapacitivnosti za 2x, kar pomeni, da se bo energija
povecala za 2x, na 72 mJ, torej za 100%.

Dodatno: Za koliko procentov se bo spremenila energija v kondenzatorju, ¢e pred zmanjSanjem
razdalje med plos¢ama kondenzatorja za polovico odklopimo kondenzator od vira napajanja?

IzraCun: Sedaj se ohranja naboj, ki ga je pred odklopom Q =CU =20nF-60V =1,2 uC, enako pa

tudi po preklopu. Torej bo ob 2x vedji kapacitivnost ob premiku energija enaka

2 2
1,2uC
=Q— =(—“) =18 WJ . Energija v kondenzatorju se bo ocitno zmanjsala za 2x. Zakaj? .....
2C 2:2-20nNF —

Med pozitivno in negativno naelektreno plo$¢o deluje sila, ki plos¢i privlaci. Ce ne bi delovale druge
sile (teZnosti, lepenja), bi se plosci zdrutZili, naboji bi se razelektrili in energija bi se pretvorila v drugo
obliko (recimo toplotno). Torej se energija sistema manjSa z zmanjSevanjem razdalje med
elektrodama.

Dodatno: V zra¢ni kondenzator vstavimo dielektrik z relativno dielektri¢no konstanto 10. Za koliko se
poveca energija v kondenzatorju pri ohranitvi priklju¢ene napetosti 60 V ali pri konstantnem naboju
1,2 pF.

|lzralun: V skladu z izrazom C = &8, a se kapacitivnost kondenzatorja poveca za 10x. V skladu s tem

se energija v kondenzatorju pri prikljuceni napetosti poveca za 10x, v primeru konstantnega naboja
pa se zmanjsa za 10x.

Vprasanije: Kako razloZimo povecanje oz. zmanjSanje energije pri vstavitvi dielektrika?

Dodatno: Koliko je energija v kondenzatorju, ¢e pri prikljueni napetosti vstavimo vanj dielektri¢ni
listi¢ debeline, ki je enaka polovici razdalje med elektrodama in ima relativno dielektricnost 6?

Izracun: Spremeni se kapacitivnost C= & Ein sicer tako, da imamo sedaj zaporedno vezavo dveh

A A
kapacitivnosti  C,,, = &, m in Ciy =& ﬁ' torej je C,, =6C,,, in nadomestna
Cy:C 6C, .. -C 6 6 12
kapacitivnost ~C, , =—dd —zaa — ——mla “ma _ —C = =—2.C =—C. Kapacitivnost
Cdiel + Czraka 6Czraka + Czraka 7 7 7

kondenzatorja je po vlozitvi dielektrika priblizno 2x vedja (za 12/7) od zaletne kapacitivnosti. Ker je
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prikljuéena napetost fiksna, bo energija po vloZitvi listica ve¢ja od prvotne za 12/7 in bo enaka

ECU2

W = 7T =61,71mJ. Pred vloZitvijo dielektri¢nega listi¢a pa je bila energija v kondenzatorju 36

w. Zakaj se je energija povecala? Ko vstavimo dielektrik med plos¢i kondenzatorja, se na povrsini
kondenzatorja poveca naboj (ki pride iz vira), ki kompenzira zmanjSanje polja v dielektriku zaradi
polarizacije dielektrika.

Dodatno: Kaj pa, ¢e pred vstavitvijo dielektrika odklopimo vir? ..... V tem primeru se bo na plo$¢ama

kondenzatorja ohranil naboj (ne bo se povecal), kapacitivhost pa se bo povecala kot smo Ze izracunali
2

—za 12/7. Energija pa se bo posledi¢no zmanjsala, kar slediiz W = Q— , torej za 7/12.

2.22¢
7

DOLOCITEV KAPACITIVNOSTI 1Z ENERGIJE V KONDENZATORJU

Pogosto enacbo (18.11) uporabimo tudi za dolo¢itev kapacitivnosti. Ce znamo energijo ob poznani
napetosti med elektrodama v kondenzatorju dolociti na nek drug nacin, potem lahko izra¢unamo

2W

F . (18.12)

kapacitivnost iz C=

ENERGIJA ELEKTROSTATICNEGA SISTEMA PORAZDELJENIH NABOJEV

PosluZzimo se izraza iz prejSnjega odstavka, pri ¢emer zamenjamo napetost U za potencial V, ki je
potencial na mestu diferencialno majhnega naboja dQ. Diferencial energije kot prispevek naboja dQ k
celotni energiji je

dw =dQ-V. (18.13)
Z integracijo po vseh nabojih in upoStevanju potenciala na mestu teh
. - o . dQ ~
nabojev je energija elektrostaticnega sistema enaka . |
1 ‘Llf'
W== VdQ, P
po vseh Q-jih \

pri ¢emer smo pred integral dodali % in sicer iz istega razloga, kot smo to pokazali pri seStevanju
prispevkov diskretnih nabojev. Tudi tu s z % izognemo dvakratnemu upostevanju potencialne
energije, saj je ta odvisna od sosednjih nabojev in jo upostevamo 2x ob integracijo po vseh nabojih.

Ce upostevamo e dQ = p-d0, dobimo

1
W=E\j;Vpdﬂ. (18.14)

Nerodnost te enacbe je, da uporabljamo enak simbol za volumen in potencial. Da bi to razmejili, smo

v zadnji enacbi uporabili za integracijo po volumnu simbol & .
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GOSTOTA ENERGIJE IN ENERGIJA POLJA

Do sedaj smo izraCunavali energijo polja iz kapacitivnosti, naboja in napetosti. Ker je vez med
napetostjo in nabojem elektricna poljska jakost, mora obstajati tudi povezava med energijo in
jakostjo polja. Vzemimo primer naelektrene krogle z nabojem Q, ki je na potencialu V. Elektri¢na

energija, potrebna, da smo zbrali skupaj ta naboj, je v skladu z ena¢bo (18.7) enaka W =3QV .

V tem smislu bi za prestavitev naboja dQ pri potencialu V potrebovali energijo dQ
dW =3VdQ. dQ izrazimo z uporabo Gaussovega zakona E-dA=dQ/¢,, 1, 4

diferencial energije pa zapisemo v obliki dW =1V (g,EdA) . Poleg tega zapisemo /

$e diferencial potenciala kot dV = Edl, od koder lahko za diferencial energije
zapisemo dW =ZE-dl(s,EdA) . Ker je diferencial volumna enak d¢/=dA-dl, |

naclekirenn krogln
je dW =1Eg Edl =1gE°d¢ . Z integracijo po volumnu pa dobimo celotno '\ ™ potenciala ¥
% J

energijo sistema: T

(18.15)

W =[1¢,E’de
V

Izraz v integralu lahko prepoznam kot gostoto energije in ga tako tudi poimenujemo ter uporabimo
simbol w "

w=1gE*

(18.16)

Enota je energija na volumen, torej J/m3.

Enacba za energijo, ki smo jo zapisali, velja za polje v vakuumu oz. zraku. Ce imamo polje v
dielektriku, bi do izraza za energijo prisli na podoben nacin, le z uporabo Gaussovega zakona za
dielektrike. V tem smislu bi dobili za energijo

W :j%grgoEz dZ, (18.17)
\Y

2
za diferencial energije pa W= %ErEOE . (18.18)

Bolj splosen izraz, ki pa ga ne bomo izpeljevali je

w=iD-E

oziroma za diferencial gostote energije:

dw=E-dD| (18.19)

* Sedaj smo prisli do enacbe, ki nakazuje, da je elektrostati¢na energija shranjena v elektri¢nem polju. Prejsnji
zapis pa nam kaZe, da je vezana v medsebojni interakciji nabojev. Kateri nacin razmisljanja je bolj pravilen? Za
izraCune sta oba ustrezna, za pojasnila pa si preberite npr. razmisljanje Richarda Feynmana v njegovih lekcijah.

© D.K., 2019 165


http://www.feynmanlectures.caltech.edu/II_08.html

Energija m

Primer izracuna energije v kondenzatorju:
Dolocimo izraz za energijo plos¢nega kondenzatorja povrsine ploS¢ A in razdalje med plos¢ama d z

uporabo enacbe W = I%grgoEzd ?.

2

Y

lzratun: E = 4’

U 2
W = j%grgoEZ.dW:%grgoEZJd@:%grgo(Ej V=

Vol

2 2 ’
=%6‘r6‘0(%j A-d =%EFEOUF~A=%grgOdA~U2 =iC.U’?

Dobimo seveda enak izraz, kot smo ga Ze izpeljali za energijo v polju kondenzatorja. Razlika je le v
tem, da znamo sedaj ugotavljati tudi energijo shranjeno v elektricnem polju, izrazeno z gostoto
elektricne energije, ta pa je sorazmerna kvadratu elektri¢ne poljske jakosti.

GIBALNI PROCESI — SILA NA NAELEKTRENA TELESA

Zelimo dolo¢iti elektrostati¢no silo med naelektrenima telesoma. Fizikalno lo¢imo dva razli¢na
primera: v prvem obravnavamo dve naelektreni telesi brez prikljuéene napetosti, v drugem pa v
primeru, ko sta prevodni telesi prikljuceni na vir napetosti.

1) PRIMER GIBALNIH PROCESOV NAELEKTRENIH TELES BREZ PRIKLJUCENEGA VIRA NAPETOSTI
Vzemimo sistem dveh naelektrenih teles z naboji +Q in —Q (Slika 18-3). Energija shranjena v

elektricnem polju je enaka We = T Ce dopustimo, da se eno od teles premakne v smeri drugega

za neko majhno razdaljo d/, pri tem opravi delo dA= Ife-dr. To delo se je opravilo na racun
zmanjSanja elektricne energije sistema, saj mora veljati, da je vsota opravljenega dela in zmanjsane

elektricne energije enaka ni¢: dW,+dA=0. Ce izrazimo delo le v smeri X, bo veljalo:

F., -dx=—dW, in torej

dw,
Fe,x = _d_Xe' Ce se razmere spreminjajo tudi v drugih smereh, je bolj korektno uporabiti parcialni
odvod:
oW
Fo=——7"| (18.20)
o X

Enako lahko dolo&imo tudi silo v drugih smereh. V splodnem je torej sila enaka”

e

(18.21)

£ oW, oW, aw,
x ' oy e

* Enako povezavo smo imeli v poglavju 11 (str. 90), kjer smo ugotovili povezavo med E in V: E= —grad(V) .
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2) PRIMER GIBALNIH PROCESOV PRI PRIKLJUCENI NAPETOSTI
V tem primeru je potrebno v energijsko bilanco vkljuciti tudi energijo, ki pride ali se vrne v vir. Torej
bo spremembe energije polja in dela premika enaka spremembi energije vira:

dw, + F,-dl =dA,, (18.22)
kjer smo z dA; oznacili spremembo energije vira.

Ce se bosta telesi ob priklju¢eni napetosti priblizali za majhno razdaljo, se bo povecala kapacitivnost
sistema dveh teles, zato se bo tudi povecal naboj med telesoma za dQ. Ta naboj bo prisel iz vira na

racun opravljenega dela dA, =dQU . Zaradi povecanja naboja med telesoma se bo povedala tudi

U U U
energija v polju kondenzatorja: dWe = E(Q + dQ) _EdQ = EdQ .

U L
Velja tore;j: EdQ-i- Fe -dl =dQU , torej je (18.23)

-~ -~ dQuU
F-d|=&=dW od koder sledi

e e

(18.24)

£ _[OW, oW, ow,
*lox oy oz )

Ugotovimo, da se bo ob premiku nabojev v polju pri konstantni napetosti polovico dela generatorja
porabilo za premik, druga polovica pa za gradnjo elektricnega polja. Lahko pa je tudi obratno, da vir
deluje kot porabnik, torej, da dobi energijo iz gibalnega procesa, na primer, ¢e bi se enako
naelektrena naboja priblizevala.

IZRACUN SILE 1Z SPREMEMBE KAPACITIVNOSTI

Silo med telesi je obi¢ajno najlazje izracunati iz povezave med energijo in kapacitivnostjo. Ce imamo
2
telesi s konstantnim nabojem, odvajamo izraz W :E , e pa sta telesi priklju¢eni na napetost U pa

2
odvajamo izraz W =

ow o Q? Qzﬁ(lj
- = = E ,vdrugempa F, =

. Vzemimo, da nas zanima sila v smeri osi X. V prvem primeru dobimo

w_ocut_utac
A 2 ox

T ax ox2C 2 ox

V bistvu gre za identi¢na izraza. Vzemimo recimo plos¢ni kondenzator in izracunajmo silo med

vy . Y - vy . eA . .

plos¢ama s prvo ali drugo enacbo. Kapacitivnost plos¢nega kondenzatorja je C =—. Po prvi enacbi
X

dobimo F :_Q_ZE(EJZ_Q_ZQ(LJZ_Q_Z
g 2 ox\C 2 OX\ gA 2eA’
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po drugi pa F —£§—££ A —U—z _gA Ce sledjo predruga¢imo, dobimo
2 ax 2 ax\ x 2\ x*) ’

_U2 _ﬁz UZCZ__ Qz

o 2eA X 2eA 2eA

Lahk bi kost prikazali tudi bolj splos j lj 6(1) 1 & in torej

ahko pa bi enakost prikazali tudi bolj splosno, saj vel@ —|—|=——=— in tore

p p J Sp J J x\C C? ox )

__Q_Zi(lj_Q_zﬁ_U_zﬁ

g 2 x\C) 2C*ax 2 ox

Slika 18-3: Levo: sila med naelektrenima telesoma. Desno: prikaz povrSinskih sil med dvema nasprotno
naelektrenima telesoma - rezultat numeric¢ne simulacije.
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19.Kondenzator

Vsebina poglavja: kondenzator kot naprava za shranjevanje
naboja, kot naprava za shranjevanje elektricne energije,

pomembne lastnosti kondenzatorjev, aplikacije kondenzatorjev.

KONDENZATOR KOT NAPRAVA ZA SHRANJEVANJE
NABOJA

Kondenzator je naprava za shranjevanje naboja. Vecja kot je
napetost med plos¢ama (elektrodama), vecja kolic¢ina naboja
se nakopi¢i na elektrodah. Konstanto sorazmernosti

Superkondenzator (ali ultrakondenzator)
podjetja Maxwell ima kapacitivnost 3000 F
omogoca napetosti 75 V.

imenujemo kapacitivnost: Q =CU . Ve¢ja kot je kapacitivnost,

vec naboja lahko shranimo.

V zacetnih raziskavah elektri¢cnih pojavov pojma kondenzatorja niso poznali. Naboje so locevali z
rocno gnanimi elektrostati¢nimi napravami, ki so z inventivnimi nacini lo¢evale naboje in jih obicajno
kopicile na dveh lo¢enih prevodnih kroglah. Tipi¢ni primer je Whimshurstov elektrostati¢ni generator.
Ce so bile krogle blizu, na primer ne ve¢ kot nekaj centimetrov, je ob primernih pogojih kopi¢enja
naboja med kroglama preskocila iskra. Torej je morala biti ob krogli doseZzena preboja trdnost zraka.
Vzemimo kar skrajni primer osamljene naelektrene krogle polmera 2 cm. Preboja trdnost bo
dosezena pri elektri¢ni poljski jakosti 3 MV/m, od koder izra¢unamo naboj pri preboju

preb =—Q 7 od koder sledi Q = 133,5 nC. Napetost bo tedaj
Ame,r;
V(Epreb) =—4 Q . =Epel =3-10°V/m-0,02 m =60 kV . Seveda druge elektrode ne moremo imeti v
nE N,

neskoncnosti, lahko pa je vecjega polmera in dovolj dale¢. Vsekakor vecje napetosti od 60 KV ne
moremo doseci. Doloc¢imo lahko tudi kapacitivnost za primer, ko je druga elektroda v neskonénosti

C =4ng,r, =2,2pF. To je precej mala kapacitivnost. Torej med elektrodama v obliki kovinskih

krogel ne moremo shraniti vecje koliine naboja. Ta koli¢ina je omejena s prebojno trdnostjo. Lahko
pa povecamo polmer krogle, kot smo to videli pri izgradnji Van de Graffovih generatorev, kjer sta
imeli krogli 7 MV generatorja polmera 4,6 m.

Na sliki je del tabele iz Electrical Engineering

Table 7.5 Sphare<gap breakdown vollages (kilovolis at peak)®; BS 358:1950 . .
Reference Book, kjer pa so podane prebojne

Crap Sphere diamerer .
{mm) napetosti med dvema sferama enakega
002 0625 125 025

polmera. Ugotovimo, da so prebojne napetosti

0.5 2.8
1 4.7 seveda manjSe, kot smo jo izracunali
1.5 fr.4
2 8.0 teoreticno.
4 144 142
5 174 172 16.8
;* :g‘: :2: l‘;ﬁ Slika 19-1: Del tabele prebojnih napetosti med
10 307 39 31.7 317 kroglama za razlicne razdalje med kroglama (gap)
15 (40} 453 453 45.3 . . S .
20 8.5 59.0 59.0 in premerom krogel (diameter). Vir: Electrical
30 79.5 85.0 B6.0 : :
0 ©35) 108 i1 engineering reference book.
50 (107) 129 137
106 (195) 244
150 (314}
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Figure 2.3 (a) Cascade cirenir according to Cockroft-Walton oy
Geeinacher. () Waveform of poteatials a the nades, no load

Slika 19-2: Levo: kaskadno vezje za zviSanje napetosti, tipiéna uporaba do 200 k\. Desno: Cockroft-Waltonov
CD generator na ETH (Svica) 900kV/10 MA.

Prve vecje vrednosti kapacitivnosti so dosegli leta 1745 z Leidensko steklenico, imenovano po kraju
Leiden na Nizozemskem. ZasluZen za inovacijo »steklenice« je profesor Pieter van Musschenbroek
(1692 — 1791). Hkrati je do podobnih ugotovitev prisel tudi Ewald Georg von Kleist v Nemciji.
Notranjost in zunanjost steklenice je bila delno prekrita s prevodnikom, steklenica pa je delovala kot
dielektrik. Vzemimo hipoteti¢en primer steklenice premera 8 cm s 3 mm debelo steno. Znotraj
steklenice naj bo voda nalita do viSine 15 cm, zunaj pa je prekrita s prevodnikom (aluminijasto folijo).

Relativna dielektri¢nost stekla naj bo 10. Kapacitivnost steklenice je
Criey =105 Z0BMODM 74 e
d 3:10°m

LT SCR L BEBORICIT R ”

0.\ IR

Slika 19-3: Primer prvih eksperimentov v zgodovini elektrostatike. Levo preprost elektrostaticni
generator z ro¢no gnano stekleno kroglo. Naboj se loCuje 7 roko, ki na eni strani drsa ob kroglo, druga
roka pa drZi prevodno verigo. Desno: primeri eksperimentov z uporabo Leidenske steklenice.
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V primerjavi s kapacitivnostjo kovinske krogle je to Ze kar solidna kapacitivnost. To veliko odkritje je
prineslo tudi nekaj ve€ previdnosti pri uporabi. Razelektritev naboja iz steklenice z dotikom namre¢ ni
veC tako »nedolZzna«. Je pa doprinesla k razvoju znanosti, saj je bilo Sele z Leidensko steklenico
mogoce nakopiciti in shranjevati vecjo koli¢ino naboja. Naslednja prav tako pomembna in znamenita
inovacija je bila Voltina baterija. Volta je med drugim tudi predlagal uporabo imena kondenzator. V
tedanjem casu sta bili to vsekakor zelo pomembni inovaciji, primerljivi z danasnjimi dosezki
nagrajenimi z Nobelovimi nagradami.

[C] John D. Jenking

Leyden Jars

1875 Gold-Leaf

Spark Gap
18th century Electrometer, 1890 Transmitter, 1910 Electroscope

12= -1884 Gold Leaf, late Lane’s Discharging

Slika 19-4: Levo so trije primeri Leidenskih steklenic. Cetrti z leve je primer inStrument na podlagi Leidenske
steklenice, za uporabo kot oddajnik. Desno je primer elektroskopa.

KONDENZATOR KOT NAPRAVA ZA SHRANJEVANJE ELEKTRICNE ENERGIJE

Se bolj pomembna kot koli¢ina shranjenega naboja, je mnoZina shranjene elektri¢ne energije. Za
velikost shranjene elektri¢ne energije v kondenzatorju je pomemben produkt naboja in napetost med

1
elektrodama W = EQU . Vzemimo primer osamljene kovinske krogle polmera 2 cm, ki je maksimalno

naelektrena, toliko, da elektricno polje na povrsini doseze prebojno trdnost. Izracunali smo naboj
~ QU 133,5nC-60 kV
2 2
Vzemimo za primerjavo kondenzator povprec¢no velike kapacitivnosti 1 pF in nanj priklju¢imo
CU? 1pF-(100V)?
2 2
kondenzatorju velikem za palec ali tudi dosti manj, shranjeno enako veliko energije, kot med

=4mJ.

133,5 nC in napetost 60 kV. Shranjena energija bo enaka W

napetost 100 V. Energija shranjena v kondenzatorju je W = =5mJ. Torej je v

naelektreno kroglo polmera 2 cm in neskon¢nostjo.

Poleg uspesnosti shranjevanja energije je pomembno tudi to, kako hitro lahko to energijo izErpamo iz
kondenzatorja. Na primer, elektrolitske baterije zelo uspesno shranjujejo veliko koli¢ino energije, je
pa ne morejo hitro izprazniti. Na drugi strani so elektrolitski kondenzatoriji, ki so majhnih dimenzij, so
nekoliko manj ucinkoviti v smislu gostote shranjene energije, se pa lahko njihov shranjen naboj zelo
hitro razelektri. Vez med baterijami in elektrolitskimi kondenzatorji so t.i. superkondenzatoriji ali
ultrakondenzatorji, ki ne omogocajo visokih napetosti, imajo pa izredno visoke kapacitivnosti (vec sto
faradov) in so trenutno posebno primerni za vmesno shranjevanje energije.
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Slika 19-5: Primerjava med razliénimi tipi kondenzatorjev, baterijami in superkondenzatorji glede na
zmoznost shranjevanja in porabe energije. Elektrolitski kondenzatorji omogocajo razelektritev velikih tokov v
zelo kratkem Casu. Baterije omogocajo shranjevanje velike kolicine energije vendar jo ne morejo zelo hitro
izkoristiti. Superkondenzatorji so vez med navadnimi kondenzatorji in baterijami. Omogocajo relativno velike
toke razelektritve v precej daljSem Casu kot navadni kondenzatorji. Vir: skeleton supercaps.

POMEMBNE LASTNOSTI KONDENZATORIJEV

Kondenzatorji imajo v idealnem smislu le kapacitivne R,

lastnosti in so idealni izolatorji. V resnici pa idealnih

lastnosti ni mogoce doseci. Neidealne elektricne lastnosti }7 flvf:;\ R, -
lahko prikazemo z nadomestno shemo realnega

kondenzatorja, ki je v osnovi vzporedna vezava ¢

kondenzatorja z uporom Rp , zaporedno z induktivnostjo Ls

in upornostjo Res. Slika 19-6: Nadomestna shema realnega

kondenzatorja.

Pri razlicnih aplikacijah so pomembne razlicne lastnosti kondenzatorjev. Na primer, izgubna
(vzporedna Rp) upornost je pomembna v aplikacijah pri izmeni¢nih tokih in aplikacijah, kjer je
pomembno natancno shranjevanje naboja, kot na primer za integratorje ali »sample-hold« vezja ali
ko jih uporabljamo pri visokih frekvencah. Elektrolitski (tantalovi ali aluminijasti) kondenzatoriji
dosegajo visoke kapacitivnosti vendar zaradi slabe izolacije tudi velike izgubne toke, na primer 5 — 20
nA na pF. V omenjene namene je bolje uporabiti »plastiéne« kondenzatorje: polipropilenske ali
polistirenske.
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Zaporedna (ang. equivalent series resistance) upornost Rs je pomembna pri aplikacijah z velikimi
tokovi, saj se na kondenzatorjih z veliko serijsko upornostjo porablja velika (izgubna) moc.
Kondenzatorji z majhno Rs so iz filmov ali iz sljude (ang. mica).

Serijska induktivnost je tudi lahko problemati¢na pri visokih frekvencah. Elektrolitski, papirni in
plasti¢ni kondenzatorji niso primerni za visokofrekvencne aplikacije, saj so vecinoma sestavljeni iz
dveh kovinskih plasti, lo€enih s plastjo dielektrika in zviti v svitke. Za visokofrekvenéne aplikacije so
primerni keramicni kondenzatorji.

Pomemben podatek je faktor disipacije (polnilni faktor), ki predstavlja razmerje energije, ki jo
kondenzator potrosi, z energijo, ki jo shrani.

Dielektri¢na absorpcija izraza histerezne lastnosti kondenzatorja. Torej, kako je ponovljivo elektrenje
kondenzatorja brez efekta spomina.

* TIPI KONDENZATORJEV

Dandanes poznamo veliko razli¢nih tipov kondenzatorjev, ki so iz razlicnih materialov, dimenzij, oblik
z zelo razli¢nimi elektri¢nimi (in mehanskimi) lastnostmi. Pa si jih oglejmo nekaj:

1) Elektrolitski kondenzatorji so izdelani iz dveh tankih aluminijastih elektrod. Prva
ima dodano tanko oksidno membrano (izolator, dielektrik), druga elektroda pa je
v kontaktu s papirjem omocenim z elektrolitom . Tanka oksidna plast povzroci

A
veliko kapacitivnost kondenzatorja (C ~5E ), visoko prebojno trdnost, pa tudi

polarizacijo. To pomeni, da ga lahko obremenimo le tako, da je ena od sponk vedno bolj
pozitivha od druge. V nasprotnem primeru postane neuporaben oziroma nevaren, saj lahko
eksplodira. Ti kondenzatorji so ceneni in se pogosto uporabljajo, recimo kot filtri. Ker se
kondenzator lahko pokvari, ¢e je obremenjen z viSjo napetostjo kot je nazivna, je v praksi
modro uporabiti kondenzator z dvakrat vi$jo nazivno napetostjo, kot je potrebna. Prednosti
elektrolitskih kondenzatorjev so predvsem velika kapacitivnost (cenenost), ki je posledica
uporabe tanke izolacijske plasti dielektrika in visoka napetost dolo¢ena s prebojno trdnostjo
dielektrika. Pomanjkljivost pa je neidealna karakteristika zaradi polprevodniskih lastnosti
kombinacije prevodnika in oksida, relativno velika upornost, slab3sa
visokofrekvencna karakteristika in manjsa Zivljenjska doba (v primerjavi z
drugimi tipi kondenzatorjev).

2) Posebni tip elektrolitskega kondenzatorja je tantalov elektrolitski kondenzator.
Namesto aluminijaste elektrode ima tantalovo, oziroma iz tantalovega
pentoksida. Ima boljSe elektricne lastnosti kot w»navadni« elektrolitski
kondenzatorji, predvsem glede temperaturnih in frekvencnih karakteristik. So pa
nekoliko drazji kot »navadni«.

3) Poliesterski film: ti kondenzatorji uporabljajo kot dielektrik plast
poliesterskega filma. So poceni, temperaturno stabilni in se pogosto
uporabljajo.

4) Polipropilenski kondenzator: uporabimo, ko so zahteve po tolerancah
vecje. Do frekvence 100 kHz imajo zelo majhne tolerance (1%).

5) Polistirenski kondenzator: so izdelani kot koluti in niso
primerni za visoke frekvence. So uporabni za aplikacije dol’
nekaj sto kilohercov.

6) Metalizirani poliesterski: imajo boljSe lastnosti od navadnih j
poliesterskih. So dimenzijsko majhni.
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7) Epoksi:

8) Keramicni: imajo obliko malih diskov in niso izdelani v zvitkih, zato imajo
dobre frekvencne karakteristike in jih uporabljamo za visokofrekvencne
aplikacije. Na primer za filtriranje visokofrekvencnih moten;.

9) Nastavljivi kondenzatorji (trimerji): vsebujejo lahko keramicni ali plasticni
dielektrik.

10) Nastavljivi zracni kondenzatoriji: uporabljajo zrak kot dielektrik.
Obicajno jih najdemo v radijih.

11) Superkondenzatorji: imajo izrazito veliko kapacitivnost, na
primer 0,47 F, kljub temu pa so majhnih dimenzij. Te lastnosti je
mogocCe doseli z uporabo elektricnega dvojnega sloja.
Zapolnjujejo vrzel med baterijami, ki sicer shranjujejo velike
koli¢ine naboja, ne morejo pa se hipno izprazniti in »klasi¢nimi«
kondenzatorji, ki omogocajo hitre naelektritve in razelektritve vendar
relativno majhno kapacitivnost (gostoto energije). Ultrakondenzatoriji
trenutno omogocajo gostote energij velikosti 30 Wh/kg, se pa ta vrednost z
izboljSavo tehnologije stalno povecuje. Poleg tega v primerjavi s klasi¢nimi
baterijami ultrakondenzatorji omogocajo zelo veliko ciklov praznjenja in
polnjenja in ne izgubijo svojih lastnosti niti po daljSem casu izpraznitve. Za primerjavo
doseZejo klasi¢ne svinceve baterije energijsko gostoto 30 Wh/kg, litij-ionska baterija pa 120
Wh/kg. Hkrati pa je kalori¢na vrednost bencina 12000 Wh/kg.

plastic ceramic
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Slika 19-7: Razlika med klasi¢nim tipom »plosénega« kondenzatorja in ultrakondenzatorji je v veliki povrsini
elektrod, ki jih pri ultrakondenzatorjih uspemo doseci s tehnologijo poroznega ogljika, v novejSem casu pa z
uporabo ogljikovih nanocevk. Vir: HTTP://WWW.SPECTRUM.IEEE.ORG/PRINT/5636

Power conto | unit

Fuzlcell
system adiEtor

**Hydmgen tanle
Fuzlcellstack

Fowertmin mdeor

Slika 19-8: Prerez elektrode ultra-kondenzatorja, izdelanega iz ogljikovih nanocevk. Na ta nadin se izjemno
poveca povrsina kondenzatorja in s tem kapacitivnost. Vir: hitp://www.spectrum.ieee.org/print/5636. Na desni,
moZnosti uporabe ultrakondenzatorjev v avtu: honda fcx.
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Overlapping Applications of Capacitor Types

od

Slika 19-9: Primerjava kondenzatorjev glede na uporabo.(wikipedia)

Fig. 1: Relation between capacitance value and rated voltage in each capacitor

Slika 19-10:Razlicni tipi kondenzatorjev glede na zahtevano nazivno napetost. Vir: www.murata.com.

Fig. 2: Transition of capacitance value per volume and dielectric thickness

Slika 19-11: Primer napredovanja tehnike izdelave kondenzatorjev. Hkrati s tanjSanjem debeline dielektrika
se veca kapacitivnost na enoto volumna. (Murata)
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Nekaj aplikacij kondenzatorjev:

zacasno nadomescanje baterijskega napajanja v vezjih
za usmerjanje v moc¢nostnih aplikacijah

charge-pump kasakada (zviSanje napetosti)

glajenje signalov

izlo¢anje AC komponente

izlo¢anje DC komponente

kompenzacija moci

fluorescencna osvetlitev

filtracija signalov

za doseganje resonancne frekvence

Uporaba kondenzatorskega principa:

senzor razdalje (majhne razdalje)

senzor pospeska (ADXL)

senzor nivoja tekocine

kondenzatorski mikrofon

senzoriji dotika

visokonapetostni kondenzatorji za shranjevanje energije in hitro praznjenje (pulzni laseriji,
elektromagnetno izstreljevanje, radar, pospesevalniki, detonatoriji,

Podnapis pod fotografijo: Filtrska kompenzacia s KLV-kondenzatorji, Acroni, Jesenice

Slika 19-12: Kompenzacijski kondenzatorji v Acroni Jesenice. Vir:
http://www.iskra.si/upload/iskra%20kondenzatorji.pdf
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* NUMERICNO RACUNANJE ELEKTROSTATICNIH POLJ

Gaussov zakon povezuje porazdelitev elektricnega naboja s porazdelitvijo potenciala oziroma elektri¢nega
polja:
q.DE-d;\:gziJ'pdV A(1.1)
A 80 80 \
V integralski obliki omogoca izracun porazdelitve potenciala in polja za enostavnejsSe strukture, ko je naboj
porazdeljen simetric¢no. Za bolj splosne porazdelitve pa s pomocjo zapisa v integralski obliki ne moremo dolociti
porazdelitve potenciala. Slika 19-13 prikazuje sistem dveh prevodnih naelektrenih teles v okolici katerih Zelimo
dolociti dolociti potencial in polje. V taksnih primerih je potrebno uporabiti numericne metode resevanja, te pa

obi¢ajno temeljijo na zapisu Gaussovega zakona v diferencialni obliki..

.»
= N
o E &
Wy =¥ ~.
+
+ -
1;;___> e > e _
o+ =
i 7

dielektrik (&)
Slika 19-13: na sliki je primer dveh naelektrenih prevodnih teles. Poznamo potencial na povrsini obeh teles

(ekvipotencialni ploskvi), Zelimo pa izracunati porazdelitev polja, potenciala, povrsinsko porazdelitev naboja,
itd.

Postopek prehoda iz zapisa Gaussovega zakona v integralski obliki v
diferencialno obliko si naprej poglejmo za eno-dimenzionalen primer prikazan : -E )| Exqx)

v

na sliki desno, kjer se gostota naboja spreminja le v smeri X osi, v smeri Y in Z
pa ni polja. V skladu z Gaussovim zakonom mora biti pretok polja iz objekta

NY
debeline dx in povrsine A sorazmeren naboju znotraj objekta: pl) | E /,\'ﬂh’i}
x) Adx dA B
—E, (X)A+ Ex(x+dx)A=& A(1.2) < a4
&y
Z upostevanjem, da lahko spremembo polja zapiSemo z diferencialom
dE, = E, (x+dx) — E, (X), dobimo dx
dE
P A(1.3)
dx &,

Enacba (1.3) predstavlja Gaussov zakon zapisan v diferencialni obliki, vendar le za omejen primer, ko je polje le
v smeri osi X. V sploSnem 3D primeru pa je potrebno upostevati pretok polja v vseh smereh, ne le v smeri osi X.
Zanima nas pretok polja skozi majhno kocko dimenzij dx, dy in dz, torej skozi kocko z volumnom
dV =dx-dy-dz . Ce Zelimo zapisati le spremembo polja v smeri osi X, moramo namesto totalnega odvoda

uporabiti parcialni odvod. Skupni pretoka polja iz kockice v osi X je torej :

I _ . CE

E-dA E-dA=—=2dx(dy-dz). )
AJ;H +A5|:iX e~ x(dy-dz) A(1.4)
x+dx
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Pretok skozi vse tri povrsine kockice je

_ oE
(j)E Ry dx(dy-dz)+—2dy(dx-dz)+ %, dz(dy - dx) _ pxdydz A(1.5)
" OX oy oz &
Ce upostevamo, da je dV =dx-dy-dz, dobimo
. oE
@E-dA:aEX av + gy + Eegy -2V A(L.6)
" OX oy oz &
oziroma (delimo z dV):
OE
%, +— %k _r A(1.7)

— 4 =
ox oy oz e

, kar je posplosena oblika enacbe (1.3). To obliko Gaussovega zakona v diferencialni obliki se da zapisati Se bolj
»elegantno«, kar obi¢ajno pomeni, da se ga da zapisati na bolj »zgo$¢en« nacin. Ugotovimo lahko, da imamo v

enacbi parcialne odvode in komponente vektorja E:(EX, E,, EZ) . Te odvode lahko zapisemo kot operator

0 0 0
odvajanja po komponentah, torej v obliki vektorja {6_7576_J . Ta zapis v obliki vektorja imenujemo operator
X Z

nabla (v ang. tudi del operator)

V= Q,Q'Q A(1.8)
OX oy oz
Ce skalarno pomnozimo vektor nabla z vektorjem elektri¢ne poljske jakosti, dobimo
N OE, OE, ©E
V-E= 222 ‘(ExaEvaz): Xy Yy A(1.9)
oX oy oz ox oy oz
kar pa je ravno levi del enacbe (1.7). Gaussov zakon v skrajsani obliki torej lahko zapiSemo kot
V.E=L A(1.10)
&y

Sedaj lahko ugotovimo, da je zapis Gaussovega zakona z enacbo (1.10) celo nekoliko bolj splosen kot z enacbo
(1.7), saj lahko operator nabla zapisemo tudi za drug koordinatni sistem, recimo cilindri¢nega ali sferi¢nega.
Namesto zapisa z nablo se pogosto uporablja tudi zapis v obliki
divE=2, (111)
&
kar beremo kot divergenca polja je enaka gostoti naboja deljeniz & .

DIVERGENCA POLJA
Ce primerjamo enacbo (1.11) z enatbo (1.5), ugotovimo, da divergenca fizikalno predstavlja pretok polja skozi
majhno povrsino, ki jo limitiramo proti nic:
$E-dA
divE=V-E= lim A ~ A(1.12)
kar tudi fizikalno opise lastnost elektri¢nega polja, ki je izvorno, izvor pa so seveda naboji.
TEOREM GAUSS-OSTROGRADSKEGA
Ce zamenjamo p v enacbi (1.1) z zapisom iz enacbe (1.10), dobimo

E-dA=[V-EdV . A(1.13)
PE-dA-]
A \%

To enacbo imenujemo tudi teorem Gauss-Ostrogradskega. Predstavlja enega temeljev vektorske algebre, saj
nam pokaZe, da lahko neko integracijo po povrsini prevedemo v integracijo po volumnu — in seveda tudi
obratno.
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GAUSSOV ZAKON V POSPLOSENI OBLIKI
Le Se korak nas loCi do oblike Gaussovega zakona, ki je primeren za izratune polja in potenciala poljubnih
elektrostaticnih pojavov. Najprej zapiSemo Gaussov zakon v diferencialni obliki na bolj splosen nacin, torej z

upostevanjem lastnosti snovi. Vemo, da velja BngE za vakuum in D =£r£0E=5E za poljuben material,
katerega (di)elektri¢ne lastnosti opiSemo z relativno dielektricno konstanto ¢,. Gaussov zakon v diferencialni

obliki za poljuben material je torej oblike

V-D=p A(1.14)
POISSONOVA IN LAPLACEOVA ENACBA
Vemo, da velja E :(Ex, Ey, EZ):—L%,ﬂ,gJ, kar lahko zapiSemo tudi v obliki E:—[E,E,EJV ali
oy oz Ox oy oz
skrajsano
E=-W A(1.15)

ali tudi E =—gradV ,
kjer je grad operator, ki ga imenujemo gradient. Ceprav je operator nabla (V) uporabljen tako za zapis
Gaussovega zakona (enacba (1.14), kot tudi povezave med poljem in potencialom (enacba (1.15)), moramo

ugotoviti, da v prvem primeru ta operator deluje v povezavi s skalarnim produktom vektorske funcije ( E ali D )
in je torej rezultat skalar ( p ), medtem ko v primeru izracuna polja iz potenciala (en. (1.15)) operator nabla

deluje na skalarno funkcijo (potencial V) in je zato rezultat vektorska funkcija ( E ).

Vstavimo enacbo (1.15) v Gaussov zakon (1.14) in dobimo

?-5:?-5E=§-5(—W)=p A(1.16)
alitudi  |dive(gradV)=—p | A(1.17)
x - . Yy s . Y . — 0 0 0 .
Ce zapiSemo ti enacbi Se v daljsi obliki, torej z upoStevanjem, daje V=| —.—,— |, dobimo
ox oy oz
000\ (a0 2),__p AL18)
OX oy O0z)\ox oy oz £

Iz skalarnega mnoZenja dobimo druge odvode potenciala, torej obliko

2 2 2
GASAUA SACK )| A(1.19)
ox oy’ o e

To enacbo imenujemo Poissonova enacba in je temelj za vse izracune elektrostati¢nega polja. Z uposStevanjem

ﬁ(ﬁ) =V.V=AV , kjer A imenujemo Laplaceov operator (delta), je znana tudi z zapisom

AV =-2 A(1.20)
&

Ce je desni ¢len v enacbi (1.20) enak ni¢ (ni prostih nabojev v prostoru), je enacba oblike

in je znana kot Laplaceova enacba.
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NUMERICNO RESEVANJE POISSONOVE ENACBE

Za reSevanje parcialne diferencialne enacbe (1.19) je potrebno poznati porazdelitev naboja v prostoru (razen ce
ga ni ©) ter robne pogoje, torej potenciale na robovih strukture. Ce analiti¢na resitev problema ne obstaja, kot
v primeru na spodnji sliki, kjer sta naelektreni telesi zelo »neregularnih« oblik, je potrebno uporabiti za izracun
numeric¢ne metode. En od nacinov je, da odvode v enacbi (1.19) zamenjamo z diferencami v konc¢nih intervalih.
Celotno strukturo, ki jo analiziramo tako sestavimo iz mnoZice (mrezZe) tock, za vsako tocko pa zapiSemo
Poissonovo enacbo, kjer je potencial v tocki odvisen le od potencialov v okoliskih tockah ter od gostote naboja v
bliznji okolici te tocke. S tem postopkom pridemo do sistema enacb, obic¢ajno kar velikega, odvisnega pac od
Stevila tock diskretizacije. Obicajno so tocke razporejene v obliki pravokotne mreze, metodo pa imenujemo
metoda koncnih diferenc (razlik) (ang. finite differences method). Sistem enacb reSimo z dolo¢eno metodo za
reSevanje sistema enacb, kar obicajno opravi za nas racunalnik. ResSitev je porazdelitev potencialov v izbranih
tockah, z interpolacijo pa lahko doloc¢imo potencial v poljubni to¢ki analizirane strukture. Iz znanih potencialov
nato z operacijo gradienta izracunamo Se elektri¢no polje v prostoru, iz polja pa Se gostoto pretoka in morda Se
druge veli¢ine. Npr. povrSinsko gostoto naboja, ki je kar enaka normalni komponenti gostote pretoka na
povrsini, povrsinsko silo, gostoto energije ali kar celotno elektrostaticno energijo z integracijo gostote energije
po volumnu, naboj na prevodnem telesu z integracijo povrsinske gostote po povrsini telesa itd. Slika * prikazuje
s programom FEMM izracunano porazdelitev potenciala med dvema prevodnima naelektrenima telesoma, kjer
je velikost potenciala prikazana z barvami, s ¢rtami pa so prikazane ekvipotencialne ravnine. Na sliki desno je
prikazana tudi mreza s to¢kami, v katerih se racuna potencial. MreZa je sestavljena iz trikotnikov, kar obi¢ajno
pomeni, da se je za diskretizacijo diferencialne enacbe uporabila t.i. metoda konc¢nih elementov (FEM - finite
elements method). Pri tej metodi se predpostavi, da je porazdelitev potenciala v prostoru dolo¢enim s
trikotnim elementom neka enostavna funkcija kraja, obic¢ajno linearna, potem pa se za pretvorbo v diskretno
obliko uporabi variacijsko formulacijo, ki v konkretnem primeru temelji na principu minimizacije elektrostati¢ne

energije.

Slika 19-14: Porazdelitev potenciala med dvema naelektrenima elektrodama prikazana z barvami in
ekvipotencialnimi ploskvami. Na desni je prikazan detajl mreZe s tockami, v katerih je izracunan potencial.
Celotna mreZa je sestavljena iz 14814 tock, kar tudi predstavlja Stevilo enacb, ki jih je potrebno resiti. Za
simulacijo je bil uporabljen program FEMM (finite elements magnetics), ki omogoca tako reSevanje
elektrostaticnih primerov in tokovnega polja, kot tudi magnetih ter toplotnih pojavov. Njegova glavna omejitev
je ta, da je omejen za raéunanje v dveh dimenzijah, ter ne omogoca bolj kompleksnih analiz. Zelo pa je
primeren in enostaven za uporabo za analizo preprostejSih struktur. Predvsem pa je brezplacen.
http://www.femm.info

© D.K., 2019 180


http://www.femm.info/
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20.Casovno konstantno tokovno polje

Vsebina poglavja: Kontinuitetna enacba, gostota toka, casovno konstantno tokovno polje, tok v

snovi, konvektivni tok, konduktivni tok, mobilnost, Ohmov zakon v diferencialni obliki, specificna
prevodnost in specificna upornost, temperaturne lastnosti, Joulov zakon, mejni pogoji tokovnega
polja, dualnost tokovnega in elektrostati¢nega polja.

GOSTOTA TOKA

Spomnimo se zveze med elektricnim pretokom in gostoto elektricnega pretoka. Gostoto pretoka smo

oznacili z vektorjem D, pretok pa kot integral D-ja preko dolocene povrsine: J.Ij-dA. Na enak nacin
A

izrazimo gostoto toka s ¢rko J, tok pa je integral gostote toka po povrsini A

(20.1)

|:jj-dA_
A

Znotraj integrala je skalarni produkt dveh vektorjev, kar pomeni, da k toku prispeva le tista
komponenta gostote toka, ki je pravokotna na povrsino, oziroma tista, ki je v smeri normale na

povriino: J-dA=J-e dA=J_ -dA.

Ce se gostota toka po preseku ne spreminja in je pravokotna na ravnino preseka, lahko integral

poenostavimov | = JJ-dA =JA. ai’
A A

)4 v . Ve,s » . .. " ‘:ﬂ
Ce Zelimo gostoto toka dolociti iz toka, pa uporabimo obratno operacijo od

integracije: /-54
- 13
- - A4
dl = J -dA, torej bo gostota toka enaka odvodu toka po povrsini*:
dl
J=—| 20.2
dA (20.2)

Elektricni tok je skalarna velic¢ina (ima le vrednost, ne pa tudi smeri), gostota toka pa je vektorska
veli¢ina (ima tako velikost kot smer).

P, - dl
*Alipa:d|=J-dA=J-§ndA=Jn-dAtorej\]:enﬁ.
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Slika 20-1: Primer simulacije tokovnega polja prevodne proge: barva prikazuje velikost gostote polja, ki je
velja na izpostavljenih robovih. Puscice prikazujejo smer in velikost (vektorji) gostote toka, linije pa so
ekvipotencialne ploskve.

N 'l‘\ / _..—-"//.

I1=[J-dd~J 4 =J,4,=J A
4

Slika 20-2: Tok in gostota toka. Ce predpostavimo, da je na presekih homogena gostota toka, mora veljati, da
je gostota toka vedja tedaj, ko je presek manjsi. Torej mora veljati J; >J, > J, .

Primer izracuna gostote toka pri homogenem tokovnem polju:
Skozi Zico premera 2 mm tece tok 50 A. KolikSna je gostota toka v Zici?

lzratun:  Plod¢ina  preseka je A=nar’=n(lmm)’=nmm®, gostota toka pa je

3=1 0”16 Amm?,
A Ttmm® ———

Primer izracuna gostote toka pri nehomogenem tokovnem polju:

Med oklopom in Zilo koaksialnega kabla z notranjim polmerom 1 mm in zunanjim polmerom 3 mm je

tok 1 mA. Doloc¢imo gostoto toka pri notranjem in zunanjem polmeru na dolZini 10 m.

lzracun: Zapisemo tok skozi zamisljen presek na polmeru r: | =JA=J2nrl, od koder je gostota
|

toka pri polmeru r: J=—-—.
2rrl

Sledi:
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)=
2n-1mm-10m

1mA

2n-3mm-10m

~16 mA/m?

J(r,) = ~ 5,3 mA/m?

Tokovno polje med Zilo in oklopom je nehomogeno. Pri Zili je gostota toka vecja, kot pri oklopu.

KONTINUITETNA ENACBA

S kontinuitetno enacbo smo se srecali Ze v prvem poglavju. Elektri¢ni tok smo definirali kot hitrost
odtekanja pozitivnega naboja:

Q.

=4

(20.3)

A

_

. "/_‘{ [: dQ
| Qm\'*“’\
Y

Slika 20-3: Prikaz definicije toka kot ¢asovno odtekanje pozitivhega naboja.

Ce sedaj upos$tevamo $e povezavo med tokom in gostoto toka (en. (20.1)), mora biti integral gostote
toka po zakljuceni povrsini v skladu s kontinuitetno enacbo ravno enak ¢asovni spremembi naboja
znotraj te zaklju¢ene povrsine. Kontinuitetna enacba torej »govori« o kontinuiteti naboja znotraj
zaklju¢ene povrsine. Kopicenje ali zmanjsevaje naboja v zakljueni povrsini je posledica elektricnega
toka ali tudi obratno: tok skozi zaklju¢eno povrsino je posledica kopicenja ali odtekanja naboja skozi
to povr$ino. Matemati¢no to zapisemo v obliki':

KONTINUITETNA ENACBA (20.4)

* ** Ppogosto to enactbo izrazimo 3e nekoliko drugade, pri ¢emer naboj izrazimo z gostoto naboja szpdV:
\

d L
Jd—fdv = —@J -dA. Znana pa je tudi oblika te enacbe v diferencialni obliki, kjer je potrebno uporabiti operator

A

. 0 e 0 I .=
divergence: divJ __P alitudi V-J __° (ker velja J.J -dA= IdIVJ -dv ).
ot ot \ v
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CASOVNO KONSTANTNO TOKOVNO POLIE

Govorimo o ¢asovnem konstantnem tokovnem polju, kjer v volumnu objetem z zaklju¢eno povrsino A

dQ
velja— = 0 instem

dt

(20.5)

@jdﬂzq
A

Zgornja enacba ne govori o tem, da ni toka v in izven zakljuene povrsine, temvec le o tem, da enaka
koli¢ina toka, ki vstopa v prostor z zaklju¢eno povrsino, ta prostor tudi zapusca. Da torej v zaobjetem
volumnu ni kopic¢enja naboja. Recimo, da zaklju¢eno povrsino razdelimo na tri dele. V prva dva dela

toka vstopata (/1 in h), skozi tretjega pa zapusfa tok /. Velja” CJ.Dj-dA:|1+|2—I3:0.
A

Prepoznamo 1. Kirchoffov zakon, da je vsota vseh tokov, ki vstopajo (ali izstopajo) v spojis¢e enaka
N

nic: Z I, =0. Tok smo oznatili z veliko tiskano érko, ker obravnavamo le stacionarne pojave, torej
i=1

take, kjer se tok s casom ne spreminja.

A
—~ TN
{ \.
Slika 20-4: Zakljuéena povrsina s tremi toki od katerih dva vstopata, en pa izstopa I, X 4 1,
iz povrsine. Vsota tokov v zakljuceno povrsino je enaka nic. - aael
Enak pogoj kot za ¢asovno konstantno tokovno polje, smo uporabili tudi za A

elektrostati¢no polje (dQ/dt=0). Torej bodo za ¢asovno konstantno tokovno polje veljale enake

ugotovitve (zakoni) kot za elektrostaticnega polja:

zakon potencialnosti polja: CJSE -dl =0 (20.6)
L
in
Gaussov zakon: Cﬁ D-dA= Qprosti, (20.7)
A znotraj A

Podobno, kot pri zakonu o ohranitvi naboja prepoznamo 1. Kirchoffov zakon, lahko v zakonu o

potencialnosti polja Cj) E.dl =0 prepoznamo 2. Kirchoffov zakon, saj, ¢e razdelimo zaklju¢eno pot na
L

* V bistvu bi bilo bolj korektno pisati qud:&: —|1 - |2 + |3 =0, kar sicer izraun ne spremeni, le bolj je v
A

skladu s tem, da je vektor povrsine dA usmerjen pravokotno ven iz povrsine, s tem pa je pozitiven tok, ki gre iz
telesa in ne v telo.
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ve¢ delnih poti gSEdT =j E-dl + I E-dl +--+ J E-dl =0, jih lahko nadomestimo z napetostjo
L L L, Ly

med koncema delnih poti: ngdr =U, +U, +---+U, =0 ali tudi ZUi =0.
L i

Kljub temu pa ima ¢asovno konstanto polje dolo¢eno »komponentog, ki je elektrostati¢no nima. Pri
elektrostaticnem polju predpostavimo razmere, ko toka ni; niti enosmernega. Kljub temu da vemo,
da je tok potreben za proces elektrenja. V teh razmerah je polje znotraj prevodnikov vedno enako
ni¢. Drugace pa je pri tokovnem polju, ki sicer ima dolo¢ene »komponente« elektrostati¢nega polja,
recimo ohranjeno veljavnost Gaussovega zakona in zakona o potencialnosti polja, pa pri razmerah
tokovnega polja dovolimo ¢asovno konstanten tok.

Ustreznost enacb elektrostaticnega polja, ¢asovno konstantnega tokovnega polja in dinamicnega
polja prikazuje naslednja tabela:

Elektrostati¢no polje | Tokovno polje Dinami¢no polje
Gaussov zakon @ D-dA= mesti’ Enako Enako
A znotraj A
Potencialnost polja CJ; E.dl =0 Enako <ﬁ E-dl =0
L L
Kontinuitetna ena¢ba | dQ dQ 0 dQ it
—_— = _ —— =
dt dt dt
(znotraj zakljuene povrsine) (znotraj zakljuCene povrsine)
Oz-irom-a p(t) =konst Oz-irom-a p(t) =konst p=p(t)
Ali tudi Ali tudi
$J-dA=0 $J-dA=0
A A
Tok i(t)=0 i(t) = konst it)y="f(t)
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ToK v SNOVI

PoveZzimo gostoto toka z lastnostmi snovi. Vemo, da nekatere snovi prevajajo tok bolje, druge pa
slabse. Najbolj preprosta delitev prevodnih lastnosti snovi bi bila lahko na prevodnike, ki odli¢no
prevajajo tok in izolatorje, ki v idealnih razmerah toka ne prevajajo. Vemo pa, da imamo tudi
»vmesne« materiale, ki bolj ali manj prevajajo tok.

Pois¢imo zvezo med tokom in hitrostjo gibanja nabojev:
Vzemimo tok nabojev skozi presek Zice A s homogeno gostoto toka. Tok v smeri naras¢anja mnozine

pozitivnhega naboja je v skladu s kontinuitetno enacbo I = E . Tok izrazimo z gostoto toka, naboj pa

_d(pV)
dt

z gostoto naboja: 1 =JA

. Vzemimo tok nabojev v smeri X osi, kjer na delu volumna s

X
konstantno volumsko gostoto naboja zapiSemo: JXA=,OEA=,0VA. Sledi, da je gostota toka

enaka gostoti (prostega) naboja in hitrosti potovanja tega naboja: J = pV . Bolj splosna oblika enacbe

uposteva gostoto toka kot vektorsko veli¢ino in je *

—

J=pV (20.8)

Naboji se v razlicnih pogojih gibljejo na razlicne nacine. V grobem lo¢imo dva nacina gibanja:

konvektivni in konduktivni.

KONVEKTIVNI TOK

Gibanje nabojev je zelo odvisno od medija v katerem se gibljejo. Ce se naboiji gibljejo v vakuumu ali

razredCenemu plinu (zraku), je njihovo gibanje pospeseno, saj je sila na naboje enaka ma = QE. Vv
.~ _QE :
prostoru, kjer ni »vecjih ovir«, se naboji gibljejo pospeSeno @ = —— . Hitrost nabojev v homogenem
m

elektri¢nem polju linearno nara$¢a: V = Jﬁdt =at. Ce je pospesek konstanten (homogeno polje), bo

2
a
naboj v ¢asu t opravil pot S= 7 Takemu nacinu gibanja reCcemo konvektivno prevajanje in toku

konventivni tok.

* P (ro) v enadbi predstavlja volumsko gostoto (gibajocega se) naboja. V nadaljevanju bomo enak simbol uporabili tudi za

oznacitev specificne elektri¢ne upornosti. Ne smemo zamesati njun razlicni pomen v enacbah.
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Slika 20-5: Levo: konvektivni tok v katodni cevi. Desno: prikaz pospeSevanja hitrosti elektrona ob izpostavitvi
elektriénemu polju.

KONDUKTIVNI TOK

Ce se naboji gibljejo v gostejsi snovi, se ne gibljejo neovirano, pa¢ pa trkajo z atomi snovi. Zato se
njihova hitrost bistveno upocasni, kar se odraza v toplotnih izgubah prevodnika. Za mnogo snovi
velja, da je povprecna hitrost gibanja nabojev sorazmerna elektri¢ni poljski jakosti, kar zapiSemo z
izrazom”

V=ukE| (20.9)
E

Slika 20-6: Konduktivni tok v prevodniku. Elektron trka z drugimi atomi v snovi, zato se mu hitrost zmanjsuje.

Giblje se 7 neko povprecno hitrostjo, ki je odvisna od velikosti elektricnega polja kateremu je izpostavljen ter
od lastnosti snovi, ki jo opiSemo z mobilnostjo.

* Kako pridemo do te zveze? Vzemimo, da opazujemo let elektrona v elektriénem polju. Nanj deluje pospesek g — QeE
m

e

’

torej se v Casu t njegova hitrost od zacetne v, poveca za Q. Et . Ker je trkov elektrona z atomi zelo veliko, moramo za

\7=Qz+
3

pravilno obravnavo upostevati povprecno hitrost, kar zapiSemo z izrazom <>: <\7> = <\72> + <%t> . Po trku z atomom se
m

elektron odbije v naklju¢no smer, zato je zaCetna hitrost v povprecju enaka ni¢, celotna povprecna hitrost pa je enaka

<Q>:E<t> <t> je povprecni ¢as med trki in ga oznadimo s 7. Za kovine je ta velikosti 1014 s, za pline pa 10° s.
me

Povprecni hitrosti pogosto s tujko (anglesko) reCemo hitrost drifta, po slovensko bi morda prevedli v hitrost odnasanja.

Pisemo torej lahko v, = QeEr, od koder razpoznamo zapisano linearno zvezo med povprecno hitrostjo in elektricno
m

e

poljsko jakostjo V= ,uE , kjer je mobilnost enaka H = =<7,
m
e
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Konstanto f (mi) imenujemo mobilnost in je snovna lastnost (tako kot elektri¢na susceptibilnost oz.

2
relativna dielektri¢na konstanta). Izpeljimo enoto za mobilnost: [m} = [,u][x} = [,u] {V }
S m S

OHMOV ZAKON V DIFERENCIALNI OBLIKI

Z upostevanjem zveze med povprecno hitrostjo gibanja nabojev in elektri¢no poljsko jakostjo, lahko
gostoto toka zapiSemo kot

J= pV = pluE (20.10)

oziroma

J=yE

kjer konstanto”™ 7 (gama) imenujemo specifi¢na elektri¢na prevodnost in je enaka” ¥ = pu .

, OHMOV ZAKON V DIFERENCIALNI OBLIKI (20.11)

Dobili smo pomemben izraz, da je gostota toka v prevodnikih sorazmerna elektri¢ni poljski jakosti.
Tak tip toka imenujemo konduktivni (prevodni), ker z njim ustrezno opiSemo prevajanje toka v
prevodnikih. Konstanto sorazmernosti imenujemo specificna elektricna prevodnost (gama), celoten
izraz pa kar Ohmov zakon v diferencialni obliki. Poglejmo zakaj:

Vzemimo pravokoten kos prevodnika dolzine / in preseka A z znano specificno prevodnostjo. Med
konca prevodnika priklju¢imo napetost. Znotraj prevodnika je homogeno elektri¢no polje, iz zveze za

|
napetost U = J- E-dl pa dobimo:

| | |
U=[E-dr=[E-d dx [L-dx=—Jax=—1. (20.12)
0 ’ o VA A% 7A

ali pa takole:

* Pogosto v tuji (posebno angleski) literaturi za specifi¢no elektriéno prevodnost namesto simbola v zasledimo
simbol 6. Mi smo o Ze uporabili za povrsinsko gostoto naboja, zato v izogib nevarnosti zamenjave uporabimo y.
Je pa tako, da se pogosto podvajanju enot ne moremo izogniti, pravilen pomen je pac potrebno razbrati iz
konteksta.

Tlzraz y = PU lahko zapisemo tudi drugace, ¢e gostoto nabojev izrazimo s koncentracijo mobilnih elektronov n: p = nQe
2

n
.Sledi ¥ = Q

. Ta izraz sicer ne da tocnih vrednosti za specificno prevodnost, saj je vendarle nekoliko poenostavljen,

kljub temu pa je iz njega razvidno, da imajo snovi z vecjo koncentracijo prostih elektronov vecjo specificno prevodnost.
Poleg tega vedja masa pomeni manjSo prevodnost, kar je predvsem pomembno pri prevajanju ionov. Poleg tega se
povprecni ¢as trkov manjsa z viSanjem temperature, saj tedaj atomi bolj vibrirajo in so trki v povprecju pogostejsi.
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~
+

Slika 20-7: Pravokoten kos prevodnika prikljucen na vir napetosti (levo) lahko modeliramo kot vezje z
uporom, prikljucenim na vir napetosti.

Ce dobljen izraz zapiemo nekoliko drugace, prepoznamo Ohmov zakon v znani (integralni) obliki:

U=|—I: L:IR, (20.14)
YA yA

kjer je

R = )/_A (20.15)

elektri¢na upornost. Enota je QO (Ohm).
Dolo¢imo $e enoto za specificno prevodnost. Ce je enota za upornost Ohm, potem ugotovimo, da

1
lahko specifiéno prevodnost izrazimo kot Q_ , pogosto tudi kot E (Siemens na meter).
m

Iz enacbe za upornost je razvidno, da je upornost med dvema elektrodama odvisna tako od
elektricnih kot geometrijskih lastnosti. Enako smo ugotavljali tudi za kapacitivnost.

Inverzno vrednost od specificne prevodnosti imenujemo specificna upornost (enota je Q.m):

1L gd

20.16
, A (20.16)

0

Obicajno je podana ena ali druga vrednost, v dolocenih primerih (predvsem v elektrolitih) pa
mobilnost nabojev. Tu je potrebno lociti nacdin prevajanja v tekocinah in prevodnikih. V tekocinah
prevajajo tako elektroni kot ioni (pozitivni in negativni), medtem, ko v prevodnikih prevajajo samo
elektroni. Obstajajo tudi posebne snovi, ki jim reCemo polprevodniki, pri katerih lahko elektri¢ne
lastnosti spreminjamo z dodajanjem primesi. Kos kristala silicija je izolator, zelo slab prevodnik, ki pa
lahko postane dober prevodnik, ¢e mu dodamo primesi. To dodajanje poteka pri zelo visokih
temperaturah, nad 1000°. Nacin prevajanja je odvisen od tipa dodanih primesi. Ce je dodana snov
fosfor (pri cemer se med kristalno reSetko silicija le vsake toliko vrine kakSen atom fosforja),
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imenujemo tak tip polprevodnika n-tip, saj vsebuje dolo¢eno Stevilo Sibko vezanih elektronov, ki se
lahko (dokaj) prosto gibljejo ob priklju¢eni napetosti. Ce dodamo siliciju atome bora se v kristalno
reSetko silicija vrinejo atomi bora, ki ustvarijo pomanjkanje elektronov, kar imenujemo vrzel. Izkaze
se, da tudi takSsno pomanjkanje elektronov lahko deluje kot prevodnik. V polprevodniku prevajajo
tako elektroni kot vrzeli.

Primer izracuna upornosti palice:
Specifi¢na prevodnost bakra je 5,7 10’ S/m. Dolo¢imo upornost ravne palice pravokotnega preseka
stranic 1x2 mm? in dolZine 5 m.

|
Izradun: Uporabimo enatbo R = — in dolo¢imo upornost

yA
5m

R= - —— ~44mQ.
5,7-10°'S/m-2-10° m

Primer izracuna napetosti koraka pri udaru strele:

Dolo¢imo napetost koraka pri udaru strele s tokom 20 kA, ce je
¢ovek oddaljen za r; = 15 m stran od udara. Specificna prevodnost
zemlje je 10% S/m, razdalja koraka je s = 0,8 m.

Izradun: Predpostavimo homogeno porazdelitev gostote toka, ki je
na radiju r od mesta udara strele v tla enaka

! ! ! : N\
/s /

J(r) = = = . Ker je gostota toka vektorska ol )
") A(r) 4nr®  2mr® JASSAS AN SN
2 y r 1€ S :
o N g N
velitina, jo kot vektor zapidemo kot J = €, > - Iz Ohmovega zakona sledi polje E=—=¢, >
4 2nyr
I I I
fo o d ] _ | ¢dr I (1 1
Napetost koraka je U,, = I E-dl = jer ——6dr=—-|—5= —(—— J
d L 2T 2y v° 2my\n n+s

LS 07wy,
2ny r(n+s) =——

12

Iz primera smo ugotovili, da lahko nastopi pri udar strele ob razkoraku do precej velike napetosti med

stopaloma. Ta je lahko v dolocenih primerih tudi nevarna za ¢loveka (in Zivali). Po preprosti enacbi za
. 200+ p(Q2-m

izracun Se dovoljene napetosti koraka”™ U, . max =#, ki da priblizno 10 kV pri izbrani
\/Cas trajanja

specificni prevodnosti, ugotovimo, da smo pri 15 m znotraj nevarne cone. Ocenimo lahko varno

razdaljo, pri ¢emer bomo predpostavili I, > S (sicer bi morali resiti kvadratno enacbo):

I s I S
U oraamx ® 5— = Lnin®,|7—7— Za Ucrkemax = 10 kV dobimo kriti¢no
27[7/ I’l,min 2717/Ukorak:=1,max

razdaljo priblizno 50 m. Pri toku 1 kA je ta razdalja 16 m, pri 200 kA pa kar 160 m.

* Z.Cheng: »Calculation of step voltage near lightning current«, IEEE 2004.
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Pri manjsih specifiénih upornostih tal je maksimalna (kriticna) napetost koraka manjsa, kljub temu pa
je varnostna razdalja veéja2.

Primer izracuna ozemljitvene upornosti:
IzraCunajmo ozemljitveno upornost, ¢e je ozemljilo v obliki
prevodne polkrogle v zemlji s specifiéno prevodnostjo 10* S/m.

Polkrogla ima polmer 0,5 m.
Izracun: Predpostavili smo dolocen tok / v kroglo, ki povzroci med /// /)/
/ /

/7

y . I (1 1
tockama T; in T, napetost U, =——| ——— |. Napetost med
2ny\n T,
povrsino krogle in neskon¢no okolico (r1 =r,f, —>oo) bo torej U, = > , torej bo upornost
Ty,
ozemljila enaka R=—22 = . Za izbrane vrednosti je upornost ozemljila enaka 3,2 kQ. To je

| 2myr,

kar velika vrednost za ozemljitveno upornost, ki naj bo v praksi ¢im manjSa; v praksi se smatra
kakovostna ozemljitev z upornostjo manjso od 5 Q. Pri izbrani specifi¢ni prevodnosti zemlje bi bil
potrebni polmer krogle za 5 Q2 ozemljilo kar 320 m. Kar seveda ni smiselno ozemljilo. V praksi se okoli
objekta poloZi ozemljitvena Zica ali mreza, Ce pa je specificna prevodnost tal vecja, zadostuje tudi
posebno oblikovan ozemljitveni klin. V posebnih primerih se specificno prevodnost tal lahko poveca z
dolocenimi substancami, ki se jih vlije v podrocje ozemljitve in strnjene predstavljajo lokalno
povecano specificno prevodnost tal. Specificne prevodnosti tal se gibljejo od vrednosti nekaj deset
mS/m (mocvirna tla) do 0,1 mS/m (skalna tla).

TUDI ZANIMIVO: Merjenje specificne prevodnosti tal, merjenje ozemljitvene upornosti.

TEMPERATURNA ODVISNOST SPECIFICNE UPORNOSTI
V nekaterih primerih je zaZeleno, da se uporovne lastnosti s temperaturo &im bolj spreminjajo. Ce jih
na primer izkoris¢amo za dolo¢anje temperature. V drugih pa je nezaZelena, saj spreminja pogoje
delovanja vezja, itd. Pogosto zadostuje, da uporabimo linearen zvezo, torej, da predpostavimo
linearno spreminjanje specifi¢ne upornosti s temperaturo:

p(T) = p(Ty) (1+a(T -T,))| (20.17)

o imenujemo temperaturni koeficient, ki je obi¢ajno podan pri sobni A
temperaturi To = 20°. Za vedino prevodnikov je temperaturni koeficient p

pozitiven, kar pomeni, da se specificna upornost snovi veca s /
temperaturo, kar pomeni, da se z viSanjem temperature veca tudi

upornost prevodnega kosa materiala. To lahko zapiSemo kot (zgornjo
enacbo mnozimo z I/A):

\ 4

R(T)=R(T) (1+a(T-T,)) (20.18)
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Snovne lastnosti nekaterih prevodnikov:

SNOV | y(SIm) | p(Qm) | (K™)
baker 5,710" | 1,7510% | 0,0039
zlato 41107 | 2,4410% | 0,0034
aluminij | 3,510” | 2,86 10 | 0,0041
silicij 3,910* | 2,56 10% | -0,07
voda 2 10* 510°

zemlja | 10°-102 | 10°-102

steklo 1012 10%

guma 10°Y 10Y

JouLov zAKON

Joulov zakon opisuje segrevanje v snovi zaradi trkanja elektronov z atomi v snovi.

Diferencial dela, ki ga opravi diferencial elektrine dQ v polju E, se pretvori v toplotno energijo

I
dW, =dA, =dQ[E,-dl =dQ-U . (20.19)
0
dw
Mo¢ je definirana kot (€asovna) hitrost spreminjanja energije P = E' ki je v naSem primeru
dw, d
p—— 1 :_QU =IU| (20.20)
dt  dt
Dobimo Ze znano enatbo za moc¢ pri
enosmernih signalih:
P=IU=1’R=U’G|  (2021)

Definiramo lahko tudi gostoto moci in sicer kot
moc na enoto volumna. V majhnem volumnu je
diferencial mot¢i enak dP=p-dV, kjer p
imenujemo gostota moci, dV pa je diferencial
Hkrati lahko
zapisemo kot

volumna. diferencial moci

dP =dI -dU = (J-dA)(E-dl)=(J-E)dV .

Gostoto moci lahko torej izrazimo kot produkt
gostote toka in elektricne poljske jakosti, bolj
natancna izpeljava pa pokaZe, da je potrebno
vzeti skalarni produkt obeh velicin:

Prikaz gostote moci v lomljenemu vodniku: bolj
»vroCa« barva = velja gostota modi. Vektorji
kazejo gostoto toka, ki je veCja ob ozinah in
ostrih robovih.

(20.22)
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Enota za gostoto mo¢i je W/m3. Z upo$tevanjem Ohmovega zakona v diferencialni obliki J =7/E

lahko gostoto toka zapiSemo tudi kot

P=7 E’ (20.23)

2
ali kot p:J—.

Celotno (izgubno) moc v prevodniku dolo¢imo kot integral gostote moci v volumnu:

(20.24)

P=|pdv=[J-Edv|
\Y \Y

Ta zapis imenujemo tudi Joulov zakon v integralni obliki.

MEJNI POGOJI V TOKOVNEM POLJU

Podobno kot pri elektrostaticnem polju, izhajamo iz dveh osnovnih zakonov. Iz gSJ-dA:o sledi
A

(podobno kot iz CJB D-dA=0 ), da se ohranja normalna komponenta gostote toka:
A

‘] 2:‘]n1.

n

(20.25)

Ce upostevamo Ohmov zakon v diferencialni obliki (J = 7E) , velja v primeru, da na meji ni prostih

nabojev

V2 En2 — 7/1En1 (20.26)

Slika 20-8: »Lom« gostote toka na meji dveh medijev 7 razlicnima prevodnostima.

Iz zakona o potencialnosti polja pa sledi, da se ohranja Se tangencialna komponenta elektri¢ne
poljske jakosti:
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Jt2 — ‘]tl
E,=E =

t2 = t1l oziroma 7/2 7/1 (20.27)

Z deljenjem z mejnim pogojem za tangencialno komponento polja dobimo

tan(er,) N

) (20.28)
tan(a,) 7,

kjer sta kota definirana med normalo in smerjo polja. Iz enacbe ugotovimo, da je v primeru velikih
razlik med specificnimi prevodnostmi dveh materialov (recimo na meji prevodnik/izolator) tok v
prevodniku neodvisno od kota gostote toka v izolatorju prakti¢no vzporedna z mejo.

Primer izracuna prehoda toka iz izolatorja v prevodnik:
Vektor gostote toka je usmerjen pod kotom 1° iz izolatorja z }; =107"" S/m na prevodnik s specifi¢no

prevodnostjo Yo =10" S/m . Doloéite kot odklona vektorja gostote toka v prevodniku.

p—my llllllll‘l‘
tan 7 izolator
(@) _10°SM - na,)~10° = o, =90, »

tan(l°)  107° S/m ;

Tokovna gostota v prevodniku je prakticno vzporedna s ?prevodnik

prevodnikom.

MEJNI POGOJ ZA J

Ce upostevamo bolj splodno obliko Gaussovega zakona CJSIj-dA:a, ugotovimo, da mora biti
A

razlika normalnih komponent gostote elektricnega pretoka enaka povrsinski gostoti naboja:

Dnl_ Dn2 =0

(20.29)

Pri tem smo upostevali, da je smer polja iz medija z indeksom 2 v medij z indeksom 1. V tej smeri kaze
tudi normala na povrsino.

Ker pa sta normalni komponenti gostote toka enaki (glej en. (20.25)), kar zapiSemo kot

J.1=J,, =J,in hkrati velia Ohmov zakon v diferencialni obliki(J =yE), iz (20.29) sledi

glEnl — &, En2 = O intorej

4_%

J,=0| (20.30)
Y172
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&
Iz enacbe ugotovimo, da bo, razen v posebnih pogojih (ko velja 4= ), na meji dveh dielektrikov

Y1 72
priSlo ob prevajanju toka zaradi razlike med elektriénimi lastnostmi materialov do preseine
ploskovne gostote naboja.

Primer izracuna naboja na meji dveh prevodnikov:
Vzemimo Zico sestavlieno iz kosa bakra, aluminija in bakra. Velja ., =5,6.10" S/min
VA =3,5-10" S/m. Dolotimo povriinsko gostoto naboja na meji, ¢e tete skozi prevodnike tok z

gostoto toka 1 A/mm?.

Izradun: Vzemimo, da tele tok iz leve proti desni. Na meji Cu/Al bo veljalo
1 1 _
o=¢| ——-—|J =9,5-10™ C/m?
7/AI yCu

.Ker je specifitna prevodnost aluminija manjsa ] -
od specificne prevodnosti bakra ——2 A “
(dielektri¢nosti .pa sta enaklvl), bo na meji baker (Cu) T
Cu/Al v smeri toka presezek pozitivhega
naboja, na meji Al/CU pa negativnega naboja.

. . . v . 1 1
Nadalje lahko ugotovimo, da bo polje na povrsinienako E, =o /g, =| ———|J,.

Yo Yeu

Dodatno: Ce si zamislimo, da je namesto aluminija vmes plast izolatorja z zelo majhno prevodnostjo

&

&
(7 <<7¥cu), bo iz enatbe za povrsinski naboj O = —J, =—nE,=¢E,, kar je znan izraz iz
i i

elektrostatike.

Povzetek:

e Zaradi velikih razlik v specificnih prevodnosti med izolatorjem in prevodnikom, je pri ne-
direktnem vpadu gostote toka na prevodnik v prevodniku dominantna tangencialna
komponenta gostote polja, v izolatorju pa normalna komponenta elektri¢nega polja.

o Na meji dveh snovi z razlicnimi elektri¢nimi lastnostmi pride ob prehodu toka iz enega v drug
material do kopic¢enja pozitivhega ali negativnega naboja. Na meji izolator/prevodnik je ta
naboj kar enak €E, kar je znan rezultat elektrostatike.
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DUALNOST TOKOVNEGA IN ELEKTROSTATICNEGA POLJA

Vzemimo dve prevodni telesi, prikljuéeni na
enosmerno napetost U. Med telesoma je medij
katerega elektri¢ne lastnosti dolocata specificna
prevodnost in relativna dielektriénost. Prevodni
telesi lahko smatramo za ekvipotencialki,
elektricno polje med telesoma se porazdeli v
skladu z zakonitostmi elektrostaticnega polja.
Obstaja neposredna zveza med gostoto toka in
elektritno poljsko jakostjo: J =yE, pa tudi

D
gostoto pretoka J =7E =)y—, torej so
&

gostotne cevke za obe polji enaki. V tem smislu
govorimo o dualnosti obeh polj. Ce izratunamo
porazdelitev elektricnega polja, poznamo tudi
porazdelitev tokovnega polja. Torej mora
obstajati tudi neka neposredna zveza med
kapacitivnostjo in upornostjio med dvema
telesoma:

O
o
py
™

T
o
>\

rRc=YQ._
| U

m,
o
p !
R | ™

|
> —y (> —ry
|

> — >
<y
o
pl
<

Ponovimo rezultat: RC = PE |

dielektnk ()

prevodnik ()

(20.31)

(20.32)

Prakticna uporaba tega izraza je velika. Vzemimo, da znamo izracunati kapacitivnost med dvema

prevodnima telesoma. Potem lahko iz izraza za kapacitivnost zelo enostavno dobimo tudi izraz za

upornost. V principu je izraz za prevodnost kar enak izrazu za kapacitivnost, le dielektricnost moramo

- ey . 4 . . . .
zamenjati s specifi¢cno prevodnostjo: G=C=.Na primer, kapacitivnost plos¢nega kondenzatorja je
g

A A A
C:%,upornostpa GZng%gzy—d.
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Primer izracuna s pomocjo dualnosti elektri¢nega in tokovnega polja:

Med dve prevodni palici
okroglega preseka polmera ro = 2
mm, razmaknjeni za 2 cm
priklju¢imo napetost 10 V in ju
potopimo za / = 3 cm v prevodni
medij. lzmerimo tok 0,2 mA.
Dolo¢imo upornost med

elektrodama in specificno
prevodnost medija.

Izradun: V poglavju o okovinjenju ekcipotencialk smo imeli primer dveh nasprotno naelektrenih
valjev, kjer smo z upostevanjem ekscentricnosti dolocili napetost med valjema kot

s+d/2-r d-r,
U= g In 9 |, brez upostevanja ekscentri¢nosti pa U :iln —0% 1. 0d tod je
ng, \s—d/2+r, nE, I
. Q (l el . . v .
kapacitivnost C = —=—=——"—=_ Iz pogoja dualnosti dolo¢imo prevodnost med palicama
u Uu d-r,
In| —2
o
G-c’_ nyl
&

0,2 mA
ifi¢ im G=—""——=20uS=y———"—-=%-39,3-10°m
Specifi¢na prevodnost dobimo kot 0V s =y | (22 ] e ,

od koder sledi ¥ =509 S/m .

© D.K., 2019 198



Tokovno polje m

* REALNI KONDENZATOR

Do sedaj smo loceno obravnavali kondenzator in upor, Ceprav je v realnosti tako upor kot
kondenzator element, ki ima med dvema prevodnima kontaktoma snov, katere elektri¢ne lastnosti so
podane z relativno dielektricno konstanto in specificno prevodnostjo. Za obravnavo realnega
kondenzatorja moramo vzeti primer ¢asovno spreminjajo¢ega se toka, saj v enosmernih razmerah
kondenzator v idealnih razmerah ne prevaja toka, v realnih pa ima doloceno upornost in tok prevaja.
Realni kondenzator priklju¢imo torej na vir izmeni¢ne napetosti ug in dolo¢imo tok skozi realni
kondenzator.

Y
N

L ¢l G £,y

Slika 20-9: Levo: realni kondenzator prikljuc¢en na vir napetosti Ug. Desno: preprost model realnega
kondenzatorja uposteva njegovo notranjo upornost.

Zaobjemimo enega od kontaktov kondenzatorja in uporabimo zakon o ohranitvi naboja
(kontinuitetno enacbo):

$ dA-_9Q (20.33)
A

dt
Levi ¢len je enak razliki izstopnega (v kondenzator) in vstopnega toka (iz vira) CJSTdA = Gug - ig ,
A

desni pa poljskemu toku v kondenzatorju, ki je posledica ¢asovne spremembe naboja na povrsini
kontaktov

d_Q = M (20.34)
dt dt
Velja torej
. du,
Gug _Ig =— W . (20.35)

Dobimo diferencialno enacbo (linearno, prvega reda), katere resitev je zveza med napetostjo in
tokom na kondenzatorju. Ugotovimo, da lahko tok skozi kondenzator (enak toku jg) lo¢imo na dva
toka, enega zaradi ohmske upornosti, drugega pa zaradi kapacitivnih lastnosti:

o du,
i(t)=i, =Gu, +CE' (20.36)

Ta locitev je seveda lahko samo modelna. Znotraj kondenzatorja je to hkraten in nelocljiv pojav.

Pri obravnavi kondenzatorja smo Ze omenili vzporedno, pa tudi serijsko upornost, ki je pomemben
podatek za kakovost kondenzatorja. V praksi pa je lahko kondenzator modelno zelo kompleksen
element, ki vsebuje vec idealnih uporov, kondenzatorjev ter tudi tuljavo.

© D.K., 2019 199



Viri napetosti m

21.Viri napetosti

Vsebina poglavja: elektromotorna sila, generatorska napetost, elektri¢ni tokokrog, baterije, soncna celica.

:"“‘sz?ﬁ;fgw‘

GENERATORSKA SILA

Do sedaj smo se ukvarjali le z ucinki elektricnega polja, ne

pa tudi z nacinom, kako sploh ustrezno matematic¢no

opisati lo¢evanje naboja in generiranje napetosti. Vzemimo
na primer naelektren kondenzator, ki ima loCene pozitivhe
in negativne naboje. Smer elektrostaticnega polja je od +
nabojev proti — nabojem, tako v notranjosti kot v
zunanjosti kondenzatorja. ——

+ 4+ + 4+ + + + 4+

Slika 21-1: Naelektren kondenzator z lo¢enimi naboji in elektrostaticnim poljem v notranjosti in zunanjosti. S
pomodjo elektrostaticnega polja ni mogoce loc¢evati nabojev.

Ce bi upostevali le elektrostati¢no polje (Ees) za katero velja, da je delo elektri¢nih sil po zakljugeni

poti enako nic q-DEeS -dl =0, ugotovimo, da to polje ne more biti generatorsko, da to polje ni
L

sposobno locevanja nabojev, pa¢ pa le zdruzevanja. Torej mora biti neka druga sila, ki omogoca
lo¢evanje nabojev nasprotnega predznaka. Tej sili lahko re¢emo generatorska ali razdvajalna sila. V
angleskem jeziku se pogosto uporablja izraz electromotive force, poslovenjeno bi ji rekli

elektromotorna ali elektro-generatorska sila. Oznadimo jo z Ifg, pripadajoce elektricno polje pa

N F
Eg =3, Vzemimo, da znotraj kondenzatorja deluje generatorska sila, ki je sposobna razdvajanja

nabojev. Hkrati, ko deluje generatorska sila in razdvaja naboje, se vzpostavlja tudi elektrostaticna sila,
ki pa je usmerjena v nasprotno smer. Na elektrodah se ustvarja akumulacija naboja, ki je v ravnovesju

taka, daje E, +E, =0. 4+ + 4+ 4+ + + + + +
2T

Slika 21-2: V kondenzatorju (bateriji) deluje generatorska Ecs Fg Eu
sila, ki razdvaja naboje in jih »nalaga« na elektrodi.
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GENERATORSKA NAPETOST

Poglejmo, koliko je integral gSE-dF, e

je E sumarna elektriéna poljska jakost,

ki vkljuCuje tako generatorsko kot ;¢
elektrostaticno silo. L; naj bo pot

znotraj, L, pa zunaj kondenzatorja, pri
¢emer naj bo L, usmerjena v nasprotno

smer. Za elektrostatic¢no polje Ees velja

$E,-dl = [ E, dl_o:jE dI_IE dl .
L

L-L,

Ker pa elektri¢no polje v kondenzatorju ni le elektrostati¢ne narave, velja

cﬁEdI_j(E +E)d|+jE dl = jE d|+jE dl =

fe.o-fe,a-o

L

, torej velja tudi

Ali drugace: Znotraj kondenzatorja je elektrostaticno polje (v stacionarnem stanju) enako veliko a

nasprotno usmerjeno generatorskemu in je torej I(Ees + Eg ) dl = 0, preostane del
Ll

j -U_ (21.1)
L,

Generatorska napetost je usmerjena od + naboja proti — naboju, enako kot elektrostaticno polje in
nasprotno smeri generatorskega polja.

Povzetek: Integral qu -dl , ki ne vsebuje le elektrostati¢ne elektricne poljske jakosti, pa¢ pa tudi sile
L

drugega izvora, ni nujno enak ni¢, pac¢ pa neki napetosti, ki ji recemo generatorska napetost

gﬁE~dT:—Ug. (21.2)
L

V naslednjem semestru (OE2) bomo ugotovili, da je ta integral razli¢en od nic tudi v primeru ¢asovno
spreminjajoCega se magnetnega polja skozi zanko.
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TOKOKROG

baterija L breme

Slika 21-3: Tokokrog iz generatorskega in bremenskega dela. Desno model ekvivalentnega vezja

Zakljuc¢imo generator v tokokrog s plos¢nim kondenzatorjem s presekom A, razmikom med plos¢ama

I in specifiéno prevodnostjo 7. Ponovno pogledamo, kako lahko razdelamo integral (JSEeS .dl =0.
L

Integral razdelimo na pot znotraj vira in preko kondenzatorja s prevodnim materialom. Ker je sedaj
zaradi toka v tokokrogu Ees —+ Eg =0, bo znotraj generatorja

_ _ L J _
IEes~d| :Ug—J.Eg -dl :Ug—J.—g-dI . Enako velja za integral znotraj prevodnika
L L L7

Ce predpostavimo homogeno polje v preseku A tako za generatorski medij, kot za breme, dobimo:

9

gSEes~dr=Ug—j”—A'dl—J'”—'A~d|=U _||__|L:o_
L e A 7oA 7RA

Prvi ¢len je generatorska napetost, drugi ¢len predstavlja padec napetosti na notranji upornosti vira,
tretji pa padec napetosti na bremenskem prevodniku (uporu):

Ug_IRg_IRR:O. (21.3)

Ugotovimo, da je locevanje med generatorsko upornostjo in napetostjo mogoce le modelno, v
realnosti pa sta ta dva elementa vezij integrirana v eni strukturi.

Tak princip generacije naboja si lahko predstavljamo v bateriji (akumulatorju), kjer lo¢evanje naboja
nastopa zaradi elektro-kemijskih reakcij.
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* BATERIJE

Galvani in Volta. Zanimiva je zgodba nastanka
Voltinega izuma, ki je povezana s poskusi Luigija
Galvanjija, Voltinega sonarodnjaka, ki je
preseneceno ugotavljal, da mrtvi Zabji kraki
reagirajo na dotik s kovino, kar je razlagal z
Zivalsko elektriko (slika desno). Volta je tej
teoriji nasprotoval in trdil, da je to posledica
zunanje generirane napetosti. To je tudi dokazal
z uporabo elektrike shranjene v Leidenski
steklenici ali pa z bimetalom, torej s stikom
dveh razli¢nih kovinskih materialov. Dandanes
vemo, da smo tudi ljudje sestavljeni iz celic, ki za
svoje delovanje uporabljajo elektrokemijske
principe in da je prenasanje signalov Ziv¢nih
celic elektricne narave. Torej je imel delno
Galvani prav, obstaja Zivalska elektrika, le da je
bila njegova interpretacija napacna. V njegovem
primeru je bil rezultat trzljaja elektri¢ni sunek, ki
je bil zunanje (ekstrinsi¢no) in ne notranje

kreiran. Voltini eksperimenti in dognanja so mu
prinesli pomembna priznanja (nagrada Royal
Society leta 1791, Copleyeva nagrada leta 1974)
in veliko slavo. Raziskave je nadaljeval v smeri
povecanja napetosti, ki je bila zelo Sibka (manj
kot 1 V) in jo je bilo tezko zaznati s tedaj
najpopolnejsimi elektrometri. Uspelo mu je z
zaporedno povezavo skodelic z elektrolitom in
bimetalnimi elektrodami. Povezal je diske iz

cinka in srebra ter vmes dodal Sibko kislino ali
slano vodo in dobil Voltino kaskado, pri kateri se
je napetost na skrajnih koncih povecevala v sorazmerju s Stevilom uporabljenih ¢lenov. Zgodovinsko
je morda zanimivo, da je njegovo delo moc¢no podprl Napoleon, ki mu je podelil naziv vitez (Conte) in
celo pokojnino. Hkrati je Napoleon, ki se je zavedal pomena novih odkritij, razpisal nagrado 60000
frankov za vsakogar, ki bi dosegel podobne dosezke kot Franklin in Volta. Leta 1881 na prvem
internacionalnem elektricnem (elektrotehni¢nem) kongresu v Parizu, so v ¢ast Volti po njemu
poimenovali enoto za napetost.
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ZN/Cu BATERIJA

Vzemimo primer dveh elektrod, ene iz cinka (Zn) in druge iz bakra (Cu). Ce med elektrodi vlijemo
tekocino, ki ji reemo elektrolit, med elektrodama zaradi elektrokemijske reakcije nastane t.i.
galvanski ¢len. Ce je elektrolit Zveplena kislina H,S04, le ta v vodi disociira (tvorijo se ioni) na ione H* in
S04%. H* ioni se nabirajo na bakrovi elektrodi, kjer tvorijo presezek pozitivnega naboja. loni S04% se
nabirajo na cinkovi elektrodi, tam tvorijo cinkov sulfat in presezek negativnega naboja. Na Cu
elektrodi se tvori presezek pozitivnega naboja. Vzpostavi se napetost, ki jo lahko izkoristimo kot
generatorski vir napetosti. Ob prikljucitvi bremena (upora) na baterijo v priklju¢nih Zicah stece tok
(elektronov), ki zmanjsuje koli¢ino generiranega naboja. Elektrokemijska reakcija nadomesc¢a porabo
naboja dokler je v elektrolitu dovolj ionov ali dokler se cinkova elektroda ne iztrosi.”

Cu ; Zn
5 -5 - Oksidacija
Redukcija + i = izloCanje prostih ¢)
(poraba ¢) + H.SO, -
= // \’\ A
H SO,

Slika 21-4: Baterija iz bakrene in cinkove elektrode v elektrolitu iz razredcene Zveplene kisline. Na bakreni
elektrodi poteka redukcija (poraba €), na cinkovi pa oksidacija (izlocanje e)

Kemijsko bi lahko reakcijo zapisali
Zn + CuS0O4 = ZnS0O4 + Cu.

Vodikovi ioni imajo pomanjkanje elektrona, ki priteCe iz tokokroga na bakrovo elektrodo preko
prikljuénih Zic kot elektri¢ni tok. Vodikov ion pridobi iz bakrene elektrode elektron in se izlo€i iz
elektrolita. Temu procesu recemo redukcija. Na cinkovi elektrodi se vrsi oksidacija (izloCanje
preseZnih prostih elektronov) pri ¢emer nastaja cinkov sulfat, ki se useda na dnu posode.

Faraday je z eksperimenti ugotovil, da je kolic¢ina snovi, ki se nabere na elektrodah (v nasem primeru
baker) sorazmerna toku, ki steCe skozi priklopne Zice. Koli¢ina elektrike, ki je potrebna za en
ekvivalent kemicne akcije (ki ustreza kemicni reakciji potrebni za izlo¢itev 1g vodika iz kisline), je
enaka enemu Faradayiju, kar ustreza naboju 96494 amperskih sekund. Za zgornjo reakcijo ,v kateri sta
udeleZena ena enota cinka in ena enota bakra, ustreza generacija naboja 2 F ali 193 988 C.

Poskuse s podobno baterijo je prvi delal Alessandro Volta v Italiji, ki se po njem imenuje Voltova
celica ali Voltin ¢len. Kovinske elektrode imajo negativen potencial glede na raztopino. Da bi jih lahko

* Priznati je potrebno, da se napetost med dvema razliénima kovinama pojavi Ze brez delovanja elektrolita, torej pri
neposrednem stiku dveh kovin. Ta napetost je posledica razlicnih izstopnih del razlicnih kovin in je med drugim
temperaturno odvisna. Zato stik dveh razli¢nih kovinskih materialov izkoristimo kot senzor temperature. Tak spoj pa ne
more delovati kot generator toka, razen v primeru, da na tak spoj delujemo z zunanjo silo. Na primer, da spoj segrevamo ali
ohlajamo.
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primerjali med seboj, jih primerjamo s potencialom t.i. referencne elektrode, ki je iz platine z dodatki

vodika. Tako primerjane elektrodne napetosti so za razlicne materiale sledece:

zlato 1,5V
platina 1,2V
srebro 0,8V
oglje 0,74V
baker 0,34V
Zelezo -0,44 V
cink -0,76 V
aluminij -1,67V

Ce torej sestavimo t.i. galvanski ¢len iz elektrode iz bakra in cinka, bo med njima napetost 0,34 V —

(0,76 V) =1,2 V.

SVINCEVA BATERIJA — AKUMULATOR

Druga znana baterija je svineva baterija, v kateri imamo dve elektrodi, eno iz svinca, drugo pa iz

svincevega dioksida. Kot elektrolit nastopa razredéena Zveplena kislina. Elektroda iz svinCevega

dioksida ima za dobra 2 V viSjo napetost od svinCeve. Z vezavo Sestih takih celic dobimo baterijo z

izhodno napetostjo 12 - 14 V (avtomobilski akumulator). Reakcija, ki poteka je sledeca:

na negativni elektrodi: Pb + SO4% = PbSO, + 2e

na pozitivni elektrodi: PbO; + Pb + 2H,S04 + 2e = 2PbS04 + 2H,0 2V
— T ~3
Na obeh elektrodah nastaja svincev sulfat, kar pomeni, da je ob  pp Pb
popolni razelektritvi napetost med elektrodama enaka ni¢. Kot vemo, 78 -_
je mogoce te tipe baterij ponovno naelektriti, pri cemer s tokom i -
ustvarimo generacijo svinca na eni in svin€evega dioksida na drugi } i
elektrodi. Proces je torej reverzibilen. + “}'58‘ P
¢ N\ /mso,
2Pb504 + 2H,0 = Pb02 + 2H,S0,4 + Pb PBSO H 504
Slika 21-5: Baterija iz svinceve elektrode in iz elektrode iz svincevega dioksida.Na obeh elektrodah ob porabi
nastaja svincev sulfat.
Zanimivo je to, da se med razelektritvijo manjsa,
med naelektritvijo pa veca koncentracija kisline,
medtem ko ostane napetost celice vec¢ ali manj f o
konstanta. V tem smislu nam merjenje napetosti E 24 -
na akumulatorju ne predstavlja posebno § 2.2} Charge
Y . . K}

natan¢nega merila »polnosti«. 5 2.0 §' .

g 18l Discharge \

ﬁ 1.6 -

Slika 21-6: Karakteristika naelektritve in P oo Ry T
razelektritve baterije (napetost — ¢as). Vir: T.R. 0 20 40 80 80 100

Crompton: Battery reference book, Newnes, 2000. Time (min}
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Svincene baterije so verjetno Se vedno najbolj razSirjene. Predvsem se uporabljajo v avtomobilski
industriji. Njihova prednost pred ostalimi je nizka cena, visoka napetost na celico in »dobra«
Zivljenjska doba (mnogokratno polnjenje). Slabosti pa velika teza, slabe nizko-temperaturne lastnosti
in ne sme biti v stanju razelektritve za daljSe obdobje.

V prodaji so tudi t.i. zaprti tip akumulatorjev (suhi), katerih prednost je, da jim ni potrebno dolivati
elektrolita / destilirane vode. Pri standardnih svinéenih baterijah namrec lahko posebno pri koncu
elektritve ali pri prekomerni naelektritvi pride do elektrolize Zveplene kisline, pri ¢emer se kreirata
kisik in vodik, kar v kon¢ni konsekvenci lahko Skodno vpliva na karakteristiko baterije. Novi tipi baterij
omogocajo, da generiran kisik in vodik tvorita vodo. Pri razelektritvi ima svinéeva »celica« doloceno
notranjo upornost; standardni tip D ima pri napetosti celice 2 V notranjo upornost 10 mQ.

NIKEL) — KADMUEVE BATERIE (NI1-CD)

so mehansko trdne in imajo dolgo Zivljenjsko dobo. Imajo tudi dobro nizkotemperaturno
karakteristiko in so hermeti¢no zaprte. Imajo pa visjo ceno kot svincene ali nikelj-cinkove baterije. V
grobem jih po izdelavi delimo na dva tipa: celice z debelimi plos¢ami v katerih je aktiven material
stisnjen v perforiran metalni trak v obliki Zepkov ali cevcic in na celice s sintranimi plos¢ami, v katerih
je aktivni material deponiran v porozne rezie metala. Posebno slednje imajo majhno notranjo
upornost in sposobnost velike obremenitve. Uporabljajo se na primer v biomedicinskih napravah,
igrackah, itd. Vsebujejo toksi¢ne substance.

NIKEL) — METAL — HIDRIDNE BATERIJE

Omogocajo vecCjo gostoto energije (energija na kilogram teze), vendar manjse Stevilo ponovnih
polnjenj kot nikelj-kadmijeve baterije.

LITI) — IONSKE BATERIJE

So trenutno najpogosteje uporabne baterije v prenosnikih, mobilnih in drugih aparatih, kjer je
potrebna velika gostota in obnovljivost energije .

Litij je najlazji kovinski element, ima zelo velik elektrokemijski potencial in torej omogoca zelo velike
gostote energije.

Veliko razvoja je bilo potrebnega, da so se odpravile teZzave temperaturne nestabilnosti litijeve
elektrode pri ponovnih polnjenjih, ker je prihajalo do eksplozij baterij. Da bi se izognili tezavam, so
litij nadomestili z litij-ionsko elektrodo, ki ima sicer nekoliko manjSo gostoto energije, je pa bolj varna.
Prve tovrstne baterije so zaceli proizvajati in trziti pri Sony-ju leta 1991. Obstaja vec razlicnih tipov
litij-ionskih baterij, ki se predvsem razlikujejo materialu iz katerega sta anoda in katoda. Anoda je
najpogosteje iz grafita, katoda pa iz kobalta ali magnezija. Elektrolit je iz litijeve soli (LiPFs, LiBF4, or
LiClO4). Napetost ene celice je visja kot pri drugih celicah, obicajno med 4,1 V in 4,2 V. Precej
pomembno je, da se te napetosti ne preseze. Hitrost polnjenja je priblizno 3h za 1 C naboja.
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5.0
Slika 21-7: Polnilni tok in
napetost za litij-ionsko 4.5
baterijo. Vir:
http://www.electronics- S 40
lab.com/articles/li_ion_recon 9

struct/ % 35
Obicajno litij-ionske 10

baterije potrebujejo '
doloceno zaséitno vezje, ki a5

baterijo izklopi, c¢e je

napetost celice vecja od 4,3

2000
Charge Conditions: Constant voltage/constant current, 4 2V, .
945 mA (max.), 2 hours, 20°C. g
1600 E
e Capacity %‘
— W
- L — Voltage 1200 §
f__ 0
/ \\ 800 é
- - 400 E
\ 3
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V ali ¢e temperatura celice preseze 90°C. Tipicna Zivljenjska doba Li-ionskih baterij je 300 do 500

polnjenj/praznjenj. Neugodno je, da ob koncu Zivljenjske dobe obicajno baterija Se vedno kaZe visoko

napetost, bistveno pa se zmanjsa njena kapacitivnost. Poveca se tudi notranja upornost baterije

Namesto »klasi¢nega« elektrolita iz litijevih soli, se v zadnjem ¢asu uporablja tudi bolj kompaktne

snovi — polimere. Te tipe baterij imenujemo litij-ionske polimerske baterije. Prednost teh baterij je

cenejsa izdelava, manjsi volumen in manjsa teza, saj jih lahko oblikujemo v obliki folij (slika desno), pa
tudi vecja gostota energije (130-200 W/kg in 300 Wh/L).

Nickel- Nickel-metal-  Lead-acid Lithium-ion Lithium-ion Lithium-ion
cadmium hydride sealed cohalt manganese phosphate
Gravimetric Energy 45-80 60-120 20-50 140-180 100-135 S90-120
Density Qhiko)
Internal Resistance in 100 to 200! 200 to 2001 =100! 150- 300! 25— 752 25— 502
mee By pack BY pack 12 pack pack per cell per cell
100 -130 per
cell
Cycle Life 15002 300 to 5003+ | 200 to 200° 300 - 5003 Better than =1000
ito 80% of initial capacityh 300 — 5004 lab conditions
Fast Charge Time 1h typical 2to dh 8ta16h 1.5-3h 1h arless 1h orless
Cwvercharge Tolerance moderate Lo high Low. Cannottalerate trickle charge.
Self-discharge /| Month 20%° 30%S 5% =10%"
{room temperature)
Cell Vohltage MHominal 1.25%7 1.25%7 it 3.6 Mominal 3. 6% 3.3
Average 3.7 Average 3,90
Load Current peak 20C ac s =3C =30C =30
hestresult 1C 0.5C or lower 0.2¢C 1C or lower | 10C or lower | 10C or lower
Operating -40to -20to -2010 -20to BOC
Temperature BO0°C E0°C GO°C
idischarge anly)
Mainmtenance 30to 60 days 60 to 90 days 3t 6 nof required
Requirement months"!
Safety Thermally Thermally Thermally Frotection Frotection Frotection
stable, fuse stable, fuse stahble circuit circuit circuit
recommended recommended mandatary;, recommended; recommended;
stable to stable to stable to
1a0=C 2a0=C 280
Commercial use since 19460 1990 1970 19491 1996 2006
Toxicity Highly toxic,  Relatively low | Toxic lead Lowy toxicity, can be digposed in small
hammful to toxicity, and acids, quantities
environment should be hammful to
recycled enviranment

Slika 21-8: Primerjava baterij po gostoti energije, notranji upornosti, ¢asu polnjenja, itd. Vir: www.cadex.com
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Slika 21-9: Levo: primerjava prednosti litijevih baterij pred ostalimi glede na gostoto energije. Desno:
napetostne karakteristike v(t) raznih tipov baterij. Vir: T.R. Crompton: Battery reference book, Newnes, 2000.

Batteries News September 6, 2017
a) b) d)

TS e w v - 3

Breakthrough in Flexible Batteries Battery-Inspired New Battery Is

Magnesium Powered by IV, Strategy for Activated by Your

Batteries Cellular Fluids Carbon Fixation Spit

Razvoj na podrocju materialov vsako leto prinese nove izboljSave in moZnosti uporabe. Slika zgoraj
prikazuje novice na strani https://www.sciencedaily.com/news/matter_energy/batteries/ z dne 6

septembra 2017: a) Magnezijeve baterije bodo morda zamenjale sedaj najbolj uporabljene litij-
ionske, saj niso vnetljive in imajo poleg tega veliko gostoto shranjevanja naboja (400 mAh/g). b)
Implantabilne baterije so lahko problem , Se posebno, ¢e niso biokompatibine, kot npr. trenutno
popularne litij-ionske baterije. Kitajskim znanstvenikom je uspelo izdelati fleksibilno baterijo z
raztopino natrijevega sulfata (Na,SO,), ki spada med biokompatibilne materiale. Imajo pa te baterije
tudi zanimiv stranski ucinek, saj pospesujejo pretvorbo raztopljenega kisika v hidroksidne ione, kar pa
je lahko zanimivo za biomedicinske aplikacije, kjer se Zeli z deoksigenacijo doseci spremembo pH-ja in
s tem omejevanjem rasti npr. rakavih celic. ¢) ob raziskavah litij-zrak baterij (Li-CO,) so Kitajski in
Japonski znanstveniki ugotovili, da princip delovanja omogoca pretvarjanje izpustov CO; v zraku v
trdno obliko — prasne delce . To pa predstavlja moZnost izkoris€anja za ¢iSCenje izpustov COz-ja v
zraku. d) ameriski raziskovalci so razvili baterije, ki delujejo na principu gorivne celice, kjer so “gorivo”
bioloske celice, ki ob aktivaciji — stiku z elektrolitom v obliki sline generirajo napetost, ki zadostuje za
nekaj mikrovatov moci. MoZna uporaba je v biomedicinskih “point-of-care” aplikacijah — to so
aplikacije, ki omogocajo uporabo neposredno na mestu— ob pacientu. Pa smo spet na zacetku — pri
Galvaniju in Volti ....
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* SONCNA CELICA

Alternativen vir energije omogoca uporaba soncénih celic. Te postajajo ob zahtevah po uporabi
“CistejSe” energije vedno bolj zaZelene. Zato si na kratko poglejmo osnoven princip delovanja.
Spodnja slika prikazuje tipi¢no sestavo soncne celice. Osnova je polprevodniska struktura in na njej
formiran t.i. pn spoj, na spodnji strani je metalizirana elektroda, na zgornji pa ima antirefleksni film in
grabljasto strukturo zgornje electrode.

p-type n-type
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Slika 21-10: Levo: Soncna celica sestavijena iz polprevodniskega pn spoja. Na povrsini je antirefleksni sloj, ki
povecuje absorpcijo svetlobne energije. Desno: ob stiku p in n tipa polprevodnika pride do prerazporeditve
nabojev in vgrajenega elektri¢nega polja. Soncni Zarki imajo dovolj veliko energijo, da povzrocijo generacijo
para elektron-vrzel. Ce se to zgodi v (osiromaSenem) podrolju elektri¢nega polja, se naboja locita, presetki pa
povzrocijo tok v sklenjenem tokokrogu.

Cist in nedopiran polprevodniski material (recimo Si ali Ge) je izolator. Njegova specifi¢na prevodnost
je zelo majhna. Ce pa ga dopiramo z dolo¢enimi atomi, recimo fosforja (P) ali bora (B), se ti atomi
vgradijo v kristalno strukturo silicija. Dopiranje se vrsi na zelo visoki temperaturi (¢ez 1000° C). Z
dopiranjem vnesemo v kristalno strukturo silicija atome (primesi), ki s sosednjimi atomi silicija tvorijo
nezakljucene vezi, kar v kon¢ni obliki pomeni, da je v primeru vgrajenega atoma fosforja na mestu
fosforja visek elektrona, ki je zelo Sibko vezan na atom in je prakti¢no prosto gibljiv. Na ta nacin lahko
s kontrolo mnoZine (koncentracije) dopiranih atomov uravnavamo prevodnost polprevodniskega
materiala. Tak tip polprevodnika imenujemo n (negative) tip. Kljub doloceni koncentraciji prostih
(Sibko vezanih) elektronov v snovi, pa je ta material $e vedno elektri¢éno nevtralen. Ce podobno
dopiramo silicij z atomi bora, tvori atom bora z okoliskimi vezmi silicija nezaklju¢eno vez, kar
predstavlja pomanjkanje elektrona, kar imenujemo vrzel. Tak tip polprevodnika imenujemo p
(positive) tip. Tudi tak tip polprevodnika je prevoden, le da je mobilnost vrzeli manjsa kot mobilnost
elektronov. Zanimiv pa je stik dveh polprevodnikov razlicnega tipa. Ob stiku se tvori t.i. pn spoj. Tu
pride zaradi izenacenja potenciala na meji do prerazporeditve nabojev, kar pomeni, da postane del
prevodnika na meji brez nosilcev naboja in s tem ne vec nevtralen. Ostane vezan naboj, ki ustvari
vgrajeno elektricno polje. To polje kaZe od n-tipa proti p-tipu polprevodnika. To vgrajeno polje se
veCa z vecCanjem t.i. zaporne napetosti, torej tedaj, ko je na zunanji sponki n-tipa bolj pozitiven
potencial kot na zunanji sponki p-tipu polprevodnika. V tem primeru skozi prevodnik tece le majhen,
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zaporni tok. V nasprotnem primeru pa zunanja napetost povzro¢i zmanjSanje vgrajenega polja in
poveca prevodno progo. Ko zunaniji vir vgrajeno polje (pri pn diodi iz Si pri cca. 0,7 V) iznici, postane
pn spoj prevoden in tok hitro (eksponentno) naraste. pn dioda je tipiCen nelinearen element in
osnovni element vseh polprevodniskih struktur.

Za delovanje sonéne celice pomembna generacija parov elektron-vrzel. Ce ta generacija, povzroéena
od absorbcije fotonov, nastopi v osiromasenem podrocju (kjer je vgrajeno polje), to polje potegne
elektrone v nasprotni smeri polja, vrzeli (pozitivni naboj) pa v smeri polja. Ti naboji zmanjsajo
vgrajeno polje in hkrati povzroCijo presezek negativnih nabojev v n-tipu in presezek vrzeli v p-tipu
polprevodnika. Povzrocijo neravnotezje, ki ga lahko zmanjSamo, e tako strukturo kratko sklenemo
oziroma, ¢e nanjo priklju¢imo dolo¢eno breme. Skozi breme steCe tok, ki povzro¢i ponovno
vzpostavitev ravnoteZja. Ce je fotogeneracija konstantna, je konstanten tudi tok, ki tece skozi
priklju¢eno breme. Dobimo generator toka.

Razvoj sonénih celic ne zastane. Obstaja mnogo razlicnih materialov (monokristalne, amorfne,
polikristalne, ...), ki jih je mogoce uporabiti kot osnovo za soncno celico (glej spodnjo sliko). Bistveno
za splosno rabo pa je pravo razmerje med ceno in izkoristkom celice. V iskanju celice s ¢im vecjim
izkoristkom je bil nedavno (2018) udeleZen tudi Laboratorij za fotovoltaiko in optoelektroniko nase
fakultete, saj je podoktorski Student sodeloval pri razvoju heterospojnih tandemskih celic z
izkoristkom do 25,5%.
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Slika prikazuje izboljSave izkoristka razli¢nih tipov sonc¢nih celic s casom.
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* ATMOSFERSKA ELEKTRIKA

Ene prvih eksperimentov z atmosfersko elektriko je izvajal Bejamin
Franklin. Morda najbolj znanj je njegov eksperiment z zmajem, ki ga je
spuscal med nevihtami in na kljucu, ki je bil obesen na konec vrvice
zaznaval iskrenje. S tem je dokazal, da gre pri atmosferskih pojavih za
elektri¢ne pojave. Iz te ugotovitve sledijo tudi njegovi predlogi zascite
pred udarom strel, na primer z ozemljitvijo (slika desno). Glede na
zgodovino elektrotehnike pa je njegov velik prispevek, da je razvrstil
elektricni naboj na le dve vrsti, na pozitivhega in negativnega. Ugotovil

je tudi, da je naboj na oblakih negativen, na povrsini zemlje pa
pozitiven. Ta ugotovitev se sklada tudi z danasnjimi meritvami, ki pa
kazejo, da to velinoma velja le tedaj, ko je nad povrSino zemlje
naelektren oblak, v obicajnih vremenskih razmerah (fair weather
conditions) pa je povrsina zemlje negativno naelektrena.

Elektri¢ni pojavi v atmosferi so tako zapleteni, da se Se dandanes

porajajo razlicne teorije, Se posebno o tem, kako se naelektrujejo in
razelektrujejo oblaki. Od obsirne literature bi morda veljalo
zainteresiranega bralca usmeriti na lekcije _E. Philip Kriderja

iz Univerze v Arizoni (iz njih so potegnjene slikice) ali pa na

knjigo Atmospheric Electrostatics Larsa Wahlinga (dostopna
na spletu). Slika na desni (iz prve lekcije) opisuje osnovne
elektricne pojave v atmosferi: 1) zemlja deluje kot sfericni
kondenzator; zemlja je pretezino negativho naelektrena,
atmosfera je pretezno pozitivno naelektrena, nosilci
pozitivnhega naboja so aerosoli (majhni delci v zraku, ki so
slabo mobilni), 2) na povrsini zemlje je v obic¢ajnih razmerah
polje velikosti 100-300 V/m usmerjeno v smeri zemlje, 3)
elektricno polje deluje na naboje v atmosferi, kar zaznamo
kot tok pozitivnih nabojev v smeri zemlje. Ce je prevodnost

atmosphere ocenjena na 2.10%* 1/QOm in je polje na

. Ve e X - o

povrsini zemlje 200 V/m, je gostota toka | =yE = S o D S e
v f & o Y :
4.1072 A/m% Ce to pomnoiimo s povriino zemlje L 2 N \l
L ‘ Lo - :'—\,
dobimo celoten tok na povrsino zemlje cca 2000 A. w""ieﬂ‘ '=:_\:\,\_\_£_, ) -
: G ~ 9 A
Gostoto naboja na zemlji dobimo iz 0 = ¢F = 2.10 — ,T]—mﬁwﬁn..

I ||||m1\

celoten naboj je tako Q = 0A = 10° C. Povrgina zemlje se A'T(nl T ||||||

torej ocitno s Casom razelektruje in to s tokom 2000 A.

Q _ 10°C
T~ 2000A
zgodi, torej mora biti nekj mehanizem stalnega elektrenja zemljinega ozraja oziroma neka

Torej bi se morala razelektriti v ¢asu (izQ =I.tsledi) t = = 500s. To se ocitno ne

generatorska sila, ki to omogoca. (Kot vemo iz teorije, to ne more biti elektrostati¢no polje). Ena od
mozZnosti je, da se to dogaja ob pojavu strele, ko se razelektri naboj med oblakom in zemljo, se v
resnici tudi naelektri atmosfera. To teorijo prikazuje slika C.T.R. Wilson-a iz leta 1920 (C. Saunders,
Charge Separation Mechanisms in Clouds). Negativni naboj na spodnjem delu oblaka se v obliki strele
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razelektri na povrsini zemlje, ki je zaradi elektrostati¢ne

indukcije pozitivno naelektrena. Ta t.i. konvektivna teorija ;, 2
izhaja iz vedenja, da nad povrsino zemlje prevladujejo :
pozitivho naelektreni delci, ki se v obi¢ajnih vremenskih Condibroms S , :
razmerah s konduktivnim tokom razelektrujejo na e sl 4
povrsino zemlje, ob nastanku oblakov pa jih konvekcija T
dvigne v oblake. Tam se pritrdijo na delce v oblaku, hkrati oSS
pa ti pozitivni naboji pritegnejo negativne naboje iz =

ozra¢ja, ki se kot koprena navlecejo okoli pozitivnih @55
nabojev. Ta negativni naboj se Ze bolj pribliza povrsini ) I
zemlje in Se poveca koli¢ino pozitivnih nabojev v ozracju 3 ;,4;;:‘. S . -
pod oblakom in njihovo dodatno konvekcijo. R E Q‘ 2

Poleg te teorije je trenutno najbolj uveljavljena t.i. ne-
indukcijska teorija znan tudi kot (Reynolds, Brook, Gourley
proces). Ta izhaja iz vedenja, da se v nevihtnih oblakih zdruZujejo ledena zrnca v vecje delce (sodra),
ki zaradi teze padajo proti tlem, ob tem pa trkajo z drugimi zmrznjenimi delci, pri ¢emer

(triboelektrenje) pride do prerazporeditve naboja. Pri 5
temperaturi pod -15 stopinj naj bi se sodra naelektrila i‘;"“‘jj_j' . e
bolj negativno in se zadrzevala v sredini oblaka, pozitivho z S ) '
naelektrene snezinke pa naj bi prevladovale v zgornjem ; “ N
delu oblaka. Pri temperaturi vecji od -15 stopinj pa naj bi 1 B ﬁ_: -
bil proces naelektritve obrnjen. —15C
Iz tega izhaja ve¢ nacinov razelektritve. Naelektrenost TR ff*‘-j";a
oblakov ima namrec lahko razlicne oblike; obicajno je T %
dipolarna (locena + in — podrocja), lahko pa tudi .' 4’ . ’ “w‘r”“';"cf
tripolarna ali Se bolj kompleksna. + ‘ o)

c o
Vecina razelektritev je “negativnih”, to pomeni, da se crystal

razelektri negativni naboj v oblaku. Obcasno pa je

1nvenled chame

lahko razelektritev tudi “pozitivna”, ko se razelektri

pozitivni naboj v oblaku. Slednje naj bi bile pogosto po
velikosti toka celo mnogo vecje od negativnih.

Ugotavljanje porazdelitve naboja v oblakih ni ravno
enostavno. Obicajno se v ta namen uporablja letala ali
balone, ki imajo ustrezno merilno opremo.

Porazdelitev naboja v oblaku se ne meri neposredno,
pa¢ pa se jo doloa posredno, preko merjenja
elektricnega polja.

Slika spodaj prikazuje Se nekoliko bolj kompleksno obliko porazdelitve nabojev znotraj nevihtnega
oblaka (Stolzenburg M., Marshall T.C. (2009) Electric Field and Charge Structure in Lightning-
Producing Clouds v knjigi Lightning: Principles, Instruments and Applications. Springer). Na desni je
izmerjena elektricna poljska jakost na podrocju vzgornika (updraft) in iz nje izpeljana porazdelitev
potenciala (integral polja). Porazdelitev naboja sledi iz uporabe Gaussovega zakona. Kot zanimivost,
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se najvecje izmerjene vrednosti polja znotraj nevihtnega oblaka gibljejo okoli vrednosti 300 kV/m, kar
pa je 10x manj, kot je prebojna trdnost zraka (3000 kV/m), ki naj bi bila potrebna za iniciacijo preboja
—torej zaCetek nastanka strele.... Torej, raziskovanja atmosferske elektrike Se zdale¢ ni konec.
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22.Enosmerna vezja — osnovni zakoni

Vsebina poglavja: elementi enosmernih vezij, Ohmov zakon, Kirchoffova zakona.

Enosmerna vezja so vezja, v katerih so vsi viri konstantni — enosmerni. Naceloma ta vezja lahko
vsebujejo tudi kondenzatorje in tuljave, vendar pri analizi enosmernih vezij v stacionarnem stanju
smatramo, da toka skozi kondenzator ni, medtem ko pri tuljavi upoStevamo le njeno ohmsko
upornost. Zato bomo v poglavjih, namenjenih enosmernim vezjem, analizirali le vezja, ki so
sestavljena iz uporov in tokovnih in napetostnih virov. V ta namen potrebujemo (matematicno)
povezavo med tokom in napetostjo na elementih vezja (uporih) ter sploSne lastnosti toka in napetosti
pri enosmernih signalih. Vse te zakone smo Ze spoznali v poglavjih iz elektrostatike in tokovnega
polja, zato jih bomo v tem poglavu le na kratko povzeli.

1. KIRCHOFFOV ZAKON

Prvi Kirchoffov zakon sledi iz zakona o ohranitvi naboja. Ce v dolo¢eno (zaklju¢eno) telo pritekajo
naboji in se v njem ne kopicijo, morajo v enaki mnoZini tudi iz njega izhajati. Pri tokovnem polju smo

to zapisali v obliki (j)j-dﬂz 0, ¢e pa razdelimo povrsino telesa na N delov iz katerega izhaja N tokov
A
mora veljati
L+L+L+...+1,=0 (22.1)

ali v bolj strnjeni obliki
I.=0. (22.2)

Pri tem ne pozabimo, da imajo tokovi, ki odtekajo iz vozlis¢a, negativen predznak.

Ta zapis imenujemo prvi Kirchoffov zakon. Ce telo zmanj$amo v »tocko«, dobimo stik tokovodnikov v
spojisce. Za vezja 1. Kirchoffov zakon opisemo kot: vsota vseh tokov v spojisce (ali iz spojisca) je
enaka nic.

Slika 22-1: Vsota tokov v spojis¢e mora biti enaka nic¢: 1 KZ.

Primer uporabe 1. Kirchoffovega zakona:

V spojisce so povezani stirje vodniki. Po prvem priteka tok 4 A, po drugem odteka tok 2 A in v tretjem
priteka tok 1 A. Doloc¢imo tok v c¢etrtem vodniku.

lzratun: Velja I, +1,+1;+1,=0 od kodersledi 1,=—(1,+1,+1,)=—(4A-2A+1A)=-3A.
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2. KIRCHOFFOV ZAKON

Drugi Kirchoffov zakon sledi iz zakona o nevrtinénosti oz. potencialnosti elektriénega polja, od koder

sledi, da je integral elektri¢nega polja (oz. dela elektri¢nih sil) po zaklju¢eni poti enak nic: Sf)E-de 0.
L
Ce ta integral zapi$emo v obliki delnih padcev napetosti za M odsekov, mora veljati
U, +U,+...+U,, =0. (22.3)

Ta zapis velja po poljubni zaklju€eni poti, torej tudi znotraj zaklju¢ene poti v vezju, kjer je potrebno
upostevati padce napetosti na vseh elementih vzdolZ zaklju¢ene poti. V strnjeni obliki zapiSemo 2.
Kirchoffov zakon v obliki

iui =0. (22.4)

In z besedami: vsota padcev napetosti v (zaklju€eni!) zanki je enaka nic.

1@ E

Slika 22-2: Idealni napetostni generator in zaporedno vezani upori v zanki. Po 2. Kirchoffovem zakonu mora
veljati, da je vsota vseh padcev napetosti v zanki enaka ni¢

(U, +U,+U,+U, =0 ).
Primer uporabe 2. Kirchoffovega zakona:

Na enosmerni vir napetosti 12 V priklju¢imo dva upora. Na enem je padec napetosti 4 V. Koliksna
napetost je na drugem uporu?

lzraun: U, =U, -U, =12V -4V =8V .
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OHMOV ZAKON

Ohmov zakon opisuje zvezo med tokom in napetostjo pri konduktivnem prevajanju toka v snoveh. Pri
obravnavi tokovnega polja smo ugotovili, da se naboji v snovi gibljejo z neko povprecno hitrostjo, kar
se odraza v linearni povezavi med elektricno poljsko jakostjo in gostoto toka. To zapiSemo v obliki

j:yE, kjer je y (elektricna) specificna prevodnost. Ta zapis smo imenovali Ohmov zakon (v

diferencialni obliki). Z integracijo elektri¢ne pojske jakosti vzdolz smeri gostote toka v elementu lahko
izrazimo zvezo med tokom in napetostjo na elementu v obliki

U=RI, (22.5)

kar je obigajen zapis Ohmovega zakona za vezja. * (Pri obravnavi v nestacionarnih razmerah obi¢ajno
za tok in napetost uporabljamo manjhne ¢rke: u=Ri .)

U U=RI
L
R U

Slika 22-3: Levo: tok in napetost na uporu; Desno: grafiéno prikazana karakteristika upora.

Analogno izrazu upornost lahko uporabimo tudi izraz prevodnost. Velja G=1/R. Enota za
prevodnost je S (Siemens). Ohmov zakon bi tako lahko pisali tudi v obliki I =U /R ali pogosto kot
I =GU . Koristno se je spomniti Se izraza za upornost ravnega vodnika specificne prevodnosti y,

dolzine |, s presekom A: R =L.
yA

OZNACEVANJE SMERI TOKOV IN NAPETOSTI NA ELEMENTIH VEZJA

Na vseh elementih vezja imamo doloceno smer napetosti in toka. Na viru oznaimo smer napetosti
od sponke plus proti sponki minus, na bremenu pa lahko smer toka ali napetosti dolo¢imo poljubno.
Ne pa tudi obeh. Smer toka na bremenu doloca tudi smer napetosti in obratno (U = IR ).

* Zvezo med napetostjo in tokom na doloéenem elementu vedno lahko pois¢emo, ni pa vedno linearna. V
elektrotehniki pogosto uporabljamo elemente, kot so diode in tranzistorji. Pri teh ravno izkoriS$¢amo njihove
nelinearne lastnosti med tokom in napetostjo za usmerjanje, ojacanje ipd. Ohmov zakon v smislu linearne zveze
med tokom in napetostjo je omejen na tiste elemente, kjer pac velja linearnost — to pa so linearni upori, ki jih
bomo uporabljali pri analizi enosmernih vezij. Omejenost Ohmovega zakona ne sme zmanjsati njegovega
zgodovinskega in prakticnega pomena. Kar se ti¢e zgodovine elektrike se je potrebno zavedati, da so bili sprva
pojmi kot so naboj, tok in napetost Se popolnoma nejasni in so razlicni raziskovalci uporabljali razlicne pojme.
Ohm je na tem podrocju razjasnil razlike med napetostjo in tokom. Poleg tega seveda zvezo med tokom in
napetostjo v elektrotehniki zelo pogosto uporabljamo in je za »enostavne« elemente pogosto upravic¢ena
linearna zveza.
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23.ELEKTRICNI VIRI

Vsebina poglavja: idealni in realni napetostni vir, idealni in realni tokovni vir, delovna tocka.

Locimo dva vira tipa virov: napetostne in tokovne. Obravnavali bomo idealni tokovni in napetostni vir
ter realni tokovni in napetostni vir. Ugotovili bomo, da sta realna vira ekvivalentna, ¢e imata enaki I-U
karakteristiki.

IDEALNI NAPETOSTNI VIR

Idealni napetostni vir zagotavlja na zunanjih sponkah konstantno napetost neodvisno od
obremenitve. Tej napetosti re¢emo tudi napetost odprtih sponk oziroma napetost prostega teka. I-U
karakteristiko idealnega napetostnega vira zapisemo kot U =U,.

d

1@ | |

U=U, U"
Slika 23-1: Simbol za idealni napetostni vir, napetost odprtih sponk in karakteristika vira.

Problem predstavitve (uporabe) idealnih virov je v tem, da je tok kratkega stika pri napetostnem viru
neskoncen (ker je notranja upornost idealnega napetostnega vira enaka nic). V realnih razmerah je
potrebno uposStevati Se notranjo upornost vira. Za tak vir uporabimo izraz realen vir, kljub temu, da je
v realnosti lahko elektri¢na karakteristika vira v praksi Se bolj zapletena.

REALNI NAPETOSTNI VIR

Napetost na zunanjih sponkah idealnega napetostnega vira je konstantna - neodvisna od
priklju¢enega bremena. Takih virov v praksi seveda ni. Ce na realni napetostni vir priklju¢&imo breme z
majhno upornostjo, se napetost na zunanjih sponkah vira zmanjsa, pogovorno reéemo, da se
»sesede«. Vsak vir ima namrec doloceno notranjo upornost in ob prikljucitvi vira na breme stece tok,
ki povzrodi padec napetosti na tako bremenu, kot tudi na notranji upornosti vira. Kar tudi pomeni, da
na zunanjih sponkah vira nimamo vec napetosti odprtih sponk, pa¢ pa napetost, ki je zmanjSana za
padec napetosti na notranji upornosti vira. Realni napetostni vir ponazorimo z zaporedno vezavo
idealnega napetostnega vira in zaporedno vezanega upora.

Ce na zunanjih sponkah realnega napetostnega vira ni priklju¢eno breme, je seveda tok enak ni¢ in ni
padca napetosti na notranji upornosti vira. Napetost na priklju¢nih sponkah je enaka napetosti
odprtih sponk: U =U_ =U,. Ce pa priklju¢imo breme, se napetost na prikljuénih sponkah zmanjsa za

padec napetosti na notranji upornosti vira:

U =U, — IR, | Karakteristika realnega napetostnega vira (23.1)
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I
—>—0
1
1
|U |
o

Slika 23-2: realni napetostni vir: levo) elektri¢na shema, desno) karakteristika vira.

U=U, U

To enacbo lahko prikazemo tudi graficno in ji reCemo karakteristika vira. Na abscisi oznacimo

napetost, na ordinati pa tok (lahko tudi obratno). Enacba predstavlja enacbo premice, ki jo najlaZje

dolocimo v tockah, kjer premica seka napetostno in tokovno os. Ko je tok enak ni¢, je U =U, =U_, to

je stanje odprtih sponk, napetosti pa recemo napetost odprtih sponk. Ko pa je napetost enaka nic, je

tok enak I, =U_ /R, . To pa je stanje kratkega stika, toku reCemo tok kratkega stika ali kratkosti¢ni

tok. Med tockama kratkega stika in napetostjo odprtih sponk mora potekati premica, ki ji reCemo

karakteristika realnega napetostnega vira.

BREME, PRIKLJUCENO NA REALNI NAPETOSTNI VIR

Ce na realni napetostni vir priklju¢imo breme (upor), je njegova delovna tocka (napetost in tok skozi

breme) dolocena z velikostjo upornosti bremena. Matematicno dobimo delovno tocko tako, da

zdruzimo karakteristiki bremena in vira. Dobimo R I =U - IR . Tok v

U
, hapetost na bremenu pa U = ' _R,.
R, +R,

9 b ]

vezju bo torej | = —2

Delovno toc¢ko lahko dolo¢imo tudi graficno. Ce je breme upor, je
njegova (matematic¢na) karakteristika U =R/l in predstavlja enacbo
premice z eno tocko v izhodisc¢u. Naklon premice predstavlja upornost.
Velik naklon predstavlja majhno upornost, majhen naklon pa veliko
upornost. Ce naridemo to zvezo v graf poleg karakteristike realnega vira,
dobimo v presecis¢u delovno tocko.

R I

q

\ delovna todka
Ltg / R.'. L, .
v

R.<R,

2

werakteristika

bremena

warakteristiko

>
U

A 4

Slika 23-3: Levo: shema realnega napetostnega vira s prikljuéenim bremenom. Desno: karakteristika

vewv v

realnega napetostnega vira in karakteristika priklju¢enega bremena. V preseliscéu dobimo delovno tocko.
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Primer izracuna delovne tocke:

Na 9 V baterijo z notranjo upornostjo 1 Q priklju¢imo breme z upornostjo 5 Q. Dolodéite napetost in
tok na bremenu grafi¢no in analiti¢no.

U,  9v
R,+R, 1Q+50Q

lzradun: I, = =15A, U,;=15A-5Q=75V.

IDEALNI TOKOVNI VIR

Idealni tokovni vir na svojih sponkah zagotavlja tok, ki je neodvisen od prikljuéitve bremena.
Matemati¢no zapiSemo karakteristiko takega vira kot | =1,. Ce sponke takega vira kratko sklenemo,

bo tekel tok kratkega stika, kar predstavlja tudi nazivni tok tega vira.

g

’ 1
IgC'I\) |U .

»
»

U

Slika 23-4: Levo) simbol za idealni tokovni vir. Desno) karakteristika idealnega tokovnega vira.

REALNI TOKOVNI VIR

Je sestavljen iz idealnega tokovnega vira s tokom /; in vzporedno vezane upornosti R, Ce ni
prikljucenega bremena, je na zunanjih sponkah napetost enaka U =R/, . Ce na zunanji sponki

priklju¢imo breme (upor Ry), se tok skozi breme zmanjsa za tok skozi notranjo upornost vira:

I =1, -U /R, | Karakteristika realnega tokovnega vira (1.2)

Ta enacba predstavlja (matemati¢no) karakteristiko realnega tokovnega vira, ki jo prav tako lahko
grafiéno prikazemo. Pri kratkem stiku je napetost na bremenu enaka ni¢, tok pa je kar enak toku
idealnega tokovnega vira: 1(U =0)=1, =1 . Pri odprtih sponkah pa je tok / enak ni¢, napetost pa je
enaka napetosti odprtih sponk U, =1 R, . Ce karakteristiko nari$§emo kot U-/ diagram, dobimo zopet

vev v

premico. V preseciscu s karakteristiko bremena pa delovno tocko.
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I
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I
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I kR |U ’
O

U=IR, U
Slika 23-5: Realni tokovni vir: levo) shema, desno) karakteristika realnega tokovnega vira.

Ugotovimo lahko, da se karakteristika realnega tokovnega vira lahko prilega karakteristiki realnega
napetostnega vira. V tem smislu sta to (matemati¢no gledano) dva ekvivalentna vira. Ce
primerjamo karakteristiki ugotovimo, da bo analogija veljala tedaj, kobo U, = | R, .

Vprasanje: Kdaj torej govorimo o napetostnem in kdaj o tokovnem viru? Ko imamo vir z zelo veliko
notranjo upornostjo nam le ta zagotavlja dokaj konstanten tok (dokler je upornost bremena dosti
manjsa od notranje upornosti vira), ¢e pa je notranja upornost vira zelo majhna, nam to na zunanjih
sponkah zagotavlja konstantno napetost.

VZPOREDNA IN ZAPOREDNA VEZAVA VIROV

Enako kot upore lahko zaporedno vezemo tudi napetostne vire in s tem dosezemo visjo skupno
napetost na zunanjih sponkah. To je tudi obi¢ajno narejeno pri mnogih elektronskih aparatih, kjer je
na primer za delovanje naprave pri 6 V potrebno povezati zaporedno Stiri 1,5 voltne baterije.

Podobno lahko z vzporedno vezavo tokovnih virov doseZzemo vir z vecjim nazivnim tokom.

X OO0

Ug:Ugl+U92+U93 Igzlgl+lgz+lga

Slika 23-6: Zaporedna vezava napetostnih virov in vzporedna vezava tokovnih virov.
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** DOLOCITEV DELOVNE TOCKE PRI NELINEARNEM BREMENU

Ce je napetost na sponkah bremena neka nelinearna funkcija toka skozi breme, je pogosto analiti¢en
izracun delovne tocke otezen. V teh primerih je posebno primeren graficen nacin doloc¢anja delovne
tocke. Tipicen primer je na primer dioda, element, ki ima nizko upornost pri pozitivnih in zelo visoko
pri negativnih napetostih (ali obratno, odvisno od prikljucitve). Pri diodi je v prevodni smeri tok
eksponentno odvisen od napetosti: | = IoekU , V zaporni smeri pa je tok do dolofene napetosti
majhen, e pa je ta napetost presezena, pride do preboja. Ob preboju tok skozi diodo mocno naraste
in lahko pride do trajne poskodbe ali unicenja elementa. Delovno tocko diode priklju¢ene na realni
napetostni vir dolo¢imo grafi¢no tako, da dolo¢imo tocko preseka nelinearne karakteristike bremena
(diode) in linearne karakteristike realnega vira.

+ dioda

Ugl ) A 4

= I,,

»
»

UDT U

-0

Slika 23-7: Primer dolocanja delovne tocke pri prikljucitvi diode na realni napetostni vir.

Na enak nacin lahko doloc¢imo tudi delovno tocko tranzistorja. Na sliki 23.9 je prikaz tipicne vezave
npn tranzistorja in graficen nacin dolocitve delovne tocke (napetost in tok na emiterju) v odvisnosti
od baznega toka.

Saturation
Ie Region
rmay / Active Region J/
) / .
R / V4 Is = 120uA
~ i
70 / Iz = 100uA
60 /
/ Is » BOU

@
&
1
=
|
Base Current

o
~
.
=
a2

Slika 23-8: Primer dolocanja delovne tocke pri tranzistorski vezavi. Nelinearne so karakteristike tranzistorja,
ki so prikazane za razlicne vrednosti baznega toka. (Vir: http://www.electronics-

tutorials.ws/transistor/tran_2.html)
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24.0SNOVNA ELEKTRICNA VEZJA

Vsebina poglavja: zaporedna in vzporedna vezava uporov, napetostni in tokovni delilnik, mosticno
vezje, transformacija zvezda — trikot, temperaturna odvisnost upornost.

1. ZAPOREDNA VEZAVA UPOROV

Ce so zaporedno vezani upori prikljuéeni na vir napetosti, se napetost porazdeli na posamezne upore:
N
U=U +U,+...+U = ZUi . Ker pa skozi vse upore tece skupen (isti) tok, velja

i=1

N
U=IR+IR, +..t IR =1 (R +R, +.+R,)= 1D R = IR, (24.1)
i=1

N
Nadomestna upornost zaporedno vezanih uporov je sestevek posameznih upornosti: R, = Z R .
i=1

U »
U, U, U, U,
I > > > —_—
—{ {1 F
R, R, R, R,

Slika 23-9: Zaporedna vezava uporov.

Primer izracuna zaporedne vezave uporov:
Dolo¢imo nadomestno upornost zaporedne vezave uporov z upornostmi 30 2, 100 Q in 1 k<.
lzracun: R, =R +R,+R;=1130Q .

2. VZPOREDNA VEZAVA UPOROV

Skupni tok vzporedno vezanih uporov je enak vsoti tokovi skozi posamezne upore | =1, + 1, +...+ 1.

Ker so vzporedno vezani upori na skupni (enaki) napetosti, velja

N
I:£+£+..+£:U2i: v_. (24.2)
R, R i

Slika 23-10: Vzporedno vezane upornosti.
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Vzporedno vezane upore lahko torej nadomestimo z nadomestno upornostjo, za katero velja
1

N 1 . N
=» —. Ce to izrazimo s prevodnostmi dobimo G =ZG.. Pri vzporedni vezavi uporov
nad i
Rnad i=1 Ri i=1

tvorimo torej nadomestno upornost s seStevanjem njihovih prevodnosti, pri zaporednih pa upornosti.
Primer izracuna vzporedne vezave uporov:

Dolo¢imo nadomestno upornost vzporedne vezave uporov z upornostmi 30 2, 100 Q in 1 kQ.

Izradun: Gnag = 1/30S +1/100 S +1/1000 S = 0,044 S, kar ustreza Rn.4 = 22,556 Q.

3. NAPETOSTNI DELILNIK

Napetostni delilnik dobimo tako, da na napetostni vir priklju¢imo dva —_l_
zaporedno vezana upora in »odvzemamo« napetost na enem od
uporov.

P R, l U,

g 1
Slika 23-11: Napetostni delilnik. Zanima nas napetost na uporu Ra. gl <>

Vzemimo, da nas zanima napetost na uporu R;. Tok skozi zaporedno R
U
vezana upora je l=—2—, od koder je
R +R,
Yy R, " 3 o L
U,=IR, = R,=U, . Dobili smo nacbo, ki jo v elektrotehniki zelo pogosto
R +R, R +R,

uporabljamo, zato si jo velja vtisniti v spomin. Ponovimo kon¢ni rezultat:

R

U, =U9—R1 +2R : (24.3)
2

Primer izracuna napetostnega delilnika:

Iz napetostnega vira z napetostjo 12 V Zelimo s pomocjo napetostnega delilnika dobiti napetost 9V,
pri ¢emer tok skozi upore ne sme preseci vrednosti 1 mA.

lzraun: Veljati morda I=R1 gR <ImA oziroma R +R,>12kQ. Ce izberemo npr.
+ 2

R, +R, =20kQ, bo tok skozi upora 0,6 mA, od koder dobimo R, =15kQ .

Poleg matematicne oblike je zelo pomembno, da si predstavljamo odvisnost napetosti na uporu od
vrednosti uporov tudi graficno. OCitno napetost na uporu R, ni linearno odvisna od vrednosti
upornosti R,. Kako bi si lahko skicirali potek odvisnoti napetosti na R, od upornosti R,? Tako, da
poskusamo poenostaviti enacbo z razmislekom, kak$na bi bila oblika enacbe za zelo majhne R; in zelo
velike R;:
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- pri Ry, ki so mnogo manjdi od R: (matematicno R, <R;) bo R, zanemarljivo velik v

primerjavi z R1 in bo enacba priblizno enaka U, ~U & Pri majhnih vrednostih R, bo

torej napetost na R linearno odvisna od velikosti R..
- pri Ry, ki so mnogo vec€ji od R: (matematicno R, >R;) bo R:i zanemarljivo velik v

primerjavi z R, in bo enacba priblizno enaka U, ~U % =U . Pri velikih vrednostih R, bo

2
torej vsa napetost generatorja na uporu R..

Pomagajmo si izrisati graficno odvisnost napetosti U,(R>) z racunalnikom. Programov, ki jih lahko v
ta namen uporabimo je zelo veliko. Naceloma ni pomembno katerega uporabimo, sta pa se v
(elektro)tehniki uveljavila predvsem dva profesionalna programa: Matlab in Mathematica.
Poglejmo si, kako bi uporabili program Matlab.

V ukazni vrstici programa vpisemo naslednje vrstice:

U=10 % izbrana napetost generatorja

R1=5 % izbrana upornost R1

R2=0:1:100 % tvorimo vrednosti uporov R2 od 0 po 1 do 100
U2=U*R2./(R1+R2) % enacba za izracun napetosti na R2 (deljenje z./)
plot(R2,U2) % ukaz za izris grafa U2(R2)

xlabel('upornost R2') % zapis osi X

ylabel('napetost U2') % zapis osi Y

10 F L L L L s

napetost U2

O r r r r I
0 20 40 60 80 100

upornost R2
SLIKA: Sprememba napetosti na bremenu v odvisnosti od upora R..
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4. TOKOVNI DELILNIK

Podobno kot napetostni delilnik, pogosto v elektrotehniki uporabljamo tudi
tokovni delilnik, ki ga sestavljata dva vzporedno vezana upora.

Slika 23-12: Tokovni delilnik. Zanima nas tok skozi upor Ro.
Dolocimo tok skozi upor R;:

I=1,+1,, kjer sta L=U/R in I,=U/R,.  Dobimo

I=U/R1+U/R2=U(1/R1+1/R2):U%. Napetost je torej

2

U:Iﬂ, tok skozi upor R, pa IZ:U/Rzzlm-i:I R . Kon¢ni rezultat je
R +R R+R, R, R +R,

podoben (vendar ne enak) kot pri napetostnem delilniku. Zaradi pogoste uporabe si ga tudi velja

2
zapomniti. Zato ga ponovimo:

=1 RER . (24.4)

5. NAPETOSTNI DELILNIK S POTENCIOMETROM

a) brez upostevanja bremenske upornosti

Poznamo vec razlicnih tipov potenciometrov. Tu bomo obravnavali le linearne, take, katerih
spremembo upornosti lahko zapiSemo kot RX:TXR, kjer je R upornost potenciometra med
skrajnima legama, / dolzina prevodne proge, x pa dolZinski del, katerega upornost je Ry (glej sliko). Ce

potenciometer priklju¢imo na vir napetosti Uy, je napetost na uporu Ry enaka

U
U =IR ,=—1R .Z upostevanjem zveze R, :?R pa dobimo

U=—R=—LZR=2U.. (24.5)

U U, x_ x
*R Y RI |

Napetost na uporu R se linearno spreminja z lego drsnika.

ON |

I

Slika 23-13: Neobremenjen in obremenjen napetostni delilnik z linearnim potenciometrom.

O
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b) z upostevanjem bremenske upornosti

Ce upostevamo $e prikljucitev bremena na upor Ry, velja

UR_UX :%+%. Po preureditvi dobimo nekoliko bolj zapleten izraz za napetost na zunanjih
1—x X b
sponkah kot s pomocjo enacbe Error! Reference source not found. : U, =U - x , kjer je
X@=x/Dn+l
n=R /R,.
1 T T T T T T T T T
0.9
0.8
0.7
0.6~
S osf x=0:0.01:1;
o4l for n=[0.01,0.1,1,10,100]
Ux=x./(1+x.*(1-x)*n)
0.3
plot(x,Ux)
o2r holdon % ohrani graf
0.1 end
0 : ! xlabel('x');
0 0.1 0.2 0.3
ylabel('Ux');

Slika 23-14: Up za razli¢na razmerja N=R / Rb .n=0,01, 0,1, 1, 10, 100. Vecjo linearnost se doseZe pri

N <1, torej tedaj, ko je bremenska upornost dosti vecja od upornosti uporovnega delilnika.

6. MOSTIENO VEZIE

Slika 23-15: Mosti¢no vezje.

Eno zelo pogosto v praksi uporabljenih vezij je t.i. mosti¢no —L J—
vezje, ki ga pogosto imenujemo tudi Wheatstonov mostic. R R
Zakaj most? Zato, ker premostimo dva napetostna delilnika in 4 ! s
merimo napetost med upori. Zgradimo ga iz napetostnega U, .«
- . - . U, —3
delilnika z uporoma R; in R; ter delilnika z uporoma Rs in R,. g
R
Napetost na wuporu R, je U,=U 2_, na Ry pa
2 R1 + R2 R2 R4
u,=U R, . Mosti¢no napetost dobimo z uporabo 2 K.Z: T T
R, + R, b
R R R R
U, =U,-U,=U—2—-U—"——=U 2_———2 | Zanimiva situacija nastopi, ko je
R +R, R, +R, R +R, R;+R,

mosti¢na napetost enaka ni¢. Tedaj reCemo, da je mosti¢ uravnoteZen, pri ¢emer mora veljati:

© D.K., 2019 227



Osnovna elektricna vezja m

Rle-ZR == Ij_“R .Sledi R,(R,+R,)=R, (R +R,) oziroma R,R; =R,R,, kar bolj pogosto zapidemo
2 3 4
v obliki
%:%, (24.6)
3

Mosti¢no vezje lahko uporabimo za dolo¢anje neznane upornosti, ki jo lahko zelo natanéno dolo¢imo
tako, da spreminjamo eno (ali vec€) vrednosti upora(ov) toliko ¢asa, dokler ni napetost mostica enaka

. . wpee . Y R
ni¢. Potem je upornost enostavno dolocljiva iz gornje enacbe, npr: R, =R, —*.

3

Wheatstonovo mosticno vezavo ne uporabljamo le v enosmernih razmerah temvec tudi pri
izmenicnih signalih. Poznamo razlicne tipe mosti¢ev npr. Wienov, Owenov, Maxwellov itd. (glej
dodatek k poglavju).

7. TRANSFORMACIJA ZVEZDA — TRIKOT

Pogosto se sreCamo z vezavo uporov v obliko, ki ji reéemo trikot, saj so trije upori namesceni v obliki
trikotnika. Druga oblika vezave pa je taka, da so trije upori vezani v skupno spojisce — taki vezavi
pravimo vezava v zvezdo. Pogosto si za lazjo analizo vezij pomagamo s t.i. transformacijo vezave
trikot v zvezdo in obratno. Ce imamo v vezavi zvezda tri spojis¢a z upori Ri, R, in Rs, potem ob
transformaciji dobimo vezavo trikot z upori R1z, Ra3 in Rs,, katerih vrednosti so

R? R*> R?
RlZ = R_3 R23 = ?1 n R31 = R—Z B (247)
pri ¢emer je R =RR, + R,R, + R,R, . (24.8)

Slika 23-16: Transformacija vezja oblike zvezda v obliko trikot.

ZapiSimo Se obratno pot: ¢e Zelimo iz vezave trikot preiti v vezavo zvezda, bomo upore dolocili iz

R=— rRa (24.9)
RlZ + R23 + R31
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In podobno lahko pokaZzemo 3e za R, in Rs.”

TEMPERATURNE LASTNOSTI UPOROV

Ko skozi upor tece tok, se nosilci naboja (v uporih obicajno elektroni) ne gibljejo premocrtno od ene
do druge sponke, pa¢ pa »trkajo« z atomi v snovi. Gibljejo se z neko povprecno hitrostjo, ki pa je
odvisna od temperature. Pri visji temperaturi je namrec nihanje atomov vecje in s tem tudi Stevilo
trkov, torej se povprecna hitrost nabojev zmanjsa. S tem se tudi zmanjsa tok, posredno pa se poveca
elektricna upornost. Meritve pokaZejo, da se temperaturna odvisnost upornosti spreminja skoraj
linearno s temperaturo, kar lahko zapisemo v obliki

R(T)=aT +b, (1.10)

kjer sta a in b konstanti, ki ju moramo dolociti z meritvijo. Obi¢ajno nas zanima sprememba upornosti
glede na temperaturo okolice (20 °C), kjer bo R(T,,) = aT,, +b . Ce enacbi odstejemo, dobimo

T-T
R(T)=R(T20)(l+ a—zoj. Vpeljemo konstanto «, ki jo imenujemo temperaturni koeficient in
20

pisemo
R(T) =R(T,)(1+a(T -Ty)). (1.12)
PTC
R R=aT+b R
NTC
T T
Slika 23-17: Temperaturna odvisnost upornosti. ARSITTAMACE - TEMPERATURE CHUPACTERSTCE

Tipiéne vrednosti temperaturnih koeficientov so (v K?): Zelezo
0,006; Aluminij 0,0041; Baker 0,0039; Konstantan 0,00003. Vse
zapisane vrednosti koeficientov so pozitivne, torej bo upornost
7eleza, aluminija, bakra in konstantana ve&ja pri vijih § i
temperaturah. Okrajsava za pozitivni temperaturni koeficient je PTK, . :
za negativnega pa NTK (ang. PTC in NTC).

* nuvi

FLATINUM BT

AU ANCE ARTIO (81 &
T e

Slika 23-18: Upornost NTC termistorja se zmanjsa z viSanjem
temperature. Za primerjavo je na sliki prikazana tudi odvisnost upornosti
platine od temperature. Vir: katalog firme Murata.

SR I L L. B

* Poskusite sami izpeljati te enacbe. Pot je ta, da mora biti nadomestna upornost med dvema sponkama enaka
v obeh vezavah. Veljati mora: R +R; =R, ||(R31 +Ry;) R, +R; =R, ”( R, +Ry) in Se ena zveza za

R, + R, , ki jo zapiSite sami. Nato sestejte prvo in tretjo enacbo ter odstejte drugo in dobili boste enacbo za Ri.
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Primer izracuna upornosti Zice pri spremembi temperature:

Kolikéna je upornost bakrene Zice pri 80 °C, ée je njena upornost pri upornost pri 20 °C enakal0 Q.
lzratun: R(80°C) =10 Q(1+0,0039 K™ - 60K)=12,34Q.

Obstaja vrsta elementov, katerim se upornost izrazito spreminja s temperaturo. Tem elementom
pravimo termistorji (ang. thermistor = thermal resistor). Njihova uporaba v elektrotehniki je zelo
pogosta, od merjenja temperature do kompenzacije temperaturnih lastnosti drugih elementov v
vezju, regulacija ampliture, napetosti, alarm, ...

MERILNI INSTRUMENTI

Poznamo vrsto merilnih inStrumentov, ki nam omogocdajo meritve elektri¢nih veli¢in: voltmeter,
ampermeter, ohmeter, vatmeter in drugi. Obic¢ajno so bili ti inStrumenti analogni in so bili zasnovani
na osnovnih principih lastnosti magnetnega polja. Vec¢inoma so za prikaz uporabljali inStrumente z
vrtljivimi tuljavicami. Sodobni inStrumenti so vecinoma digitalni, izdelani z uporabo elektronskih
elementov. Najvedji problem merilnih inStrumentov je njihova omejena tocnost merjenja, ki je
pogosto dolocena s ceno naprave. Omejeno toc¢nost naprav je potrebno upostevati pri natancnejsih
meritvah. S problemi merjenja se ukvarja posebno podrocje elektrotehnike — metrologija.

VOLTMETER

Voltmeter je inStrument za merjenje napetosti. Simbol je krog s ¢rko V v sredini kroga. Idealni
voltmeter bi bil tak, ki bi ga prikljucili med merilni sponki in se razmere v vezju ne bi spremenile. V
resnici ima vsak voltmeter doloceno notranjo upornost, ki je velika, ni pa neskonéna. Zamislimo si, da
merimo napetost odprtih sponk. S prikljucitvijo voltmetra bomo spremenili razmere v vezju, saj bo
skozi voltmeter stekel dolocen tok, ki pri odprtih sponkah ne bi.

reing (V) B

Slika 23-19: Voltmeter: prikljucitev, razlika med idealnim in realnim voltmetrom.

Razsiritev merilnega obmocja voltmetra je mogoca z dodanim preduporom, ki ga veZzemo zaporedno
voltmetru. S tem izvedemo Ze omenjen napetostni delilnik.
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Primer izracuna predupora za razsiritev merilnega obmocja voltmetra:

Vzemimo, da voltmeter meri do 5 V (merilno obmocje), Zelimo pa meriti do 100 V, pri ¢emer je
notranja upornost voltmetra 100 kQ. Dolo¢imo predupor tako, da bo voltmeter kazal 5 V tedaj, ko bo
na zaporedno vezavo voltmetra in predupora priklju¢ena napetost 100 V.

SV
100 kQ

lzraCun:100V=IR +5V; | = = R, =1900kQ=1,9MQ.

AMPERMETER

Ampermeter je inStrument za merjenje toka. Umestimo ga v vejo, v kateri Zelimo meriti tok. Simbol
za ampermeter je krogec s ¢rko A v sredini krogca. Tudi ampermeter ni idealen inStrument. V idealnih
razmerah naj bi bila notranja upornost ampermetra ¢im manjsa, torej taka, ki ne bi povzrocila
dodatnega padca napetosti na inStrumentu. V resnici ima neko malo notranjo upornost.

R

S

Slika 23-20: idealni ampermeter (levo), ampermeter 7 notranjo upornostjo (sredina), razsiritev merilnega
obmodja ampermetra s souporom (desno)

Prav tako kot voltmetru lahko tudi ampermetru povecamo merilno obmocje, vendar sedaj tako, da
upor vezemo vzporedno z ampermetrom. Tak upor imenujemo tudi soupor ali kar po anglesko »$ant«
(ang. shunt). S tem del toka, ki bi ga sicer meril ampermeter preusmerimo v vzporedno vejo.

Primer izracuna soupora za razsiritev merilnega obmoc¢ja ampermetra:

Zelimo meriti tok 30 A, pri ¢emer nam indtrument kaZe najve¢ 10 A. Notranja upornost ampermetra v
tem merilnem obmocju je 0,2 Q. Dolo¢imo upornost soupora.

Izradun: Ker ampermeter meri najve¢ 10 A, moramo predvideti, da bi pri toku 30 A v vzporedni veji
tekel tok 20 A. Napetost na ampermetru pri 10 A je 2 V, ta napetost mora biti tudi na souporu v

2V
vzporedni veji. Veljati mora torej R, = ——=0,1 Q.
20A

Vprasanje: Kako realiziramo tako male vrednosti souporov?
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* MERILNI INSTRUMENTI V PRAKSI

Dandanes se najpogosteje uporablja digitalne merilne instrumente (ang. DMM — digital multimeters),
ki tipicno omogocajo merjenje napetosti, ki so vecje od 1 pV, tokov, vecjih od 1 pA in upornosti, ki so
manjse kot 1 GQ. Te omejitve so povezane predvsem z viri Sumov, ki so pri uporih sorazmerne korenu
upornosti, pasovne Sirine in temperature. Slika 1 kaZe, da je mogoce izmeriti napetosti velikosti 1 uV,
¢e je upornost bremena 1 Q, delno (z dobrim inStrumentom), ¢e je upornost bremena 1 MQ in
nikakor, ¢e je upornost bremena vecja od 1 GQ), saj s tem posezemo v podrocje Suma. Poleg tega so
tipicne notranje upornosti multimetrov velikosti od 10 MQ do 10 GQ, kar pomeni, da s takim
inStrumentom tezko merimo bremena z upornostmi TQ. Za merjenje skrajnih vrednosti, ki Se ne
posegajo v podrocje Suma, se uporabljajo inStrumenti, ki so posebej prilagojeni specificnim
potrebam. Elektrometri se odlikujejo po izredno veliki notranji upornosti (velikosti 100 TQ = 10%** Q)
in so zato primerni za merjenje zelo velikih upornosti (velikosti ve¢ sto GQ ali tudi PQ = 10® Q) in zelo
majhnih tokov (velikosti fA = 10> A). Posebna oblika tega instrumenta je Coulomb-meter, ki zaradi
velike notranje upornosti omogoca zelo natanéno merjenje naboja (z integracijo toka).
Nanovoltmetri so instrumenti, ki omogocajo merjenje zelo majhnih napetosti, velikosti pV. Pogosto
se uporabljajo za natan¢no merjenje temperature. Pikoampermetri se odlikujejo po natanc¢nem
merjenju zelo majhnih tokov. Pogosto v praksi uporabljamo tudi t.i. source-metre (Source meter —
SMU), ki zdruzujejo funkcijo vira in merilnega instrumenta v enem instrumentu. S takimi inStrumenti
lahko na primer izmerimo |-U karakteristiko elementov ali struktur z veliko natan¢nostjo, omogocajo

tudi programabilno nastavljanje oblike signala vira, itd.

TV - 108 LY e
Noise 1y Within theoretical limits <100 Noise
Voltage Voltage ;v - -107*
ImV 10
Electrometer R 107
v -10°¢ DMM
iy nVM g ‘
TV Prohibited o nV PreAmp ——o¥ h
by noise
oV - 10712
1pv A0

) -
10° 10"?
162 110

10%
MO

10° 10°
10 ko

103
1ms

10°
10

108
Tka

10¢
Mo

108
1602

1012
1T

10'%
1P

Source Resistance Source Resistance

Slika 23-21: Levo: omejitve merilnega obmocja zaradi Sumov. Desno: prikaz omejitev merilnega obmodja
razli¢nih merilnih instrumentov (elektrometer, digitalni multimeter (DMM), nanovoltmeter (NVM) Vir: Low
level measurements handbook, Keithley.
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Description General High 3A High Power 1000 W 5A Ultea-low
Purpose Voltage Pulse Current
Power Output 0W 20W 60w 100W 100W 50W W
Voltage =l Vo =l pNto =1V =l uVie =1V =lpVwo =1V
Range =210V =1100V 63V =105V =1V =42V =210V
Current *10pAto =10pAto =100 pAto =100 pAto =100 pA 1o =100 pAto =10aA** 10
Range 1057 £105A 3154 =315 *105A %5254 =105 mA
(pulse)
Ohms Range <02Quw <02Q1w0 201w <02Qt0 <0.2Q1w <2001 <2000
>200Q =200 MQ >200 MQ =200 MQ >200MQ >200MQ >20TQ#=
| Applications * Resistive * Voltage * Power * Fower semi-
devices coefficient resistors conduci
* Diodes * Varistors * Thermistors * DC/DC
* Optoelec- * High * Solar cells convertel
tronic voltage * Baueries * High pov
campo- diodes and * Diodes Compong
nents protection ® Ly, testing * L
® leg devices testing
testing * Aithag
inflatoes

Slika 23-22: Tabela razli¢nih tipov Source-metrov (SMU) podjetja Keithley, ki se razlikujejo po izhodni mo¢i
ter merilih obmodjih. V insertu desno spodaj je prikazan inStrument Keithley 2400. www.Kkeithley.com

Kakovost instrumentov je odvisna od mnogih parametrov (toCnost, natancnost (resolucija),
ponovljivost, absolutna in relativna negotovost, napaka, sistematicna in nakljuéna napaka, itd).
Tocnost instrumenta je lahko podana na razlicne nacine (glej slika 3), npr. v procentih merilnega
dosega, v procentih izmerjene vrednosti, v ppm (delih na milijon), pogosto tudi kot kombinacija
dveh. Tocnost tipicnega DMM inStrumenta je na primer zapisana kot +(0.0005% of reading
(izmerjene vrednosti) and 0.002% of range (merilnega dosega)) ali pa tudi kot £(25 ppm of reading
and 5 ppm of range). Ce je indtrument npr. izmeril vrednost 250,685 V pri merilnem dosegu 1000 V,
potem inStrument zagotavlja, da je izmerjena vrednost znotraj 250 V +(0.0005% x250 V + 0.002%
x1000)= 250,685 V + 0,021 V.

Number of time
Portion constants to settle

Percent PPM Digits Bits dB  of 10V to rated accuracy
10% 100000 1 33 =20 1V 23
1% 10000 2 6.6 -40 100mV 4.6
0.1% 1000 3 10 -60 10mV 6.9
0.01% 100 4 13.3 -80 1mV 9.2
0.001% 10 5 16.6 =100 100pV LD
0.0001% 1 6 19.9 -120 10 pv 13.8
0.00001% 0.1 7 233 =140 1pVv 16.1
0.000001%  0.01 8 266 =160 100nV 18.4
0.000001% 0.001 9 29.9 -180 10 nV 20.7

Slika 23-23: Primer prikaza razliénega opisovanja merilne tocnosti in resolucije (na sliki prikaz relativno
glede na signal napetosti 10 V).
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Accuracy *
(% of reading + counts
of least significant digit)

U1231A/U1232A/
Function Resolution U1233A
Voltage
600 mV! 0.1 mV 0.5% + 2
6V 0.001V 0.5% + 2
60 V 0.01V 0.5% + 2
600 V 0.1V 0.5% + 2

Slika 23-24: Agilentov univerzalni inStrument U1233A in izsek iz specifikacij o merilnem obmodju, resoluciji
(natancnosti) in tocnosti (accuracy). Vir: Www.agilent.com

Pogosto se resolucijo inStrumenta podaja s Stevilom mest (digitov), ki jih prikazuje inStrument.
InStrument z resolucijo 3% mest prikaZe izmerjeno vrednost na Stiri mesta, od katerih je prvo lahko le
0 ali 1, ostala pa so lahko od 0 do 9. Tako lahko tak inStrument pokaZe najvec vrednost 1999 (counts
of resolution). Nekateri instrumenti lahko na vodilnem mestu prikazejo tudi ve¢ kot 0 ali 1, kot na
primer Agilentov inStrument U1233A (glej sliko 4), ki omogoca prikaz s 6000 vrednostmi, kar
predstavlja resolucijo 3% digitov. Tak inStrument ima Stirimestno skalo vendar ima resolucijo vecjo
kot 3% digitov, saj lahko npr. napetost 62,1234 V prikaze kot 62,12 V, medtem ko bi inStrument z
resolucijo 3% mest prikazal vrednost 62,1.

Spletni viri:

O Sumih: http://www.ti.com/lit/an/slyt470/slyt470.pdf
O meritvah:

http://www.keithley.com/knowledgecenter/knowledgecenter pdf/LowLevMsHandbk 1.pdf

Slovar izrazov: http://www.lotric.si/sredisce-znanja/slovar-izrazov/
Toénost in natanénosti: http://sl.wikipedia.org/wiki/To%C4%8Dnost _in natan%C4%8Dnost
O multimetrih: http://en.wikipedia.org/wiki/Multimeter
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* NA KRATKO O SENZORJIH TEMPERATURE

Elektrotehniki najpogosteje za merjenje temperature izbiramo med termoelementi, RTD elementi,

termistoriji ali Ze izdelanimi namenskimi integriranimi vezji.

Termoelementi (lahko tudi termopar ali termoclen, ang.
thermocouple) so osnovani na merjenju napetosti spoja
med dvema razlicnima materialoma, ki je odvisna od
temperature spoja. Ta pojav imenujemo Seebeckov efekt
po Thomasu Johannu Seebecku, ki je leta 1921 ugotovil, da

se pri segrevanju dveh razlicnih kovin pojavi magnetno polje,
kar je poimenoval termo-magnetizem. V resnici se na spoju
pojavi napetost, ki pa v zakljuéenem tokokrogu pozene tok, ki
se ga lahko zazna s kompasom ali drugimi merilniki
magnetnega polja. V praksi je termoclen zelo uporaben
senzor temperature, Se posebno za merjenje zelo visokih ali
zelo nizkih temperatur. S kombiniranjem razliénih materialov
je mogoce pridi do zelo razlicnih senzorjev razli¢nih
obdutljivosti in temperaturnih obmodij. V praksi jih
oznacujemo s ¢rkami abecede. Termoclen tipa J je na primer

temperature. Vec: https://en.wikipedia.org/wiki/Thermocouple

80T
70}
60|
50
a0

30

E(T) (mV)

20

10

0 500

1000 1500

Temperature T'(deg C)
izdelan iz spoja Zeleza in konstantana in je uporaben v obmocju od -40 °C do +750 °C. Njegova
obdutljivost je 50 uV/°C. Slika prikazuje spremembo napetosti termoelementa v odvisnosti od

RTD (Resistive Temperature Devices) so elementi, katerim se s temperaturo spreminja elektri¢na

upornost. Obicajno so izdelani iz kerami¢nega nastavka, na katerem je navita Zicka iz platine ali pa je

tanka plast platine nanesena na keramicno plo3¢ico. Platina spada
med plemenite kovine in ima zelo stabilen (konstanten)
temperaturni koeficient v Sirokem obmocju. Poleg platine se

uporabljajo tudi nikelj ali baker .

RTD elementi se obicajno imenujejo Pt100 ali Pt1000, kjer je Pt
predstavlja ime materiala (platina), 100 ali 1000 pa je upornost

elementa pri 0°C. Tipicen temperaturni koeficient je
okoli 0.00385 ohmov/ohm°C. V praksi lahko za

merjenje temperature z RTD elementom uporabimo Rlﬂﬁiita;lﬂe
EmeEn

preprost napetostni delilnik, bolj pogosto pa se
uporabi mosti¢no vezavo. Ta je lahko dvo, tro ali
stiritockovna, odvisno od zahtevane natancnosti. AT
Trotoc¢kovno vezavo na sliki uporabimo tedaj, ko
Zelimo kompenzirati vpliv upornosti prikljucnih Zic.

&

T,
Lead Resistance

/ R3  Power
Supply

r—> G

\ZJ

Bridge Output

http://www.pyromation.com/Downloads/Doc/Training  RTD_Theory.pdf

http://precisionsensors.meas-spec.com/pdfs/rtd.pdf

I
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Termistorji (Thermal Resistor) so elementi, katerim se

upornost spreminja s temperaturo. Za razliko od RTD

elementov, ki vsebujejo temperaturno odvisen
prevodnik (obic¢ajno platino), termistorji temeljijo na
uporabi temperaturno odvisnih keramik ali polimerov.
RTD elemente lahko uporabimo v  SirSem

temperaturnem obmocju (npr. od -200 do +800°C,

rod thermistor disc thermistor

medtem ko termistorje obi¢ajno uporabljamo v bistveno
ozjem obmocju (od -90 do 130°C). Nominalna vrednost
upornosti termistorjem je obicajno mnogo vecja od upornosti RTD elementov, je velikosti 2 kQ do 10
kQ. So tudi precej obdutljivi na spremembe temperature (obcutljivost ~200 Q/°C). Temperaturna
odvisnost ni linearna, obicajno jo podamo s t.i. Steinhart-Hart-ovo aproksimacijo tretjega reda:

1
?=A+B*IHR+Cx (InR)?

Poznamo termistorje s pozitivnim (PCT) in negativnim temperaturnim koeficientom (NTC). NTC
elementi so izdelani iz sintranih kovinskih oksidov, PTC pa iz keramicnih polikristalnih materialov,
npr. barijevega titanata. PCT termistor se lahko uporabi za tokovno zascito vezij, saj se elementu
poveca upornost s temperaturo in s tem omeji tok. Na primer v litijevih baterijah, kjer je potrebno

paziti, da se le te ne pregrejejo.
12V

I=1uAFK
PN spoj je tudi primeren senzor temperature. Pri konstantnem toku Vo = 10mVFK
se padec napetosti na pn spoju polprevodniske diode spremeni za - ' @

2 mV/°C. Ker je pn dioda osnovni element vseh polprevodniskih 13:‘51 é
A%

elementov in Cipov, se pogosto uporablja znotraj Cipov za merjenje
temperature cipa ali okolice ¢ipa. Na sliki je primer uporabe
namenskega ¢ipa AD590, ki uporablja princip spremembe napetosti na pn spoju in deluje kot element
z visoko upornostjo. Tok skozi element se spreminja za 1 pA pri spremembi temperature za 1 °C.
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* WHEATSTONOV MOSTIC

Wheatstonov mostic je pravzaprav prvi »odkril« Hunter Christie leta 1833, vendar se nekako zasluge
prepuscajo Charlesu Wheatstonu, ki je leta 1843 to obliko vezja in nacin uporabe pojasnil mnogo bolj
jasno in enostavno kot Christie. Pri tem velja povedati, da je Wheatstone v svojem delu citiral
Christiejevo delo. Za njim so obcutljivost mosti¢nega vezja in njegove izboljSave predlagali mnogi
raziskovalci, med njimi William Thomson (kasneje Lord Kelvin), Heaviside, Maxwell. Natanénost
merjenje je bila omejena tudi zaradi kakovosti napajanja (baterij) ter galvanometrov, ki so izhajali Se
iz del Ampera in drugih in so temeljili na principu d'Arsonalovega inStrumenta z vrtljivo tuljavico z
dodanim zrcalcem, ki je z odbojem fokusirane svetlobe povecal njegovo obcutljivost.

1-3  Wheatstone Bridge
or "Resistance Balance™
Christie 1833
Wheatstone 1843

Slika: Ena osnovnih izvedenk Wheatstonovega mostica, ki ga je sam imenoval diferencialni merilnik
upornosti. (Hampden-Sydney College,Virginia), na desni »modernejsa« izvedba . (Greenslade collection) Vir:
Error! Reference source not found. in Error! Reference source not found..

e

RA ?8
Ry QS

Slika: Kirchoffov mosti¢ temelji na gibljivem (drsnem) kontaktu in omogoca merjenje majhnih upornosti.
(Vir: Error! Reference source not found. in Error! Reference source not found.)

Verzijo mostic¢a z drsnim kontaktom je predlagal Kirchoff in je omogoc¢a natan¢no merjenje majhnih
upornosti. Leta 1865 je James Clerk Maxwell predlagal mosti¢ za merjenje induktivnosti in upornosti,
ki se je sprva uporabljal tako, da se je nanj priklopila enosmerna napetost in se je dolocilo
induktivnost iz prehodnega pojava. De Sauty pa ga je prilagodil za merjenje kapacitivnosti. Za tem je
bilo predlaganih Se mnogo oblik mosti¢nih vezij, vendar je nov preboj prisel, ko je Max Wien
predlagal uporabo mostica, priklju¢enega na izmeni¢no napetost. Nekateri ta mosti¢ imenujejo tudi
Maxwell-Wienov ali de Sauty-Wienov. Njegova prednost je v omogocanju zelo natanénega dolocaja
neznane kapacitivnosti. Podobne mostiCe uporabljajo tudi moderni inStrumenti za merjenje
impedance — seveda ti, ki uporabljajo mosti¢no metodo. Oliver Heaviside je prvi, ki je vpeljal imena
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impedanca, kapacitivnosti, induktivnost in predlagal uporabo kompleksnih Stevil za njihov opis in

izracune.
Rx r‘?‘ n‘ C‘
Lx
Rz c
pz 25 o
o
1-7 Maxwell's Ballistic Deflection 1-8

Method for Comparing Inductors DeSauty Ballistic Bridge Method 117 The Vzi:;‘Brldge
1866 for Comparing Capacitors
1871, ac: Wien 1891

Slika: Maxwellov in DeSautyjev mostic za dolocitev kapacitivnosti iz prehodnega pojava ob vklopu mostica na
enosmerni napetostni vir. Desno: Wienov mostic ,kjer se neznana kapacitivnost dolo¢a 7 uravnoveSenjem
mostic¢a pri izmenic¢nih signalih. (Vir:Error! Reference source not found.)

Moderna uporaba Wheatstonovega mostica

Tudi dandanes sem Wheatstonov mosti¢ pogosto uporablja v praksi. Pogosto ga »najdemo« v
modernih senzorskih elementih, kjer je obi¢ajno realiziran tako, da je en od uporov spremenljiv in
odvisen od dolocenega parametra (npr. temperature, pritiska, magnetnega polja, kemikalije, itd),
drugi pa so fiksno integrirani v elektronskem delu. Na ta nacin je mogoce zelo povecati obcutljivost
celotnega senzorja oziroma natanénost merjenja.

Function generator

T

Electrode A Electrode B

Common}lectrode

Fig. 10. The AC signal circuit to measure the output voltage of the fabricated
7 mmXx 7 mm < Bt sensor,

Slika:Primer uporabe principa Wheatstoneovega mostica: Zgoraj mikromehansko izdelan senzor naklona.
Vir: An optimized MEMS-based electrolytic tilt sensor. Jung et al.: Sensors and Actuators A139 (2007) stran
23-30.
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Wizt + ! £ ADC

T

= A
2 25 | B 3\ |
o S < SENSOR oM -
ST A MOW-303
1w R
—- —1 : ,

oD 3 | W { W) e ] ezl ..ui

¢ At oy S A

Slika: Microbridge Technologies Inc. je leta 2007 predstavil element MBW-303 Wheatstone Bridge Offset
Conditioning Network, ki je v osnovi s pemocjo MEMS in CMOS tehnologije izdelan &ip posebno prilagojen
za uporabo razlicnih sezorjev vezanih v Wheatstonovo vezavo. Njegova posebnost je, da je mogoce upornosti v
mosticu zelo natanéno spreminjati (imenujejo re-justors) in s tem povecéati obéutljivost mosti¢a. \ir:
Microbridge.com

Slika: Senzor magnetnega polja, ki temelji na zaznavanju resonance tanke resonancne strukture senzorja
skozi katerega tece tok in je izpostaviljen zunanjem magnetnem polju. Zaznava poteka preko piezorezistivnih
uporov na robovih strukture. Vir: Error! Reference source not found..

SCHEMATIC DIAGRAM SENSOR LAYOUT
R=R=R=R, .

Spodaj: primer polprevodniskega senzorja tlaka, ki temelji na spremenljivi upornosti difundiranih uporov na
tanki membrani zaradi upogiba ob spremembi pritiska (tlaka) . Vir: Laboratorij za mikrosenzorske strukture
in elektroniko na Fakulteti za elektrotehniko, Univerza v Ljubljani.
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‘ ’-—-’V

Mon-chip resistors

Slika: Senzor sistema TEM AFM (AFM — Atomic Force Microscopy), ki omogoca merjenje sil velikosti N in

nN, kar omogoca raziskave na podrodju nanomaterialov. Sam senzor je narejen iz silicija z MEMS obdelavo

in pozicioniranjem piezorezistivnih difundiranih uporov v Wheatstonovi vezavi. Vir: Error! Reference source
not found.

Viri:

R. 1: http://en.wikipedia.org/wiki/Wheatstone bridge

R.2:
http://physics.kenyon.edu/EarlyApparatus/Electrical Measurements/Wheatstone Bridge/Wheatsto
ne Bridge.html

R.3: Henry P. Hall: A history of impedance measurements,
(http://www.ietlabs.com/pdf/GenRad History/A History of Z Measurement.pdf)

R.4: Agustin L. Herrera-May, Luz A. Aguilera-Cortés, Pedro J. Garcia-Ramirez, Nelly B. Mota-Carrillo,
Wendy Y.Padrén-Hernandez and Eduard Figueras (2011). Development of Resonant Magnetic Field
Microsensors: Challenges and Future Applications, Microsensors, InTech,(
http://www.intechopen.com/books/microsensors/development-of-resonant-magnetic-

fieldmicrosensors-challenges-and-future-applications)

R.5: A. Nafari: Microsensors for in situ electron microscopy applications, Ph.D. Thesis , CHALMERS
UNIVERSITY OF TECHNOLOGY, 2010, Goteborg, Sweden
(http://publications.lib.chalmers.se/records/fulltext/127399.pdf)
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25.Moc¢

Vsebina poglavja: definicija moci, delo, moc¢ na bremenu, maksimalna mo¢, izkoristek.

Moc je merilo za intenzivnost dela, ki ga opravljajo elektricne sile. Sprememba dela je enaka
spremembi elektri¢ne energije, ki je potrebna npr. za premik naboja za potencialno razliko U, kot smo

|
ugotavljali v poglavju Joulov zakon (str. 193): dW =dA, = dQI E, .dl =dQ-U .
0

Hitreje kot se ¢asovno spreminja (ali pretaka) elektri¢na energija, vecja moc je za to potrebna. Torej
je moc dolocena kot

dw

P=— 25.1
it (251

. . L dQ .
Z upostevanjem povezave med nabojem in tokom | = E dobimo

dw dQ

P=—=—U-=1IU 25.2
dt ot (252

Enacbo (25.2) smo zapisali za enosmerne razmere, ko sta konstantna tako napetost, kot tudi tok na
elementu. V splosnem, ko napetost in tok na elementu nista konstantna pac pa sta funkciji ¢asa,
pisSemo velic¢ine v enacbi (25.2) z malimi ¢rkami, torej v obliki

p(t) =u(t)i(t) alitudisamo p=iu (25.3)
Ce se mo¢ trosi na linearnem uporu (na katerem velja U =Rl), z U .,
upostevanjem Ohmovega zakona dobimo’: _{_:}
R
P=RI?ali P=U?/R. (25.4)

Enota za moc je vat (W).

Ce je mo¢ ¢asovno konstantna, je delo A= det = Pt, kjer je t ¢as opravljanja dela.

* Te zveze pogosto imenujemo kar Joulov zakon, saj je James P. Joule leta 1841 prvi prisel do ugotovitve, da je
sproscena toplota v prevodniku proporcionalna kvadratu toka, ki tece skozi vodnik.
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Primer izracuna moc¢i na bremenu:

Ko priklju¢imo breme (npr. avtomobilsko Zarnico) na enosmerni vir napetosti 12 V, je skozenj tok 2 A.
Dolo¢imo moc na bremenu, upornost bremena in energijo, ki se sprosti na bremenu v ¢asu 10 minut.

lzradun: Mo€ je P=Ul =12V-2 A =24W . Upornost je R=P /1> =24 W /(2 A)* =6Q. Energija je
A=W =Pt=24W-10-60s=14400J=14,4 kJ .

Vprasanije: Ali gre vsa ta energija v toploto (segrevanje)? Vsekakor en del, drugi del pa gre v svetlobno
energijo. (Zarnice z Zarilno nitko nimajo ravno velikega izkoristka, obi¢ajno med 10 in 20 % celotne
moCci).

Moc¢ NA BREMENU

Oglejmo si, kako se mo¢ spreminja na spremenljivem bremenskem uporu, ki ga priklju¢imo na realni
napetostni vir. Veljati mora

2

U

P=RI*=R| ——]. (25.5)
R, +R,

To ni ravno preprosta funkcija, saj R, nastopa v enacbi dvakrat, tako v Stevcu, kot v imenovalcu.
Poskusimo iz enacbe razbrati, kako se mo¢ na uporu spreminja s spreminjanjem bremenske
upornosti. Lo¢imo lahko tri razlicna podrocja:

1) Ko je bremenski upor enak ni¢, bo moc enaka nic.
2

2) Pri majhni upornosti bremena(Rb <« Rg)velja priblizno PzR—gRb, torej pri majhnih
9

vrednostih upornosti bremena moc na uporu linearno raste.
2

3) Ko je bremenski upor zelo velik velja P~—%. Mo¢ na bremenu se bo torej pri velikih
b

. oy . . 1. .
upornostih bremena zmanjSevala obratno sorazmerno velikosti [~ — | in se bo z ve¢anjem
b

ocitno zmanjsevala proti nic.
4) Vmes, med toc¢ko 2 in 3 bo imela funkcija (moc¢) nek maksimum, ki ga lahko dolo¢imo z

odvajanjem moci po upornosti bremena ((%D =0).
b

R

g

le Rb

O R(P,..0 R

>

Slika 23-25: Mo¢ na bremenu Ry, ki je prikljuéen na realni napetostni vir. Levo: breme na realnem
napetostnem viru, desno: prikaz moci na bremenu v odvisnosti od Rp.
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Primer izracuna moci na bremenu:
Dolo¢imo moc¢ na bremenu 10 Q, ki ga priklju¢imo na realni napetostni vir 12 V z notranjo upornostjo

2Q.

2
lzradun: P=10Q) 12—\/ =10W.
2Q0+10Q

Vprasanje: Ali lahko to moc¢ dosezemo tudi pri kaksni drugi upornosti?

Odgovor je pritrdilen: ¢e enacbo zapisemo tako, da iS¢emo neznano upornost bremena pri znani
moci, dobimo:

10(2+R, )2 =12°R, kar je kvadratna enatba, ki je s preureditvijo enaka

10R? —104R, +40=0

(Pri zapisu v matematicni obliki smo zaradi preglednosti opustili pisanje enot. Ko dolo¢imo resitev
moramo pravilno enoto dopisati!)

Resitvi kvadratne enacbe sta dve: Ze znanih 10 €2, pa tudi 0,4 Q.

Preprosti ukazi s programom Matlab za izrac¢un in prikaz moci na bremenu:

Rb=0:0.1:50 % tvorimo niz vrednosti Rb od 0 do 50 s korakom 0,1

Ug=12
Rg=2
P=Rb*Ug"2./(Rg+Rb).A2 % lzracun moci

plot(Rb,P) % izris

Moc na Rb / W

xlabel('Rb / Ohm')

ylabel('Moc na Rb / W')

% Ce Zelimo zrisati za vec razlicnih vrednosti,

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 5

zapiSemo enacbe v dadoteko in jo veckrat Rb/ Ohm

poZzenemo s spremenjeno vrednostjo Rg, pri cemer za risanje na isti graf dodamo ukaz
hold on

SLIKA: Prikaz moci za razlicne vrednosti notranje upornosti generatorja (2 Q2,5 Qin 10 Q).
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25.

MAKSIMALNA MOC NA BREMENU

Vzemimo primer bremena, priklju¢enega na realni napetostni vir, in se vprasajmo, kdaj je na
bremenu najveéja moc. Graficna doloditev je seveda enostavna, matemati¢no pa jo dolocimo pri
pogoju, da mora biti naklon premice na funkcijo moci enak ni¢ (vzporeden z X osjo). Ker naklon
premice dobimo z odvajanjem, moramo maksimalno moc iskati pri pogoju

dar
dR,

.. . . *
upornost bremena enaka notranji upornosti vira :

=0. Ugotovimo, da z odvajanjem dobimo pogoj, da mora biti za maksimalno mo¢ na bremenu

R, =R,. (25.6)
Koliksna bo tedaj moc¢? Vstavimo pogoj (R, = Rg) v enacbo za moc in dobimo:
U 2
P =—. (25.7)
b,ma 4Rb
Primer izra¢una maksimalne moci:
Doloc¢imo $e maksimalno moc iz prejSnjega primera.
. y . (12V)? v
To bo tedaj, ko bo R, =R, = 2 Q, moc pa bo tedaj P, =m =18W . Resitev se seveda sklada z

odc¢itkom maksimalne moci, ki jo pois¢emo na grafu.

IZKORISTEK BREMENA

V smislu zakona o ohranitvni energije se del energije virov prenese na breme, drugi del pa lahko
smatramo kot izgubna energija:

thodna =Wizh0dna +Wizgubna . (258)
Izkoristek lahko definiramo kot kvocient izhodne in vhodne energije:
W' hodl
— 1znhodna . (259)
7 W,

vhodna

Ker pa je energija pri enosmernih vezjih sorazmerna moc¢i W = Pt, lahko definiramo izkoristek tudi
kot kvocient moci na bremenu in moci vira (virov):

R
n=— (25.10)
Pg

2 2
i u u: u
P ={ g ] +2 S |(-1) Ry >=0 innato @ _ g [1— 2R |0 R, =R,
drR, (R,+R, R, +R, (R, +R,) dR, (R,+R, R, +R,
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Moc

Izkoristek pogosto zapiSemo v procentih, torej kot

Pb
= b .100%
=5 6

g

Slika 23-26: Vhodna energija se prenese (transformira) na
izgubno in izhodno. W

Kako se spreminja izkoristek vezja pri bremenu,
prikljuéenem na realni napetostni vir? lzkoristek
opisuje enacba

P

R I2R, R,
Pg

17(R, +R,) R, +R,

77:

(1.11).

>

(25.12)

W,

izh

Pri majhnih bremenskih upornostih gre izkoristek proti ni¢, pri velikih pa proti vrednosti 1 (100%).

(glej sliko)

Kaksna pa je razlika med izkoristkom in maksimalno mocjo na bremenu?

Ugotovimo, da je izkoristek vezja nekaj drugega kot maksimalna mo¢ na bremenu. Najvec;ji izkoristek

doseZzemo pri ¢im vecji upornosti bremena, vendar je tedaj mo¢ na bremenu majhna v primerjavi z

maksimalno. Pri maksimalni moci pa je izkoristek vezja ravno 50%.

Kako dolo¢imo izkoristek povezanih sistemov?

Ce imamo dva zaporedno vezana sistema, lahko izkoristek dolo¢imo kot

_ Pizh(z) _ Pizh(2) ) Piz(l)
P P P

vh(1) vh@)  Tvh(2)

=1,

torej kot produkt posameznih izkoristkov.

1
09

08

o (=]
(= -

Izkoristek, MoZ (nomirana)
(=]
W

Rg=14.32
Rb=0:0.1:100
izkoristek=Rb./ (Rb+Rg) ;

P=Rb./ (Rb+Rg) ."2

04 plot (Rb,izkoristek,Rb, P/max (P

03 ),'li .. newidth', 2)

02 xlabel ('Upornost bremena /
ohm')

o

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

ylabel ('Izkoristek, Mocd

(normirana) ')
Upomaost bremena / ohm |

Slika 23-27: Izkoristek vezja (modra érta) in moé na bremenu ob spreminjanju bremenske upornosti.
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26.Analiza enosmernih vezij

cev v

potencialov.

Spoznali smo Ze oba Kirchoffova zakona in zvezo med tokom in napetostjo na uporu. Zaradi
pomembnosti velja ponoviti:

N

1. KZ: )1, =0 v spojistu (26.1)
i=1
M

2.KZ: DU, =0 v zanki (26.2)
i=1

Ohmov zakon: U =Rl (povezuje Uin /) (26.3)

S pomocjo teh zvez lahko analiziramo (dolo¢imo tok in napetost na poljubnem elementu vezja)
poljubno vezje. Le zapisati moramo ustrezno Stevilo enacb in resiti sistem enacb. Spoznali pa bomo
tudi metode, ki nam omogocajo analizo vezij z manjsim Stevilom enacb.

Najbolj tipicne metode resevanja (analize) vezij so:

1) Metoda Kirchoffovih zakonov
2) Metoda zancnih tokov
3) Metoda spojiscnih potencialov

1. MeToDA KIRCHOFFOVIH ZAKONOV (METODA VEJNIH TOKOV)

Je najosnovnejsa metoda, ki se (kot Ze ime pove) posluzuje uporabe Kirchoffovih zakonov. Nacin
reSevanja bomo prikazali na konkretnem primeru.

Najprej moramo oznaciti smeri tokov v vsaki veji. Ta oznacitev je lahko poljubna, potrebno pa se je
zavedati (kot smo Ze omenili!), da smer toka (skozi upor) doloca tudi smer napetosti. Za lazjo analizo
bomo oznadili tudi spojis€a vezja ter tri zanke. Toka v veji s tokovnim virom nismo posebej oznacili,
saj ta tok lahko enacimo kar s tokom tokovnega generatorja.

ZapiSemo lahko stiri enacbe z uporabo 1 KZ:

spojis¢e (0): =1, -1,-1,=0

):
spojisce (1): I, +1,+1,=0
):

(
(
spojisce (2): =1, +1,+1,=0

spojisce (3): -1, -1, +1;,=0

In dve enacbi po 2 KZ:

zanka (J1): “U,+ LR +1,R, - I,R, =0

zanka (J2): —=1,R; + LR, + I, R, =0

Za zanko J; ne zapiSemo enacbe saj ni potrebna. Zancni tok J; je znan in kar enak (vsiljenem) toku
tokovnega generatorja.

© D.K., 2019 246



Analiza enosmernih vezij E

Poglejmo $tevilo neznank in $tevilo enacb, ki smo jih zapisali. Stevilo neznank je enako $tevilu
neznanih vejskih tokov, torej 5. Stevilo enacb, ki smo jih zapisali pa je 6. Ena od enacb je torej odveg,
je redundancna. IzkaZe se, da je odvec ena od enacb po 1 KZ. Izlo¢imo lahko torej poljubno spojis¢no
enacbo”.

I 1

- N
2/

N
oF

+|:
. I
R 4 R

4 4

Slika 23-28: Vezje s podatki: Ug =10V, 1g=2A,R1=20 2 R2=502 R3=1002 R4=1.02 R5=40 L2

TEORIJA GRAFOV (NA KRATKO)

ReSevanje takega sistema enacb zahteva sistematicen pristop. Pomagamo si lahko s teorijo grafov,
kjer najprej nariSemo graf vezja, nato drevo vezja in vriSemo dopolnilne veje (kite).

Graf vezja nariSemo kot vezje, v katerem ostanejo le veje vezja. Drevo vezja sestavimo iz vej vezja, s
katerimi moramo doseci vsa spojis¢a vezja, pri tem pa ne smemo zakljuciti nobene zanke. Veje, ki jih
nismo uporabili za tvorjenje drevesa, so dopolnilne veje in jih dori§emo s &rtkanimi értami’.

R =1inf.

Slika 23-29: Levo: graf vezja, Desno: drevo vezja in dopolnilne veje — kite.

* Sedtejte spojis¢ne enacbe (1), (2) in (3) ter mnofZite z -1. Dobili boste spojiéno enacbo (0).

" Vezje, ki ga obravnavamo je nekoliko specifi¢no , ker v eni veji vsebuje idealni tokovni vir. V smislu analize vezij
(teorije grafov) take veje ne moremo smatrati kot dopolnilne veje. Za te je znacilno, da vsebujejo elemente s
koncno notranjo upornostjo.

© D.K., 2019 247



Analiza enosmernih vezij a

cev v

enacb po 2 KZ pa je enako Stevilu dopolnilnih vej. V naSem primeru bomo potrebovali 4-1 = 3
spojis¢ne enacbe in 2 zancni enacbi.

ZAPIS IN RESEVANIJE SISTEMA ENACB

Sistem enacb resimo tako, da ga zapiSemo v matric¢ni obliki. Upostevali bomo spojis¢ne enacbe od (1)
do (3)). Npr prvo spojis¢no enacbo (1) zapiSemo v obliki

11, 40-1,+0-1;+1-1,40- ;=1
drugo v obliki
=11, +1-1,+1-1,+0-1,+0-1,=0

itd. Koeficiente prepiSemo v matriko in dobimo

(10 o 1 o] [,
-1 1 1 0 of1,| o
0 -1 0 0 1|1]=1
R 0 R -R Ol |U,
0 R, R, 0 RI;] | 0]

Potrebno je le $e vstaviti vrednosti in resiti sistem enacb zapisan v matri¢ni obliki A-x=Db (v&asih
zapisSemo tudi kot =/—\)_(:Q), kjer je A matrika velikosti 5x5, x vektor neznank (tokovi /1 do Is) in b

vektor sestavljen iz vrednosti na desni strani matricnega zapisa. Sistem enacb pogosto resimo z
uporabo rac¢unalniskih programov.

S pomocjo Matlaba izracunani vejski tokiso |, =—0,2243 A, |, =-1,42953 A itd.
Sistem enacb reSimo s programom Matlab. Tvoriti moramo matriko A in vektor b ter resiti sistem
enacb tipa Ax=b. Resitev dobimo z Matlabovim ukazom x=A\b.
>>A=[1,0,0,1,0;-1,1,1,0,0;0,-1,0,0,1;20,0,10,-1,0;0,5,-10,0,40]

A=
1 0 0 1 O
-11 1 0 O
0 -1 0 0 1

20 0 10 -1 O

0 5 -10 0 40
>b=[ -2; 0 ;2 ;10 ;0];
>> x=A\b
x= -0.2243 -1.4953 1.2710 -1.7757 0.5047
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2. METODA ZANCNIH TOKOV

Metoda zancnih tokov temelji na uporabi 2. K.Z., kjer namesto vejskih tokov uporabimo zan¢ne toke.
Slednje tvorimo iz vejskih tako, da je zancni tok v veji, ki ni skupna drugi (sosednji) zanki, kar enak
vejskemu toku. Ce pa je veja skupna vedim zankam, je enak vsoti ali razliki vejskih tokov, odvisno od
oznacitve smeri zancnih tokov. Potrebno Stevilo enacb je enako Stevilu dopolnilnih ve;j.

Za analizirano vezje veljajo sledece zveze med zancnimi in vejskimi toki:

Jy=-1
J, =1,
J3=|g

in
Ia :‘]1_‘]2
|2 =J2 —J3

Ce vejske toke izrazene z zan&nimi vstavimo v napetostni enacbi po 2. K.Z., dobimo sistem zanénih
enacb. Obicajno je lazje napisati enacbe tako, da sproti upoStevamo padce napetosti v zanki:

zanka (J1): U, +(J, - ;)R +(J; - J,)R, - J;R, =0
zanka (J2): (3, — )R, +(J, — J,)R, + J,R, =0
zanka (J3): J3 =1,

Dobimo sistem treh enacb za tri neznane toke. V osnovi le sistem dveh, saj je tretja Ze dolocena:
J,=1,=2A

Obstaja Se drug pristop k tvorjenju sistema enacb, ki seveda privede do ekvivalentnega zapisa enacb.
Pri tem pristopu najprej upoStevamo tok zanke in vse padce napetosti v zanki, ki jih ta tok povzroca.
Nato ustrezno pristejemo ali odStejemo Se prispevke ostalih zanénih tokov.

Primer:
JJ(R+R+R,)-J,R - J,R,-U =0
J,(R,+R;+R)-J,R;, —J;R, =0

RESEVANIE SISTEMA DVEH ENACB

Vstavimo vrednosti v zgornjo enacbo in zapisemo enacbi v matematicni obliki (brez enot):
J,31-2-20-J,10-10=0

J,55-J,10-2-5=0
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Enacbi z dvema neznankama lahko preprosto reSimo tako, da iz ene enacbe izrazimo eno od
spremenljivk in jo vstavimo v drugo enacbo. Npr iz 1. enacbe izrazimo J; in dobimo J; = 0,1(/131-50).
To vstavimo v drugo enacbo in dobimo 0,1(/131-50)55-/110 = 10 in iz nje izraCunamo J, =1,7757 A in

z vstavitvijo te vrednosti v eno od enacb Se J, =0,5047 A .Ugotovimo lahko, da je dobljeni tok J;

skladen z resitvijo, ki smo jo dobili po sistemu reSevanja Kirchoffovih enacb: J1 = -/s.

3. METODA SPOJISENIH POTENCIALOV

Metoda temelji na uporabi 1. K.Z., po katerem zapiSemo vsoto tokov v spojis¢e, ki mora biti enaka
ni¢. Toke izrazimo s potenciali spojis¢, razen, Ce je tok v veji znan, npr. tokovni generator. Oznacimo
vsa spojis€a in jim pripiSemo neznane potenciale. Potencial enega spojis¢a lahko prosto izberemo.
Ponavadi mu priredimo vrednost 0 V (ga ozemljimo). Ce se v veji nahaja upor, izrazimo tok v veji s
padcem napetosti na uporu (|1 =U/R), napetost na uporu pa z razliko potencialov spojis¢. V
primeru, da se v veji nahaja tudi napetostni generator, je potrebno vrednost napetosti generatorja
ustrezno upostevati (odsteti ali pristeti razliki potencialov).

Stevilo potrebnih enacb je enako N—1, kjer je N $tevilo spojis¢. V primeru ki ga obravnavamo je to 4—
1=3.

ReSevanje konkretnega primera: V smislu sistemati¢nega pristopa bomo predpostavili, da vsi toki
izhajajo iz spojisca (Ceprav smo jih originalno oznacili drugace).

Spojisce (1): Tok v tej veji dolocimo iz padca napetosti na uporu Rs. Napetost na tem uporu pa je
razlika potencialov spojis¢ (1) in (0). Ker smo spojisce (0) ozemljili, potencial spojis¢a (1) pa je Vi, je
tudi napetost med spojisS¢ema enaka V1. Napetost na uporu R. je manjsa od Vi za padec napetosti na

9

napetostnem viru, torej je enaka V, —U,, tok skozi upor Rs pa je . Na podoben nacin

dolo¢imo ostale toke. Za spojisce (1) dobimo

za spojisce (2)

VooV Vo (Vo oVs
Rl R3 R2

0

in za spojisce (3)

V.-V, V
—l,+—=—2+2=0.
RZ R5
Dobimo sistem treh enacb za tri neznane potenciale. Vstavimo vrednosti in reSimo sistem enacb:

V,-10 V-V,
1 20

+2=0
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ans =8.2243 12.7103 20.1869

— :0 |___________________________________________-i

20 10 5 i % Uporaba Matlaba :

| >>A=[1+1/20,-1/20,0;-1/20,1/10+1/20+1/5 ... !

Ve Vg | 1/5:0,-1/5,1/5+1/40] i
5 40 . !
oziroma | 10500 -0.0500 0 |
i -0.0500 0.3500 -0.2000 |

V1(1+ij—vzi=—2 | 0 -0.2000 0.2250 i
20 20 ' >> b=[-2+10;0;2] :

' b= i

EVEERRVA (IR S S IRVAE S 8 i
10 20 10 5 5 - !

1 11 2 i

o 2_+V3(_+_j=2 1 >>V=A\b i
5 5 40 | |

Potenciali spojis¢ izracunani s pomocjo Matlaba so: V1 =8,2243V, V,=12,71Vin V5= 20,1869 V.

Vejske toke dolo¢imo iz Ze zapisanih zvez, pri ¢emer pa je sedaj potrebno upostevati predhodno

izbrano smer tokov. Tako je na primer tok /1 enak \% =(8,224-12,71) V/ 20 Q=-0,2243 A.

2

(Opozorilo: Zaradi preglednosti pisanja enacb namenoma pri vstavljanju Stevilskih vrednosti v enacbe
nismo pisali tudi enot. Enacbe smo torej spremenili v matemati¢no obliko. Ko dolo¢imo resitev,
pripiSemo ustrezne enote).

RESEVANIE SISTEMA ENACB S POMOCJIO KRAMERJEVEGA PRAVILA

En od nacinov redevanja sistema enacb je z uporabo t.i. Kramerjevega pravila®. Pri tem moramo

det(A )
det(A) ’

izraCunati determinante matrik. ReSitev za potencial Vi je na primer V, = kier je
determinanta matrike A

1,05 -0,05 0

det(A)=|0,05 0,35 -0,2|=1,05(0,35.0,225 - (~0,2)(-0,2)) — (-0,05)(0,05.(~0, 225) — (~0,2).0 +
0 -02 0,225

+0.(0,05.(~0,2) — (0,35).0))

det(A) =0,0401.

Determinanto det(A:) pa dobimo tako, da prvi stolpec matrike A nadomestimo z vektorjem b):

* Gabriel Cramer (1704 - 1752): http://en.wikipedia.org/wiki/Cramer's_rule
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8 -0,05 0
det(A)=/0 0,35 -0,2|=0,330
2 -0,2 0,225

Dobimo: V, = ‘;ett((i)) =8,22V.
€
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* ANALIZA VEZI) S PROGRAMSKIM ORODJEM SPICE

Pri bolj kompleksnih vezjih, Se posebno, ko analiziramo vezja z dodanimi nelinearnimi elementi, se
lahko posluzimo analize vezij s programskimi paketi. En najbolj znanih je zasnovan na Spice
simulacijah”. Na spletu je mogoce dobiti vrsto programov, ki temeljijo na Spice simulaciji. Poglejmo si
primer uporabe programa 5Spice, ki omogoca tudi uporabo graficnega vmesnika. Ta je Se posebno
primeren za popolne zacetnike, saj ni potrebno poznati sintakse zapisov, pa¢ pa le nekaj osnovnih
pravil. Eno od teh je npr, da je potrebno eno od spojis¢ ozemljiti.

Vsa racunalniska orodja, ki temeljijo na Spice simulacijah, temeljijo na enakem nacinu zapisovanja

(sintakse) povezav med elementi.

MAIN: Spicel.Sch | [ NDTES | REPORTS |

.......................... Zo
e
e e e e e e e

j T=25C Mates are saved with schematiq 4 i i J__j

Slika 23-30: Primer simulacije vezja s programom 5Spice, www.5spice.com. (pomembno pri delu s
programom je to, da mora biti eno od spojisc¢ vedno ozemljeno)

Spice sintaksa obravnavanega vezja:

lg13 2 ; 1g je med spojis¢ema 1 in 3, nejgova vrednost je 2

R11220

R2235

R32010

R41001

R53 040

.DCUg 10202 ; naredi sken Ug-ja od 10 do 20 V po 2 V in omogoci .PRINT ukaz
.PRINT DC I(R1) I(R2) ; izpiSe toke na uporih R1 in R2

.END

* SPICE je sicer delo univerzitetnega laboratorija (Electronics Research Laboratory, University of California,
Berkeley, ZDA), ga pa pod tem imenom poznamo tudi v profesionalnih orodjih (npr. HSPICE in PSPICE) . Pri nas
veliko uporabljamo varianto LT SPICE,
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27.Stavki (Teoremi)

Vsebina poglavja: Stavek superpozicije, stavek Thévenina in Nortona, maksimalna moc¢ na bremenu
(drugic), stavek Tellegena.

1. STAVEK SUPERPOZICIJE MATIEMATICS ENRMoYS “THEOREM

Ta stavek dolo¢a, da lahko poljubno vezje sestavljeno iz linearnih
elementov z veé viri poenostavimo tako, da analiziramo vezje s
posami¢nim vklopom posameznih virov v vezje. Toke, ki jih
izraCunamo na tako poenostavljenem vezju na koncu sestejemo
(superponiramo). V nasem konkretnem primeru bi lahko dolocili
toke v vejah vezja za dve poenostavljeni vezji. V prvem bi bil
vklopljen le napetostni vir, v drugem pa le tokovni vir. Izklopljen
napetostni vir nadomestimo s kratkim stikom, tokovni vir pa (e, degge Gy
odklopimo - odprte sponke. 7

I’ R

4 4

Slika 27-1: Vezje nadomestimo z dvema enostavnejsima vezjema. V prvem vezju obdrZimo le napetostni vir,
tokovnega pa izklopimo (odprte sponke), v drugem vezju pa obdriimo tokovni vir in odklopimo napetostnega
(nadomestimo s kratkim stikom).

Primer izracuna toka s pomocjo stavka superpozicije:
Dolocimo tok /4 s pomocjo metode superpozicije.

1. vezje: Ko izklopimo tokovni vir, lahko vse upornosti zdruZimo v eno (nadomestno) tako, da
zaporedno seStejemo upora R; in Rs ter nato obema vzporedno Se Rs ter nato vsem Se zaporedno R;
in R;. Dobimo nadomestno upornost Rnad=(R2+Rs)| | R3+R1+R4=29,18 Q. Tok l4) = -10 V/29,18 Q = —
0,3427 A. (Bodite pozorni na to, da je predznak toka negativen.)

2. vezje: Ko izklopimo napetostni vir, nam ostane vezje, pri katerem ne moremo preprosto sesStevati
uporov. Zopet moramo uporabiti eno od metod za resevanje vezij. Vzemimo kar metodo zancnih
tokov, ki se je za analizo konkretnega vezja izkazala kot zelo primerna. Razlika v Ze nastavljenih
enacbah bo le ta, da sedaj nimamo napetostnega vira:

J3,31-2.20-J,10=0

J,55-J,10-2-5=0
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Izra¢un nam da vrednosti J1 = 1,4330 Ain J, = 0,4424 A. l4) je enak —J1 in bo torej enak

la2) =—1,4330 A . Na koncu seStejemo obe vrednosti in dobimo

lo = laq) + laz) =—0,3427 A—1,4330 A=-1,7757 A.

Ugotovimo lahko, da je resitev enaka, kot smo jo dobili z uporabo metode Kirchoffovih zakonov.

2. STAVEK THEVENINA

Théveninov stavek »pravi«, da je mogoce poljubni del linearnega vezja med poljubnima sponkama
nadomestiti z realnim napetostnim virom, torej z idealnim napetostnim virom (ki ga imenujemo
Théveninov) in notranjo (Théveninovo) upornostjo.

R,

A0 :

Slika 27-2: Shematski prikaz Théveninovega nadomestnega vira.

DoLOCITEV THEVENINOVE NADOMESTNE NAPETOSTI IN UPORNOSTI

Napetost Thévenina dolo¢imo (izracunamo ali izmerimo) kot napetost odprtih sponk na mestu vezja,
ki ga Zelimo nadomestiti. Théveninovo upornost dolo¢imo kot notranjo upornost vezja, merjena
(racunana) s sponk nadomestitve, pri cemer napetostne vire v vezju kratko sklenemo (kratek stik),
tokovne pa razklenemo (odprte sponke).

Matematicno:
Napetost Thevenina je napetost odprtih sponk med sponkama nadomestitve:
U, =U (27.1)

(o]

Upornost Thevenina je notranja upornost racunano (merjeno) med sponkama nadomestitvepri
kratko sklenjenih napetostnih virih in razklenjenih tokovnih virih:

RTh = Rnotranja (27.2)

Primer uporabe Theveninovega teorema:

Kot primer odklopimo iz vezja iz prejSnjega poglavja upor Rs in preostalo vezje med sponkama
nadomestimo s Théveninovim nadomestnim vezjem.

Ce iz vezja odklopimo upor Rs in zapisemo zanéno enacbo, dobimo

—Ug+J(R1+R2+R4+R5)—I9(R1+R2)=O.
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Po ustavitvi vrednosti dolo¢imo zancni tok J = 0,91 V. Théveninova napetost je enaka napetosti
odprtih sponk med sponkama nadomestitve in je torej enaka vsoti padcev napetosti na uporih R; in
Rs: Uy, =(J-2A)5Q+J40Q=30,91V.

Upornost Thévenina je Ry, =(R, +R,)

(R, +R,)=14,32 Q.

Sedaj lahko tvorimo nadomestno vezje in dodamo upor Rs; ter izraCunamo tok skozi upor:

l,=—Om __1270 A
R; + Ry,
I,
77250
{' — P } 0] D
R, R, R R,
— 71 +3 '
oA | \ -
A .\_v/. U, <= R,
— 1 e
R, R

Slika 27-3: Levo: primer dolocitve napetosti Thevenina med odprtima sponkama. Desno: Primer dolocitve
Theveninove upornosti med sponkama pri kratkosticenem napetostnem viru in odklopljenem tokovnem viru.

Drug nacin dolo¢anja Théveninove nadomestne upornosti je s pomocjo toka kratkega stika med
sponkama nadomestitve. Ta nacin pride v postev predvsem tedaj, ko ne moremo preprosto sestevati
vzporedne in zaporedne vezave uporov. S pomocjo racunalnika najlaze uporabimo kar matriko za
izracun tokov po metodi Kirchoffovih zakonov pri ¢emer bo upornost R; = 0 Q2. Dobimo /k = 2,1587 A
U, 3091V
I, 14,32A

in Ry, = 214,32 Q.

Omenimo Se tretjo moznost. Upornost vezja med sponkama pri izklopljenih virih lahko dobimo tudi
tako, da na sponki priklju¢imo poljubno izbrano napetost in izracunamo tok v vezje. Iz kvocienta med
napetostjo in tokom sledi upornost. V nasem konkretnem primeru je ta nacin v osnovi enak prvemu
nacinu, saj izraCunamo upornost Thévenina kot

U | (R +R)I(R, +R
RTh — Isponk — sponk (Rl I 4)”( 2 5)=(R1+R4)||(R2+R5)=14,32Q.

sponk sponk

Ta nacin bi prisel v postev, ¢e upornosti v vezju ne bi mogli kar preprosto sestevati.
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3. STAVEK NORTONA

Velja podobna definicija kot za Théveninovo nadomestno vezje, le da 1 °
v tem primeru poljubni del linearnega vezja nadomestimo z
Nortonovim nadomestnim vezjem, ki je sestavljeno iz idealnega

tokovnega (Nortonovega) vira in vzporedne (Nortonove) notranje IN<T> R,

upornosti.

. . . . . O
Ker lahko vedno realni napetostni vir nadomestimo z realnim

tokovnim, ta zveza velja tudi med Théveninovim in Nortonovim teoremom. V osnovi dolo¢imo tok
Nortonovega vira kot tok kratkega stika, upornost Nortona pa na enak nacin kot upornost Thévenina.
Velja torej:

I, =1 intudi 1, =U,, /R, terR =R, .

MAKSIMALNA MOC NA BREMENU — DRUGIC

Théveninov stavek je posebno primeren za izracun maksimalne mo¢ na uporu (bremenu). Pri analizi
maksimalne moci bremena, prikljucenega na realni napetostni vir, smo ugotovili, da bo mo¢ na
bremenskem uporu najvedja tedaj, ko bosta bremenska in generatorska upornost enaki. Da
dosezemo maksimalno mo¢, mora biti upornost bremena torej enaka upornosti Thévenina:

Rb(Pmax) =Ry, (27.3)

maksimalna moc pa bo tedaj

2
_UTh

= 27.4).
Ty (27.4)

Primer izracuna maksimalne moci na bremenu:

V nasem vezju smo analizirali razmere moci na bremenskem uporu Rs;. Tedaj bo torej
B UTZh B (30,91V)° B
o 4R, 4-14,32Q

Ropmay =14,32 Q, maksimalna mo¢ pa P,

16,68 W.

Pogosto re¢emo tudi, da je v tem primeru breme prilagojeno na vir. To je torej tedaj, ko je na breme
preneSena maksimalna moc iz vira.
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IzriSimo moc na bremenu s pomocjo racunalnika, pri cemer si bomo zopet pomagali s programom
Matlab. Vzemimo izrac¢unani vrednosti Um = 30,91 in Rt = 14,32 Q in spreminjajmo R, od 0 Q do
50 Q in izracunajmo moc na bremenu. Z Matlabovimi ukazi:

Rb=0:0.1:50 % tvorimo niz vrednosti Rb od 0 do 50 s korakom 0,1

Uth=30.91

Rth=14.32

P=Rb*Uth”2./(Rth+Rb).A2 % lzracun moci
plot(Rb,P) % izris

xlabel('Rb  (Ohm)')
ylabel('Pb  (W)')

\

oo

2 = 2 A a2 =
= e

Ugotovimo lahko, da izris ustreza nasim pri¢akovanjem, da bo torej maksimalna mo¢ na bremenu
tedaj, ko bo upornost bremena enaka upornosti Thévenina. Ugotovimo tudi, da vrednost najvecje
modi ustreza izracunani. Kako to ugotovimo z uporabo Matlaba? Z ukazom max(P) izvemo najvecjo
vrednost niza P, v katerem so shranjene vrednosti moci. Dobimo 16,68. Kaj pa vrednost upornosti
pri maksimalni moc¢i? Najprej ugotovimo indeks, pri katerem nastopa v nizu maksimalna moc¢ z
uporabo ukaza i=find(P==max(P)), nato pa z Rb(i) dobimo vrednost 14,3. Dobljena vrednost se
razlikuje od toc¢ne za 0,02, kar je za pricakovati, saj smo numericno izracunavali moci le za vrednosti
upornosti, ki se razlikujejo za 0,1 2. Namen tega pojasnjevanja je v tem, da bi vzpodbudil bralca k
uporabi in raziskovanju izjemnih zmoZnosti programa Matlab.
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Da se prepriCamo v pravilnost izracunov, lahko uberemo Se eno pot. Izhajajmo direktno iz
izraCunavanja tokov v vezju s pomocjo metode Kirchoffovih zakonov ter dolo¢imo mo¢ na uporu Rs
pri razlicnih vrednostih te (bremenske) upornosti. Preprosto, s pomocjo enacbe P, = I32R3. S
pomocjo racunalnika lahko zelo hitro dolo¢imo maksimalno mo¢, tudi ¢e formule ne poznamo. Iz ze
znane matrike:

10 0o 1 o]fnL] [-1,]
11 1 0 O0fl,| |0
0 -1 0 0 1|l]=1,
R, 0 R -R O[1I[| |U,
|0 R, R, 0 RJ[I;] |0

spreminjajmo R3; od 0 2 do 50 Q in izraCunavajmo tokove ter moc€ na uporu Rs in rezultate izrisSimo.

Dobimo (Matlab):

b=[-2;0;2;10;0] % vektor znanih vrednosti / desna stran enacbe

lI=[] % prazen vektor, potreben za shranjevanje izrac¢unanih vrednosti moci

for R3=0:0.1:50 % zanka povecuje upornosti od 0 po 0.1 do 50 Q2
A=[1,0,0,1,0;-1,1,1,0,0;0,-1,0,0,1;20,0,R3,-1,0;0,5,-R3,0,40]

I=A\b % izracun tokov za dolocen R3

11=[11,1(3)] % shranjevanje vrednosti toka I3 v vektor, ki se zaporedno polni

R3=0:0.1:50 % vektor upornosti

P=1.A2.*R3 % izracun moci
plot(R3,P) % izris

08 / ~ ~—

07h / S ]

0.6~

L L L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Slika prikazuje normirane krivulje toka, napetosti in moci na uporu Rs v Ze znanem vezju. Sami
ugotovite, katera krivulja prikazuje doloceno veli¢ino. To boste ugotovili zelo hitro, ce si zamislite
Théveninovo nadomestno vezje (Normiranje izvedemo tako, da pois¢emo najvecjo vrednost v nizu
(dolocene velicine) in delimo vse vrednosti s to vrednostjo.) Ukazi v Matlabu: U=R3.*l|;

End % konec zanke i
plot(R3,1l/max(I1),R3,P/max(P),R3,U/max(U)) i
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4. STAVEK TELLEGENA

Stavek Tellegena pravi preprosto to, da je mo¢ bremen enaka moci virov. Pri tem lahko vir deluje v
generatorskem nacinu (pozitivna moc) ali v bremenskem nacinu (negativna moc). To zapisemo kot

2.RO=>R3). (1.5)
i j
V nasem konkretnem primeru je moc generatorjev enaka
Pg =Ug(—|4) + Ig(V3 -V,)=41,6822 W,

moc na bremenih pa

P =I2R, + 2R, + IZR, + I2R, + IZR, = 41,6822 W .
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