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Spostovani Studenti!

Pred vami je skripta, ki jo lahko uporabljate za lazje spremljanje predavanj pri predmetu
Osnove elektrotehnike 1 na visokoSolskem $tudiju na Fakulteti za elektrotehniko, Univerza v
Ljubljani. Sestavljena je kot zbirka mojih priprav na predavanja.

Skripta veCinoma ne vsebuje slikovnega materiala, razen v posebnih primerih. Je pa v skripti
rezerviran dolocen prostor, kjer lahko nariSete ustrezno sliko, ki ste jo ze narisali na
predavanjih. Na ta nacin si lahko z nekoliko lastne aktivnosti pripravite literaturo, primerno za
pripravo na izpit.

Poleg »standardnega« teksta z razlagami osnovnih elektri¢nih pojavov in pojmov ter
njihovega matemati¢nega zapisa sem dodal nekaj primerov uporabe Matlaba za izracun in
vizualizacijo polja. Ve¢ primerov si lahko ogledate na moji spletni strani na http://Ibm.fe.uni-
1j.si/dejan/OE/OE.html. Predlagam, da tudi sami poskusite uporabiti Matlab ali pa kakSen
soroden program.Na spletu so na voljo tudi brezpla¢ni programi, ki tudi omogocajo zelo
kakovostno delo. Poglejte na primer moznosti programov Scilab (www.scilab.org) ali Octave
(www.gnu.org/software/octave).

Poleg analiticne obravnave smo uporabili tudi programe za numericen izracun elektricnega
polja. Ta je posebno primeren za vizualizacijo polja, je pa tudi pogost nacin pri prakticnem
delu. Uporabili smo komercialen programski paket Femlab (www.comsol.com), za Studentsko
delo pa so primerni tudi drugi nekomercialni programi (npr. Quickfield ali Maxwell SV), ki si
jih lahko ogledate na strani http://www.emclab.umr.edu/codes.html.

Pri predmetu OE1 imate moznost izdelati seminarsko nalogo. To ni obveznost, se pa uspesno
izvedena seminarska naloga upoSteva pri kon¢ni oceni (izpitu). Primeri moznih nalog so na
strani http://lbm.fe.uni-lj.si/dejan/OE/OE.html, lahko pa predlagate tudi svojo.

Na spletni strani http://torina.fe.uni-1j.si/~oe/ se nahaja osnovna stran predmetov OE1 in OE2,
kjer najdete tudi povezave na zbirko reSenih izpitnih in kolokvijskih nalog, ki so izdatno

opremljene z reSitvami. To je gradivo, ki vam ga toplo priporo¢am kot Studijsko gradivo.

Poleg te skripte obstaja veliko knjiznega gradiva, ki je primeren kot $tudijsko gradivo.Krajsi
spisek je na strani http://Ibm.fe.uni-lj.si/dejan/OFE/literatura OE2.htm.

Dejan Krizaj, 2006
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TRIGONOMETRIC FORMULAS

MATH 126: CALCULUS II

BAsiCc IDENTITIES

The functions cos(f) and sin(f) are defined to be the x and y coordinates of the point at an angle of
on the unit circle. Therefore, sin(—0) = —sin(f), cos(—6) = cos(f), and sin?(#) + cos?(§) = 1. The other
trigonometric functions are defined in terms of sine and cosine:

tan(f) = sin(@)/ cos(6) cot(d) = cos(f)/sin(f) =1/ tan(0)
sec(f) = 1/cos(6) csc(f) = 1/sin(6)

Dividing sin?(#) + cos?(#) = 1 by cos?(f) or sin®(6) gives tan?(6) + 1 = sec?(f) and 1 + cot?(8) = csc?(6).
ADDITION FORMULAS

The following two addition formulas are fundamental:

sin(A+ B) = sin(A4)cos(B) + cos(A) sin(B)

cos(A+ B) = cos(A)cos(B) —sin(A)sin(B)
They can be used to prove simple identities like sin(mw/2 — 0) = sin(7w/2) cos(6) + cos(7/2) sin(f) = cos(f), or
cos(x — m) = cos(z) cos(m) — sin(z) sin(7) = —cos(z). If we set A = B in the addition formulas we get the

double-angle formulas:
sin(2A) = 2sin(A) cos(A4) cos(2A4) = cos?(A) — sin?(A)
The formula for cos(24) is often rewritten by replacing cos?(A) with 1 — sin® (A) or replacing sin® (A) with
1 —cos?(A) to get
cos(24) = 1 — 2sin?(A) cos(24) = 2cos?(A) — 1
Solving for sin®(A) and cos?(A) yields identities important for integration:
1 1
sin?(A) = 5(1 — cos(24)) cos?(A) = 5(1 + cos(24))

The addition formulas can also be combined to give other formulas important for integration:

sinAsinB = 1[cos(4 — B) — cos(A + B)]
cosAcosB = i[cos(A— B) + cos(A + B)]
sinAcosB = 1i[sin(A — B) +sin(A + B)]

DERIVATIVES AND INTEGRALS

sin’(z) = cos(x) sec/(z) = sec(z)tan(x)

cos’'(x) = —sin(z) esc’(z) = —csc(x)cot(x)

tan’(r) = sec?(x) cot'(x) = —csc?(w)
[sin(z)dz = —cos(z)+C [sec(z)dz = In|sec(z)+ tan(z)| + C
Jcos(z)dx = sin(z)+C Jese(z)de = —In]esc(x) + cot(z)|+ C

Jtan(z)dz = In|sec(z)|+C Jeot(z)de = —In|ese(z)|+C

Date: Fall 2004.
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VIR: http://www.nd.edu/~nancy/Math126/Info/TrigFormulas.pdf


Trig Functions

Definitions

sinf = cosf = tanf =

WA Qlw

=l Qe
s Ew vl

cscl = secf = cotf =

Radians

For use in calculus, angles are best measured in units called radians. By definition, an arc of length 6
on a circle of radius one subtends an angle of # radians at the center of the circle. Because the circumference

of a circle of radius one is 27, we have

. 9 27 radians = 360° 7 radians = 180° 7 radians = 90°
A

s s s

7 radians = 60° 7 radians =45° & radians = 30°

4

Special Triangles

1
Ja []
1
From the triangles above, we have
0 sinf | cos@ | tanf | csch | secf | cotf
0° =0 rad 0 1 0 1
o_ w 1 V3 1 2
o_ m 1 1
°=Frad | 5 | 5 1 V2 | V2 1
o__ T \/5 1 2 1
90° = 3 rad 1 0 1 0
180° = 7 rad 0 -1 0 -1

The empty boxes mean that the trig function is undefined (i.e. £o0) for that angle.


VV VV
VIR:
http://www.math.ubc.ca/~feldman/m101/trigFn.pdf


Trig Identities — Elementary

The following identities are all immediate consequences of the definitions at the top of the previous

page
_ 1 _ 1 __ siné _ 1 _ coséb
csct = sin 0 sect = cos 6 tan = cos 0 cotf = tan€ ~—  sin6
Because 27 radians is 360°, the angles 8 and 6 + 27 are really the same, so
sin(f + 27) = sin @ cos(f + 2m) = cos b
The following trig identities are consequences of the figure to their right. (cos 6, sin )
) ) ¢=1 A=sinb
sin“ 0+ cos“ 0 =1
0 []
sin(—6) = — sin(0) cos(—0) = cos(0) 0 B=dos6
(cosf, —sin )
The following trig identities are consequences of the figure to their left.
sin(%—@) = cosf cos(%—@) =sinf

cosf

Trig Identities — Addition Formulae

The following trig identities are derived in the handout entitled “Trig Identities — Cosine law and

Addition Formulae”

sin(x + y) = sinx cosy + cosx siny
sin(z — y) = sinzcosy — coszsiny
cos(z +y) = cosx cosy — sinzsiny
cos(x —y) = cosx cosy + sinzsiny

Setting y = = gives
sin(2z) = 2sinz cosx

cos(2x) = cos’ z — sin’ z

=2cosz—1 since sin’z =1 — cos® z

=1-2sin’z since cos’z =1 —sin’x

Solving cos(2x) = 2cos? z — 1 for cos? z and cos(2x) = 1 — 2sin’® x for sin? x gives

2 1+ 2
COS™ T = 7C028( x)

-2 — 2.
COS( :C)



Dodatne vsebine pri predmetu Osnove elektrotehnike 1:

Osebnosti:

B. Franklin

Coulomb

Gauss

Galvani in Volta, zZivalska elektrika
Ohm

Modeliranje:

Prikaz Jacoba — testi, link na http://jacob.fe.uni-lj.si

Simulacije s Femlabom, sproti in link na http://Ibm.fe.uni-lj.si/dejan/OE.OE.html
Matlab izracuni in link na http://Ibm.fe.uni-lj.si/dejan/OE.OE.html

Simulacije na internetu (ve¢ internetnih strani)

Fizleti, virtualni eksperimenti z appleti

Zgodovina:

Leidenska flasa zgodovina , nadaljevanje
Whimhurstova masina

Van den Graffov generator

Voltina kaskada

Millikenov poskus

Thompsonov poskus

Delovanje:
Kondenzatorji: zgodovina, tipi kondenzatorjev, uporaba, nadomestno vezje, ... PPT
Upori: zgodovina, tipi uporov, uporaba, ... PPT

Aplikacije: elektrostati¢no ¢iScenje plinov, elektrostatino naprSevanje, xerox fotokopiranje,
katodna cev, elektroforeza in dielektroforeza, elektrostaticni generatorji, elektrostati¢ni ionski
pospesevalniki, elektrostaticni generatorji ionov (stanovanje), fleksibilni e-papir

Uporaba v: senzorji pospeska, piezoelektri¢ni senzorji in dajalniki, ....

Narava: zemlja kot elektrostati¢ni sfericni kondenzator, elektrika strele, clovek v elektricnem
polju, bioloska celica in elektrika (generator, spremenljiv upor, elektroporacija)

Elektrostatika pri nas (industrija in raziskave):

merjenje elektri¢nih polj (ZVD)

prebojna trdnost v zraku (ELES, Vidmar), dielektrikih (ISKRA), polprevodnikih

ESD: elektrostaticna razelektritev v elektroniki (preboji) in industriji (nevarnosti samovziga)
Nacrtovanje in merjenje ozemljitev

dokument je Se v delu



Osnove elektrotehnike 1, VSS

Osnovna izpitna vprasanja za ustni izpit (Krizaj)

1. Enosmerna vezja

1. Kirchoffova zakona: enacbi, katere lastnosti polja popisujeta, razlaga, uporaba.
2. Vezave Ohmskih uporov, nadomestna upornost: izpeljava, primeri.
3. Viri elektricnega toka: definicija, idealni, realni, UI karakteristika realnega vira, delovna

tocka.

4. Mog¢: izraCun iz napetosti, toka, upornosti, izracun dela iz moci, mo¢ na bremenu

priklju¢enem na realni vir, izkoristek, maksimalna mo¢ na bremenu.

5. Merilni inStrumenti: notranja upornost, razsiritev merilnega obmocja.
6. Analiza vezij: graf, drevo, veja, spojisce, ... .
7. Neposredna uporaba Kirchhoffovih zakonov pri analizi elektri¢nih vezij: definicija, graf,

drevo, veja, spojisce, neodvisne enacbe, matricni zapis, primer.

cev v

9. Metoda zan¢nih tokov pri analizi elektri¢nih vezij.
10. Metoda superpozicije.

11.

Theveninov teorem ali teorem nadomestnega napetostnega vira: definicija, razlaga,
primer.

12. Nortonov teorem ali teorem nadomestnega tokovnega vira: definicija, razlaga, primer.

13.

Tellegenov teorem.

2. Elektrostati¢no polje

—

[98)

W

Zakon o ohranitvi naboja.

Tok kot ¢asovna sprememba koli¢ine naboja (kontinuitetna enacba)

Povezava med tokom in nabojem ( izrac¢un toka pri znani Casovni spremembi mnozine
naboja in izra¢un mnozine naboja pri znani ¢asovni spremembi toka)

Sila na tockaste naboje — Coulombov zakon: velikost sile, smer, dielektricnost vakuuma,
odbojna in privlacna sila.

Elektri¢na poljska jakost: definicija, izpopolnjena definicija z limito, superpozicija.
Porazdelitve nabojev: linijska ali vzdolZna, povrSinska, volumska. povezava med nabojem
in gostoto naboja.

Elektri¢na poljska jakost porazdeljenih nabojev.: izraz in princip uporabe.

Enacbe za polje v okolici toCkastega naboja, naelektrene premice (preme elektrine),
naelektrene daljice, v srediS¢u naelektrenega obroca, v osi naelektrenega obroca,
naelektrene ravnine.

Gaussov zakon: razlaga in primeri. Izvornost elektricnega polja.

. Delo in energija elektrostatinega polja: definicija za izracun dela iz sile, pomen

skalarnega produkta pri izracunu, delo elektri¢ne sile in delo zunanje sile, delo po
zakljuceni poti, delo pri prenosu naboja do neskon¢nosti, povezava med delom in
potencialno energijo.



11.

12.

13.

14.

15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.

26.

27.

28.

Potencial: definicija in primer izracuna, potencial sistema tockastih nabojev, potencial v
okolici porazdeljenih nabojev, potencial kot skalarno polje, ekvipotencialne ravnine.
Elektricna napetost: definicija, povezava med napetostjo in potencialom. Potencialnost
polja (Kirchoffov zakon).

Osnovni primeri izracuna potenciala, napetosti, polja in kapacitivnosti za: plos¢ni, valjni
(koaksialni) in sferi¢ni kondenzator.

Prevodnik v elektri¢ne polju: polje znotraj prevodnika, potencial na povrSini prevodnika,
elektrostati¢na indukcija, polje v votlini prevodnika, Faradayeva kletka, okovinjenje
ekvipotencialk, elektri¢no polje na povrsini prevodnika.

Zveza med poljem in potencialom: povezava v »obe smeri«. Primer izracuna polja iz
znane porazdelitve potenciala.

Gibanje nabojev v elektricnem polju: sila, pospesek, hitrost, energija, smer leta, kineti¢na
in potencialna energija)z.

Elektri¢ni dipol: dipolni moment, dipol v homogenem in nehomogenem polju, potencial
in polje v okolici dipola, navor na elektri¢ni dipol.

Okovinjenje ekvipotencialnih ravnin: primer dveh premih nabojev, dva naelektrena valja
z in brez upoStevanja ekscentri¢nosti.

Metoda zrcaljenja: zrcaljenje razli¢nih naelektrenih teles, izracun polja na zemlji, sistem
daljnovodnih vrvi, zrcaljenje tockastega naboja na ozemljeni kovinski krogli.
Kapacitivnost: definicija, izrazi za kapacitivnost osnovnih struktur. Zaporedna in
vzporedna vezava kondenzatorjev.

Kondenzatorska vezja: princip raCunanja.

Dielektrik v elektricnem polju: razlaga spremembe kapacitivnosti pri vloZzitvi
dielektri¢nega listica pri konstantni napetosti med ploS¢ama ali pri konstantnem naboju na
plos¢ama kondenzatorja.

Vektor polarizacije, povrSinska gostota polariziranega naboja, povezava med E in P,
elektri¢na susceptibilnost.

Gostota elektricnega pretoka: definicija, povezava med D, E in P, povezava med D in E.
Modificiran Gaussov zakon.

Mejni pogoji: z upoStevanjem in brez upostevanja prostega povrSinskega naboja, »lomni
zakon«.

Energija: energija posameznega naboja pri preletu naboja v polju, energija sistema
nabojev, povezava med delom in energijo sistema, energija v polju kondenzatorja, gostota
energije in povezava med silo in energijo.

Vir napetosti: elektrostati¢no polje in generatorska sila.

3. Casovno konstantno tokovno polje

1. Gostota toka.
2. Definicija ¢asovno konstantnega polja.
3. 1. in 2. Kirchoffov zakon iz integralskih enacb

AN

Konduktivni in konvektivni tok.

Ohmov zakon v diferencialni obliki

Specificna prevodnost in upornost, upornost pri homogeni gostoti v prevodniku,
temperaturna odvisnost specifi¢ne upornosti.



7. Joulov zakon.
8. Mejni pogoji v tokovnem polju
9. Dualnost tokovnega in elektrostati¢nega polja: primer uporabe.
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. METODA ZRCALJENJA
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. KONDENZATOR

. ENERGIJA

. VIR NAPETOSTI

. CASOVNO KONSTANTNO TOKOVNO POLJE



Uvod(1).doc 23/10/2006

1. Uved

Predmet Osnove elektrotehnike razdelimo v dva: Oel in OE2. V OEI obravnavamo osnove
elektricnega polja v stacionarnem stanju ter enosmerna elektri¢na vezja....

Stacionarno stanje. Kaj je to stacionarno stanje? To je stanje, ko je sistem v ravnovesju, ko
ni ve¢ &asovnih sprememb sistema. Ce bi na primer pogledali napetost na kondenzatorju, bi ta
morala biti ves ¢as nespremenjena - konstantna — stacionarna. V nasprotnem primeru
govorimo pogosto o prehodnem pojavu, stanju, ko se na primer napetost na kondenzatorju
c¢asovno spreminja.

Zakaj najprej obravnavamo razmere v stacionarnem stanju? V resnici je vedno potreben nek
prehoden pojav, da pridemo do takega stanja. Na primer, ¢e Zelimo na kondenzatorju imeti
doloc¢eno napetost, ga moramo predhodno naelektriti, to pa je Ze prehoden pojav. Razlog je v
tem, da je obravnava dogajanja enostavnejsa, ¢e upoStevamo le stacionarno stanje.

In zakaj obravnavamo najprej le enosmerna in Sele kasneje tudi izmeni¢na vezja? Tudi tu je
dogovor enak: analiza dogajanja v enosmernih vezjih je bolj preprosta kot v izmeni¢nih.

Nase spoznavanje elektrike temelji torej na postopnosti. Od bolj preprostih konceptov do bolj
zahtevnih. V tem smislu bomo celo zaceli z obravnavo elektri¢nih vezij namesto, da bi zaceli
z obravnavo elektri¢nega polja. Razlog je zopet v tem, da je za obravnavo elektri¢nega polja
potrebno razumevanje integralnega in infinitezimalnega racuna (integralov in odvodov), za
kar potrebujemo nekoliko matemati¢nega predznanja.

Osnovni koncepti — naboj, napetost, tok, upornost. V tem smislu bomo kar takoj zaceli
govoriti o konceptih kot so naboj, napetost, tok in upornost. To so koncepti, ki so vam sicer ze
znani, ki pa so v smislu eksaktne definicije manj preprosti, kot bi morda pricakovali. Na
primer napetost, ki je definirana kot delo, ki ga opravijo elektri¢ne sile pri premiku naboja 1
C od enega do drugega mesta. V primeru kondenzatorja (ali baterije) sta ti dve mesti ravno
zunanji prikljuéni sponki.

Atomi. Zavedati se torej moramo, da so elektri¢ni pojavi vezani na lastnost nase narave, ki je
sestavljena iz atomov, ti pa iz jedra iz protonov, neutronov in oblaka elektronov. Elektroni in
protoni imajo lastnost, ki ji re€emo naboj. Prvi imajo pozitivni naboj, drugi pa negativnega.
To je seveda nas (¢loveski) koncept, ki ga je prvi vpeljal Benjamin Franklin, ki je ene naboje
poimenoval pozitivne, druge pa negativne. Cisto lahko bi se lahko Franklin odlo¢il tudi za
obratno pojmovanje.

Prevodniki. Dokler ima atom enako Stevilo pozitivnih in negativnih nabojev je nevtralen.
Atomi so obi¢ajno vezani med seboj in tvorijo zelo razli¢ne tvorbe. V kovinah imamo
zdruzbo atomov, ki obi¢ajno tvorijo mocne vezi, obenem pa so te vezi take, da so doloceni
elektroni zelo $ibko vezani na jedro in se z lahkoto gibljejo po materialu. Re¢emo, da so dobri
prevodniki. Pri obravnavi vezij se dobro zavedati, da so sicer nosilci elektricnega toka naboji,
tako pozitivni kot negativni, da pa v kovinah (obi¢ajno baker), iz katerih so obi¢ajno zgrajene
povezave med elementi vezja prevajajo le elektroni.

1/10
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Enota za naboj. Omenili smo ze 1 C(oulomb). NajmanjSa vrednost naboja je naboj elektrona,
ki je priblizno 1,6e-19 C in ker je ta naboj negativen, moramo upostevati Se negativen
predznak. 1 C je torej mnogo elektronov. Koliko? 1/1,6-10™ =6,25-10".

Elektri¢ni tok. Nosilci elektricnega toka so torej elektri¢ni naboji, recemo jim lahko tudi
elektrine. Ce ti mirujejo elektri¢nega toka ni. Tako kot ni vodnega toka, &e je vodni jez
zajezen. Ce pa jez odpremo, da lahko voda stede po strugi ali po cevi na lopatice turbine, pa
seveda govorimo o vodnem toku. Tako je tudi pri elektriki. Ce nabojem omogo&imo, da se
»pretakajo« iz enega mesta na drugo, lahko govorimo o elektriénem toku. Ce je sprememba
koli¢ine naboja v enoti ¢asa vecja, to pomeni vecji tok. Matemati¢no lahko spremembo v ¢asu

zapiSemo z operacijo (operatorjem) odvodajanja % . Elektri¢ni tok torej lahko definiramo kot

. y i . d
odvod naboja po Casu, kar zapiSemo kot i = d_Q .
t
Primer: Naboj na pozitivni sponki kondenzatorja je konstanten. KolikSen je elektri¢ni
tok? Matematicno lahko zapiSemo, da je Casovno konstantna koli¢ina naboja na

pozitivni sponki enaka Q(f) = Q, . Iz osnov matematike vemo, da je odvod konstante

enak nic, torej bo ta tok seveda enak ni¢. Kaj pa ¢e recimo na 12 V akumulator
priklju¢imo zarnico in se naboj na pozitivni sponki akumulatorja manjsa linearno, v 10

sekundah za 12 C? Matemati¢no to zapiSemo kot Q(¢) =Q, —%t . V tem primeru
S

skozi breme (zarnico) tece elektri¢ni tok, ki je i = ci:_? = —% =—-12C/s . Ker vemo,
]
da je enota za tok A(mpere), je rezultat torej — 12 A. Obenem vidimo, da veljal C =1
A.s. Kaj pomeni negativni predznak toka? To, da s pozitivne sponke odtekajo
pozitivni naboji s hitrostjo oziroma bolje s tokom 12 A. Kaksna pa je v resnici slika
gibanja naboja? Ker smo Ze ugotovili, da po prevodniku prevajajo elektroni, pomeni,
da gre v resnici za prenos elektronov preko zarnice v smeri pozitivne sponke, kjer smo
imeli prej visek pozitivnih nabojev oziroma pomanjkanje negativnih.

Zakaj bi elektroni sploh potovali od ene sponke proti drugi? Odgovor na to vprasanje ni ravno
preprosto. Prav gotovo bo v prvem hipu prislo do prehodnega pojava, saj smo ob dolo¢enem
trenutku priklopili na akumulator breme (Zarnico). Pred tem je bil tok skozi Zarnico enak nic,
potem pa ne ve¢. Nekako smo morali priti do toka 12 A. V resnici je prislo do zelo hitrega
prehodnega pojava. Ob prikljucitvi avtomobilskega akumulatorja na drugega je to obicajno
zelo dobro vidno — kot iskra ali celo iskrenje. Da bi bolj podrobno razumeli ta pojav, moramo
poznati lastnosti prostora v katerem delujejo elektricne sile, to pa je Ze poglavje, za katerega
smo rekli, da si ga bomo prihranili za kasneje. In ¢e smo odkriti, na marsikatero vprasanje tudi
s poznavanjem osnovnih konceptov elektrike ne moremo do potankosti pojasniti.

Elektri¢na napetost. Na eni od sponk nasega akumulatorja imamo pozitivni naboj, na drugi
pa negativni. Re¢emo lahko, da je na§ akumulator nabit ali bolje naelektren, med sponkama
akumulatorja pa je doloCena napetost. Napetost nam torej na nek nacin govori o naelektrenosti
v prostoru. Oziroma, o energiji, ki smo jo vlozili (ali se je vlozila) v elektrenje. Ta napetost Se
ni¢ ne pove o tem, kolikSno zalogo nabojev imamo na nasih dveh sponkah, pac pa le o tem,
koliko energije na enoto naboja smo vlozili v to, da smo lo¢ili naboje (Ce pri tem nismo imeli
drugih izgub (npr. toplotnih)). Zveza med nabojem, ki ga lo¢ujemo in napetostjo je pogosto
linearna, kar lahko zapiSemo kot Q = C-U . Konstanta C ni ni¢ drugega, kot prav gotovo ze
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sliSan pojem kapacitivnost. Toda, kot smo Ze dejali, v prvem delu predmeta se bomo ukvarjali
z elementi enosmernih elektri¢nih vezij. Enota za napetost je V(olt).

Upor, upornost, prevodnost, Ohmov zakon. Bremena, ki jih bomo upostevali pri analizi
enosmernih vezjih bomo oznacili kot upore, za katere velja preprosta zveza med tokom in
napetostjo

U=R-1

oziroma z besedami: napetost na uporu je sorazmerna toku skozi upor, faktor sorazmernosti
imenujemo upornost. Enota za upornost je 1 2 (Ohm). Ta »zakon« pogosto imenujemo tudi
Ohmov zakon, kar pa moramo upostevati z zadrzkom. Zvezo med napetostjo in tokom na
dolo¢enem elementu vedno lahko poiS¢emo, ni pa vedno linearna. V elektrotehniki pogosto
uporabljamo elemente kot so diode in tranzistorji. Pri teh ravno izkoris¢amo njihove
nelinearne lastnosti med tokom in napetostjo za usmerjanje, ojacanje, ipd. Ohmov zakon v
smislu linearne zveze med tokom in napetostjo je omejen na tiste elemente, kjer pac Ve]ﬁ
linearnost— to pa so linearni upori, ki jith bomo uporabljali pri analizi enosmernih vezij.

Analogno izrazu upornost lahko uporabimo tudi izraz prevodnost. Velja G=1/R. Enota za
prevodnost je S(iemens). »Ohmov« zakon bi tako lahko pisali tudi
U=1/G-1I alipogostokot I =G-U .

SLIKA: Simbol za upor, linearna zveza med tokom in napetostjo

Idealni tokovni in napetostni vir. S prerazporeditvijo nabojev realiziramo elektri¢ne vire.
Loc¢imo dva vira tipa virov: napetostne vire in tokovne vire. Idealni napetostni vir je tak, ki
zagotavlja na svojih sponkah konstantno napetost neodvisno od obremenitve. To je napetost
odprtih sponk, vc€asih ji reCemo tudi napetost prostega teka.

SLIKA: Simbol za idealni napetostni vir, napetost odprtih sponk in karakteristika vira.

Idealni tokovni vir pa je tak, ki na svojih zunanjih sponkah zagotavlja tok, ki je neodvisen od
prikljucitve bremena. V primeru, da sponke takega vira kar kratko sklenemo, bo tekel tok
kratkega stika, kar predstavlja tudi nazivni tok tega vira. Verjetno ni potrebno posebno
poudariti, da taka prikljucitev obic¢ajno ni ravno zazelena.

" Omejenost Ohmovega zakona ne sme zmanjsati njegovega zgodovinskega in prakti¢nega pomena. Kar se tice
zgodovine elektrike se je potrebno zavedati, da so bili sprva pojmi kot so naboj, tok in napetost Se popolnoma
nejasni in so razli¢ni raziskovalci preizkusali razliéne pojme. Ohm je na tem podrocju razjasnil razlike med
napetostjo in tokom. Poleg tega seveda zvezo med tokom in napetostjo v elektrotehniki zelo pogosto
uporabljamo in je za enostavne upore pogosto upravicena linearna zveza.
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SLIKA: Simbol za idealni tokovni vir, tok kratkega stika in karakteristika vira.

Oznacevanje smeri tokov in napetosti. Tako napetost kot tok imata smer. Na viru oznac¢imo
smer napetosti od sponke plus proti sponki minus, na bremenu pa lahko smer toka ali
napetosti dolo¢imo poljubno. Ne pa tudi obeh. Smer toka na bremenu doloca tudi smer
napetosti in obratno.

SLIKA: Oznacevanje smeri tokov in napetosti na virih in bremenu.

1. Kirchoffov zakon. Oglejmo si najprej primer na vodnem toku iz vodnega zbiralnika. Ta
tok preusmerimo v dve strugi, en del toka pa e pronica v tla. Ce sestejemo vse odtekajoce
toke morajo biti ti seveda enaki pritekajocemu. Enako velja za elektri¢ni tok. Vsota
odtekajocih tokov v neko spojisce (razvejisce) mora biti enaka vsoti vseh pritekajocih tokov.
Glede na to, da oznacujemo smer toka s pozitivnim ali negativnim predznakom, v smislu 1.
Kirchoffovega zakona to pogosto zapisemo kot

N
> 1,=0
i=1

oziroma z besedami: vsota vseh (N) tokov v spojisce je enaka ni¢. Dogovoriti se moramo le Se
kdaj je tok pozitiven. Kot pozitiven tok lahko oznacimo tistega, ki priteka v ali odteka iz
spojisca. Vazno je le, da smo pri obravnavi konsistentni.

Primer: V spojis¢e so povezani Stirje vodniki. Po prvem priteka tok 4 A, po drugem
odteka tok 2 A in v tretjem priteka tok 1A. Dolo¢imo tok v Cetrtem vodniku.

SLIKA: Vsota tokov v spoji§¢e mora biti enaka ni¢: 1 KZ.

2. Kirchoffov zakon. Vzemimo na$§ akumulator in ga priklju¢imo na dve brementi, ki sta
zaporedno vezani. Kako se razporedijo napetosti med bremenoma? Najprej lahko ugotovimo,
da se v skladu z »Ohmovim zakonom« porazdeli padec napetosti na dva padca napetosti in to
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v skladu (sorazmerju) z njunimi upornostmi: U, =R/ in U, = R,I, vsota teh dveh napetosti
pa je prikljudena napetost: U =U, +U, . Lahko pa pisemo tudi kot U —~U, -U, =0. Ce si to
ogledamo na sliki, ugotovimo, da smo zapisali, da je vsota vseh napetosti v zanki enaka nic,
pri ¢emer je seveda potrebno upoStevati smeri padcev napetosti. To pa velja tudi sploSno,

neodvisno od $tevila virov in bremen v zanki. Temu pravilu pravimo 2. Kirchoffov zakon in
ga v sploSnem (za M elementov vezja v zanki) zapiSemo kot

M
>U,=0.
i=1

SLIKA: Idealni napetostni generator in vzporedno vezani dve bremeni. Po 1.
Kirchoffovem zakonu mora veljati, da je vsota vseh padcev napetosti v zanki enaka nic.

Analiza vezij. UpoStevaje obeh Kirchoffovih zakonov in zveze med napetostjo in tokom
(Ohmovim zakonom) lahko analiziramo poljubno enosmerno vezje. Potrebno je pa¢ zapisati
zadostno Stevilo enacb za neznane toke v vejah vezja in resiti linearni sistem enacb. V
kratkem si bomo podrobneje ogledali metode za reSevanje (analizo) vezij, ki nam omogocajo
sistematicen pristop k reSevanju.

Primer: Dolo¢imo napetost na drugem uporu prej$njega primera.
Resitev: UpoStevamo Ze zapisane enacbe U -U,-U,=0,U,=RI in U,=R,] in
dobimo
U R, o . .
ter U,=IR,=—R, =U . Dobili smo resitev, ki je v
R, R +R, R +R,
elektrotehniki zelo pogosto uporabljena. Napetost moramo pogosto zmanjSati oziroma
»deliti« . Takemu preprostemu nacinu reCemo delilnik napetosti, enacbo pa si velja
RZ
R+R,

I =

R+

vtisniti v spomin. Ponovimo kon¢ni rezultat: U, =U

Ub/V

I I I I I I L I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
R2/ Ohm
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SLIKA: Sprememba napetosti na bremenu v odvisnosti od upora R2.

Podobno je pogosta uporaba tokovnega delilnika, ko se ena veja razcepi v dve. Vzemimo
torej ponovno na§ akumulator in ga povezimo z dvema uporoma, ki pa sta vezana vzporedno.
Sedaj nas zanima tok skozi upor R,: Velja: /=1 +1,,kjersta I, =U/Rin I,=U/R,.

Dobimo I =U/R +U/R,=U(1/R +1/R,) _yBtR Napetost je torej U:[ﬁ, tok
R -R, TR,
. R-R, 1 R,
skoziuporRypa I, =U/R, =] ————=1 . Konc¢ni rezultat je podoben (vendar

R +R, R R +R,
ne enak) kot pri napetostnem delilniku. Zaradi pogoste uporabe si ga tudi velja zapomniti.
Rl
R+R,

Zato ga ponovimo: [, =1

Zaporedna vezava uporov. Pogosto upore nizamo zaporedno. Ce so prikljuceni na vir

N
napetosti, se napetost porazdeli na posamezne upore: U =U, +U, +....+U,, = ZU .. Ker pa
i=1

N
skozi vse tece skupen tok, velja U = IR, + IR, +...+ IR, =I(R +R,+.+R,)=1Y R =IR,,

i=1

Nadomestna upornost zaporedno vezanih uporov je seStevek posameznih upornosti:

N
=>'R.
i=1

SLIKA: Zaporedna vezava uporov.

Primer: Dolo¢imo nadomestno upornost zaporedne vezave uporov 30 €, 100 Q in 1
kQ.
Resitev: Rpag = 1130 Q.

Vzporedna vezava uporov. Upore lahko vezemo tudi vzporedno. To je potrebno tedaj, ko
zelimo tok razdeliti v ve€ vej. Skupni tok je torej /=1, +1,+..+1, . Ce so vzporedno vezani

upori prikljuceni na vir, je na vseh uporih skupna napetost. Dobimo

1= v +£ +. +i =U) —= v . Vzporedno vezane upore lahko torej nadomestimo z

R R, R, <R

i nad

1 L . . .
nadomestno upornostjo, za katero velja — = ZE Ce to izrazimo s prevodnostmi dobimo

nad =
N
G..= z G, . Pri vzporedni vezavi uporov tvorimo torej nadomestno upornost s seStevanjem
i=1
njihovih prevodnosti, pri zaporednih pa upornosti.
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SLIKA: Vzporedno vezane upornosti.

Primer: Dolo¢imo nadomestno upornost vzporedne vezave uporov 30 Q, 100 Q in 1
kQ.
Resitev: Gy = 1/30 S+ 1/100 S +1/1000 S = 0,044 S, kar ustreza Rp,q = 22,556 Q.

Vzporedna in zaporedna vezava virov. Enako kot upore, lahko zaporedno vezemo tudi
napetostne vire in s tem dosezemo vi§jo skupno napetost na zunanjih sponkah. To je tudi
obicajno pri mnogo elektronskih aparatov, kjer je na primer za delovanje naprave pri 6 V
potrebno vezati zaporedno S§tiri 1,5 V baterije.

Podobno lahko z vzporedno vezavo tokovnih virov doseZzemo vir z ve¢jim nazivnim tokom.

Realni napetostni vir. Govorili smo Ze o idealnem napetostnem viru, za katerega smo rekli,
da ima napetost na zunanjih sponkah konstantno in neodvisno od priklju¢enega bremena.
Takih virov seveda ni, ¢e na slab napetostni vir priklju¢imo preveliko breme (v resnici je to
breme z majhno notranjo upornostjo), se na zunanjih sponkah vira napetost »sesede«. Vsak
vir ima namre¢ doloCeno notranjo upornost in ob prikljucitvi vira na breme stece tok, ki
povzroci padec napetosti na bremenu, pa tudi na notranji upornosti vira. Kar tudi pomeni, da
na zunanjih sponkah vira nimamo ve¢ napetosti odprtih sponk pa¢ pa neko manjSo napetost,
ki je zmanjSana za padec napetosti na notranji upornosti vira. Poglejmo si razmere
matemati¢no in grafi¢no:

SLIKA: realni napetostni vir.

Realni napetostni vir ponazorimo z zaporedno vezavo idealnega napetostnega vira in upora.
Ce na prikljuénih sponkah ni prikljuéeno breme, je seveda tok enak ni¢ in padca napetosti na
upornosti vira ni. Napetost na priklju¢nih sponkah je enaka napetosti odprtih sponk:
u=U,=U,. Ce pa priklju¢imo breme, se napetost na prikljuénih sponkah zmanjsa za padec

napetosti na notranji upornosti generatorja: U =U, — IR, . To enacbo lahko prikazemo tudi

grafi€no in ji re€emo karakteristika vira. Na X osi (abscisi) oznac¢imo napetost, na Y osi
(ordinati) pa tok. Enacba predstavlja enacbo premice, ki jo najlazje dolo¢imo v tockah, kjer
premica seka X in Y os. Ko je tok enak ni¢, je U =U, =U , to je stanje odprtih sponk. Ko
pa je napetost enaka ni¢, je I =U, /R, . To pa je stanje kratkega stika. Skozi ti dve tocki

mora potekati premica, ki ji reCemo karakteristika realnega vira.
Samo karakteristika vira Se ne zadostuje za dolocitev napetosti na bremenu. Potrebujemo Se
karakteristiko bremena. Ta je preprosta, saj ko na priklju¢ne sponke priklju¢imo breme, je na
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bremenu napetost U in velja: U = R, . Ce nariSemo $e to enacbo v diagram, tudi ta

predstavlja enacbo premice. Ena tocka je v koordinatnem izhodi$¢u, drugo pa dolo¢imo tako,
da za dolo¢eno izbrano vrednost toka (napetosti) izraCcunamo vrednost napetosti (toka) in
vriSemo Se drugo tocko ter potegnemo premico. Naklon premice predstavlja upornost. Velik
naklon predstavlja veliko upornost, majhen pa majhno.

Premici imata presecisce, ki ga imenujemo delovna tocka. To je namre¢ tocka, ki ponazarja
»delovno« stanje vezja. Od¢itamo lahko tok in napetost delovne tocke. To je tok, ki tece skozi
breme, napetost pa je napetost na bremenu. Ta nacin dolo€anja delovne tocke imenujemo
graficni nacin.

Doloc¢imo delovno tocko Se matemati¢no. Gre preprosto za to, da zdruzimo enacbi bremena in

U
vira, dobimo R,/ =U, —IR,. Tok v vezju bo torej [ = R—g , napetost na bremenu pa
+
g b

U= ﬁRb . To sta tudi tok in napetost delovni tocki, ki jih od¢itamo tudi grafi¢no.
+

g b
Primer: Na 9 V baterijo z notranjo upornostjo 1 Q priklju¢imo breme z upornostjo 5

Q. Dolocite napetost in tok na bremenu graficno in analiti¢no.

U
Resitev: [ = E__ = oV
R,+R, 1Q+5Q

=L5SA,U=1L5A-5Q=75V.

Nelinearno breme. Grafi¢ni nacin je posebno primeren tedaj, ko je breme nelinearno. Ko je
napetost na sponkah bremena neka nelinearna funkcija toka skozi breme. Na primer U = kI”.
Tak primer je na primer dioda, element, ki ima nizko upornost pri pozitivnih in zelo visoko
pri negativnih napetostih (ali obratno, odvisno od prikljucitve). Pri diodi je v prevodni smeri
tok eksponentno odvisen od napetosti: = 1,¢*”, v zaporni smeri pa je tok majhen, do

dolocene napetosti, kjer pride do preboja. Ob preboju tok skozi diodo mocno naraste in lahko
pride do trajne poskodbe ali unicenja elementa. Delovno toc¢ko dolo¢imo grafi¢no, tako, da
dolo¢imo tocko preseka nelinearne karakteristike bremena in linearne karakteristike realnega
vira.

o P
'IC = a\"l:jx'!lu
e 50
40+ 0
— N let
NE VieE
30

ollector current (ma)
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L=
[m=]
1

T I 1 I ] |.-".;-\.—
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SLIKA: Primer dolo¢anja delovne to¢ke pri tranzistorski vezavi. Nelinearne so
karakteristike tranzistorja, ki so prikazane za razli¢ne vrednosti baznega toka. (samo
informativno)

Realni tokovni vir. Je sestavljen iz idealnega tokovnega vira in vzporedno vezane upornosti.
Na zunanjih sponkah je napetost enaka U = R, I, ¢e ni priklju¢enega bremena. Ce je breme

prikljuceno, se tok bremena zmanjsa za tok skozi upornost vira: / =7, -U/R, . Ta enacba

predstavlja karakteristiko realnega tokovnega vira, ki jo prav tako lahko grafi¢no prikazemo.
Pri kratkem stiku je napetost na bremenu enaka nic, tok pa je kar tok idealnega vira in ga
imenujemo tudi tok kratkega stika: /(U =0) =1, =1, pri odprtih sponkah pa je tok enak nic,

napetostpa U =1, R, . Ce karakteristiko narisemo kot U-I diagram, dobimo zopet premico. V

preseciscu s karakteristiko bremena pa delovno tocko.

SLIKA: Realni tokovni vir.

Ugotovimo lahko, da se karakteristika realnega tokovnega vira lahko prilega karakteristiki
realnega napetostnega vira. V tem smislu sta to dva ekvivalentna vira. Ce primerjamo

karakteristiki ugotovimo, da bo analogija veljala tedaj, ko bo U, =1 R, . Kdaj torej govorimo

o napetostnem in kdaj o tokovnem viru? Ko imamo vir z zelo veliko notranjo upornostjo nam
le ta zagotavlja konstanten tok (dokler je upornost bremena dosti manjSa od notranje upornosti
vira, ¢e pa je notranja upornost vira zelo majhna, nam to na zunanjih sponkah zagotavlja
konstantno napetost.

Fizikalne koli¢ine in merske enote.

V (elektro)tehniki obicajno govorimo o veli¢inah, v fiziki pa o koli¢inah. Veli¢ina je recimo
napetost, tok, Cas, temperatura itd. Za vsako veli¢ino uporabljamo dolocen simbol, obi¢ajno
eno ¢rko abecede, pogosto tudi grske. Simbol za napetost je U, za tok I, temperaturo 7' itd.
Opazili ste ze, da piSemo simbole za veliCine poSevno. To pa zato, da jih lo¢imo od merskih
enot, kratko kar enot. Kot primer zapisimo U =5V . Med Stevilsko vrednostjo in enoto je
presledek. Mersko enoto predstavimo z imenom in simbolom. Ime enote za napetost je volt,
simbol pa V.

V svetu se je uveljavil sistem merskih enot, ki ga s kratico imenujemo SI. Obsega sedem
osnovnih enot in vrsto izpeljanih. Osnovne enote so kilogram (kg), meter (m), sekunda (s),
amper (A), kelvin (K), kandela (cd), mol (mol), radian (rad) in steradian (sr). Izpeljane enote
pa so na primer m/s za hitrost itd.

Druge merske enote. Pogosto v literaturi zasledimo uporabo drugih merskih enot, kot smo jih
navajeni. Pogosto so posledica uporabe drugega merskega sistema (npr. CGS —centimeter-
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gram-sekunda), kjer se na primer namesto enote tesla za gostoto magnetnega polja uporablja
enota gauss. V konkretnem primeru je pretvorba direktna 1 T = 10* gaussa.

Oznacevanje: V elektrotehniki pogosto uporabljamo predpone k merskim enotam. To je
potrebno zato, ker je razred velikosti veli¢in zelo razlicen. Kapacitivnosti so pogosto reda
mikro, nano ali piko faradov (UF, nF, pF), uporabljajo se napetosti se od mikro voltov do
mega voltov itd. Zveze nam prikazuje preglednica:

vrednost ime  predpona
1072 piko p

107 nano n

10° mikro W

107 mili  m

10° kilo  k

10° mega M

10° giga G

10" tera T

Povzetek, vprasanja:

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)

Razlozite Ohmov zakon. Kak$ne so omejitve tega zakona?

Razlozite idealni in realni napetostni vir matemati¢no in grafi¢cno (I-U karakteristika).
Razlozite idealni in realni tokovni vir matematic¢no in graficno (I-U karakteristika).
Kaj je delovna tocka, kako jo doloc¢imo?

1. in 2. Kirchoffov zakon.

Tokovni in napetostni delilnik.

Zaporedna in vzporedna vezava uporov.
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2. Mo¢

Moc (simbol P) je definirana kot produkt napetosti in toka. Enota je W(att). Matemati¢no je
P=U-I.

V primeru, da se moc trosi na linearnem uporu (na katerem velja U = R/ ), dobimo $e druge
koristne zveze:

P=RI*ali P=U’/R.

Te zveze pogosto imenujemo kar Joulov zakon, saj je James P. Joule leta 1841 prvi prisel do
ugotovitve, da je sproscena toplota v prevodniku proporcionalna kvadratu toka, ki tece skozi
vodnik.

Moc je merilo za intenzivnost dela, ki ga opravljajo elektri¢ne sile. Obstaja torej neposredna
zveza med mocjo in delom,

A=[P-at.
Ce je mo¢ &asovno konstantna dobimo A = PJ dt =P-T ,kjer je T Cas opravljanja dela.

Primer: Ko priklju¢imo breme (avtomobilska zarnica) na enosmerni vir napetosti 12 V
teCe skozenj tok 2 A. Dolo¢imo mo¢ na bremenu, upornost bremena in energijo, ki se
sprosti na bremenu v ¢asu 10 minut.

Resitev: MoC je P=UI =12V -2 A=24W . Upornost je

R=P/I* =24 W /(2 A)* =6Q. Energija je

A=W =PT =24 W-10-60s=14400J =14,4 kJ.

Ali gre vsa ta energija v toploto (segrevanje)? Vsekakor en del, drugi del pa gre v
svetlobno energijo. (Zarnice z Zarilno nitko nimajo ravno velikega izkoristka, obi¢ajno
med 10 in 20 % celotne moci).

Moc¢ na bremenu. Oglejmo si, kako se mo¢ spreminja na spremenljivem bremenskem uporu,

2
ki ga priklju¢imo na realni napetostni vir. Veljati mora P, =R, I* =R, B . Toni
R, +R,
ravno preprosta funkcija, saj Ry, nastopa 2x, tako v Stevcu kot v imenovalcu. Ugotovimo lahko

dve skrajnosti: ko je bremenski upor enak ni¢, bo mo¢ enaka ni¢, in ko bo bremenski upor
2

zelo velik bo veljalo P =—%. Ta moc¢ se bo z ve¢anjem o¢itno zmanjSevala proti ni¢. Vmes
b
bo imela funkcija (mo¢) nek maksimum.

Primer: Dolo¢imo mo¢ na bremenu 10 €2, ki ga priklju¢imo na realni napetostni vir 12
V z notranjo upornostjo 2 Q.

2
Resitev: P=10Q 12v =10W.
12Q
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SLIKA: IS¢emo mo¢ na bremenu Rb, Ki je priklju¢eno na realni napetostni vir.

VpraSanje: Ali lahko to mo¢ dosezemo tudi pri kak$ni drugi upornosti?
Odgovor je pritrdilen: Ce enacbo zapisSemo tako, da iS§¢emo neznano upornost bremena pri
znani moci, dobimo:

10(2+R, )2 =12°R, , kar je kvadratna enacba, ki je s preureditvijo enaka
10R? ~104R, +40 =0

(Pri zapisu v matemati¢no obliko smo zaradi preglednosti opustili pisanje enot. Ko dolo¢imo
reSitev moramo pravilno enoto dopisati!)
Resitvi kvadratne enacbe sta dve: Ze znanih 10 €2, pa tudi 0,4 Q.

Poglejmo si resitev Se graficno

Moc na Rb / W

L I I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Rb/ Ohm

Ugotovimo, da se graficna resitev sklada z matemati¢no. Graficni prikaz je izveden s
programom Matlab, ki je zelo primeren program za izracune v elektrotehniki.

Preprosti ukazi s programom Matlab za izracun in prikaz moc¢i na bremenu:

% Komentar: Matlab program za izracun moci na uporu Rb
Rb=0:0.1:50 % tvorimo niz vrednosti Rb od 0 do 50 s korakom 0,1
Ug=12

Rg=2

P=Rb*Ug"2./(Rg+Rb)."2 % Izracun moci

plot(Rb,P) % 1zris

xlabel('Rb / Ohm')

ylabel('Moc na Rb / W")
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Moc naRb /W

S

I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Rb/ Ohm

SLIKA: Prikaz moc¢i za razli¢ne vrednosti notranje upornosti generatorja (2 , 5 Q in
10 Q).

Maksimalna mo¢ na bremenu. Vzemimo primer bremena priklju¢enega na realni napetostni
vir in se vpraSajmo, kdaj je na bremenu najvec¢ja moc. Grafi¢na dolocitev je seveda enostavna,
matematicno pa jo dolo¢imo pri pogoju, da mora biti naklon premice na funkcijo moci enak
ni¢ (vzporeden z X osjo). Ker naklon premice dobimo z odvajanjem, moramo maksimalno
moc¢ iskati pri pogoju

dP . - . . o . y

IR =0. Ugotovimo, da z odvajanjem dobimo pogoj, da mora biti za maksimalno mo¢ na

b

bremenu upornost bremena enaka notranji upornosti vira:

R,=R,.
Koliksna bo tedaj moc¢? Preprosto vstavimo pogoj v enacbo in dobimo:
u, Y U
P[7 = Rb( g ] =—£
R, +R, 4R,

Primer: Dolo¢imo §e maksimalno moc¢ iz prejSnjega primera. To bo tedaj, ko bo

2
R, =2 Q ,moc¢paboteda) P = (4112;?2 =18 W . Resitev se seveda sklada z

odc¢itkom maksimalne moci, ki jo pois€emo na grafu.

Merilni in§trumenti.

Poznamo vrsto merilnih in§trumentov, ki nam omogocajo meritve elektri¢nih veli¢in:
voltmeter, ampermeter, ohmeter, vatmeter in drugi. Obicajno so bili ti inStrumenti analogni in
so bili zasnovani na osnovnih principih lastnosti elektricnega polja. Vecinoma so uporabljali
vrtljive tuljavice. Sodobni instrumenti so ve¢inoma digitalni, izdelani z uporabo elektronskih
elementov. Najvecji problem merilnih inStrumentov je njihova omejena to¢nost merjenja, ki je
pogosto dolo¢ena s ceno naprave. Omejeno tocnost naprav je potrebno upostevati pri
natan¢nejSih meritvah. S problemi merjenja se ukvarja posebno podrocje elektrotehnike —
metrologija.
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Voltmeter. Voltmeter je inStrument za merjenje napetosti. Simbol je krog s ¢rko V v sredini
kroga. Idealni voltmeter bi bil tak, ki bi ga prikljucili med merilni sponki in se razmere v
vezju ne bi spremenile. V resnici ima vsak voltmeter doloceno notranjo upornost, ki je velika,
ni pa neskon¢na. Zamislimo si, da merimo napetost odprtih sponk. S prikljucitvijo voltmetra
bomo spremenili razmere v vezju, saj bo skozi voltmeter stekel dolocen tok, ki pri odprtih
sponkah ne bi.

SLIKA: Voltmeter: prikljucitev, razlika med idealnim in realnim voltmetrom.

Razsiritev merilnega obmocja voltmetra je mogoca z dodanim preduporom, ki ga vezemo
zaporedno voltmetru. S tem izvedemo ze omenjen napetostni delilnik.

Primer: Vzemimo, da voltmeter meri do 5 V (merilno obmocje), zZelimo pa meriti do
100 V, pri ¢emer je notranja upornost voltmetra 100 k€. Dolo¢imo predupor tako, da
bo voltmeter kazal 5 V tedaj, ko bo na zaporedno vezavo voltmetra in predupora
prikljuc¢ena napetost 100 V.

Resitev: 100V=IR +5V;[= oV
b 100 kQ

. R, =1900 kQ=19MQ.

SLIKA: Povecanje merilnega obmocja voltmetra.

Ampermeter. Ampermeter je inStrument za merjenje toka. Umestimo ga v vejo, v kateri
zelimo meriti tok. Simbol za ampermeter je krogec s ¢rko A v sredini krogca. Tudi
ampermeter ni idealen inStrument. V idealnih razmerah naj bi bila notranja upornost
ampermetra ¢im manjsa, torej taka, ki ne bi povzrocila dodatnega padca napetosti na
inStrumentu.

SLIKA: Ampermeter, prikljucitev

Prav tako kot voltmetru, lahko tudi ampermetru pove¢amo merilno obmocje vendar tako, da
upor vezemo vzporedno z ampermetrom , ki ga imenujemo tudi soupor ali kar po anglesko
»Sant« (ang. shunt). S tem del toka, ki bi ga sicer meril ampermeter preusmerimo v vzporedno
vejo.
Primer: Zelimo meriti toke 30 A, pri ¢emer nam instrument kaZe najve¢ 10 A.
Notranja upornost ampermetra v tem merilnem obmocju 0,2 Q. Dolo¢imo upornost
soupora.
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Resitev: Ker ampermeter meri najve¢ 10 A, moramo predvideti, da bi pri toku 30A v
vzporedni veji tekel tok 20 A. Napetost na ampermetru pri 10 A je 2 V, ta napetost

mora biti tudi na souporu v vzporedni veji. Veljati mora torej R, = % =0,1 Q.

SLIKA: RazSiritev merilnega obmocdja ampermetra s souporom.

Vatmeter je inStrument za merjenje moci. Ima dva para sponk. Z enim parom merimo
napetost, z drugim pa tok. Simbol je krogec s ¢rko W. Odc¢itek vatmetra bi bil ob upostevanju
neidealnosti vatmetra razlicen glede na prikljucitev sponk. Zakaj?

SLIKA: Prikljucitev vatmetra.

Ohmmeter. Je naprava za merjenje upornosti. V osnovi je inStrument, ki pri znani vzbujalni
napetosti meri tok skozi breme in iz razmerja dolo¢i upornost bremena.

Univerzalni inStrument obic¢ajno vkljucuje tako ampermeter, voltmeter kot ohmeter,
obi¢ajno pa je z njim mogoc¢e meriti tudi kapacitivnosti, dolo¢ene parametre nelinearnih
elementov (tranzistorjev, diod), induktivnosti, pogosto pa tudi omogocajo priklop dolocenih
senzorjev (temperature, svetilnosti), brezkontaktno merjenje toka (s tokovnimi kles¢ami) in
tudi priklop na racunalnik za sprotno od¢itavanje in kasnejSo analizo podatkov.

Povzetek, vprasanja.

1) Kako je definirana moc? Zapisi zveze tudi z upostevanjem Ohmovega zakona.

2) Kaksna je povezava med mocjo in delom?

3) Kako se spreminja moc¢ na bremenu, ki je prikljuen na realni napetostni vir?

4) Ali lahko enako mo¢ dosezemo pri dveh razli¢nih upornostih?

5) Kdaj bo moc¢ na bremenu, ki je priklju¢eno na realni napetostni vir
maksimalna? Pri kateri upornosti? Kolik$na bo tedaj moc¢?

6) Voltmeter. Razsirjanje merilnega obmocja s preduporom.

7) Ampermeter. Razsirjanje merilnega obmocja s souporom.

8) Ohmeter, Watmeter, Univerzalni inStrument.
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3 o Analiza vezij

Spoznali smo Ze oba Kirchoffova zakona in zvezo med tokom in napetostjo na uporu. Zaradi
pomembnosti lahko ponovimo:

N
Zli =0 v spojiscu
i=1

M
ZUi =0 v zanki
i=1

U =R-I nalinearnem uporu

S pomocjo teh zvez lahko analiziramo (dolo€imo tok in napetost na poljubnem elementu
vezja) poljubno vezje. Le zapisati moramo primerno Stevilo enacb in jih resiti. Spoznali bomo
tudi metode, ki nam omogocajo analizo vezij z manjSim Stevilom enacb.

Najbolj tipi¢ne metode reSevanja vezij so:

1) Metoda Kirchoffovih zakonov
2) Metoda zan¢nih tokov

cev v

Lahko pa si pomagamo Se z raznimi stavki, kot so:
1) Stavek superpozicije
2) Stavek Thevenina in Nortona
3) Stavek Tellegena

4) Stavek o najvecji moci

1) Metoda Kirchoffovih zakonov. Je najosnovnejSa metoda, ki se (kot Ze ime pove)
posluzuje uporabe osnovnih Kirchoffovih zakonov.

Nacin reSevanja bomo prikazali na konkretnem primeru. Najprej moramo oznaciti smeri
tokov v vsaki veji. Ta oznacitev je lahko poljubna, potrebno pa se je zavedati (kot smo ze
omenili!), da smer toka na uporu doloca tudi smer napetosti. Za lazjo analizo bomo oznacili
tudi spojisca vezja ter tudi tri zanke. Toka v veji s tokovnim virom nismo posebe;j
poznacevali, saj lahko privzamemo kar smer toka generatorja.

ZapiSemo lahko S§tiri enacbe z uporabo 1 KZ:

1 KZ:

spojisce (0): =1, -1, —-1,=0
spojis€e (1): I, +1,+1,=0
spojisce (2): =1, +1,+1,=0
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spojis€e 3): =1, —1,+1;,=0

2 KZ:

zanka (J1): -U, +I\R + LR, —I,R, =0

zanka (J2): -LLR,+ LR, + IR, =0

zanka (J3): ne moremo zapisati zakona, ker ne moremo zapisati padca napetosti na tokovnem
viru

Poglejmo $tevilo neznank in $tevilo enacb, ki smo jih zapisali. Stevilo neznank je enako
Stevilu vejskih tokov, torej 5. Stevilo enaéb, ki smo jih zapisali pa je 6. IzkaZe se, da je ena od
enacb odvec, je redundancna. Izkaze se, da je odvec ena od enacb po 1 KZ. 1zlo¢imo lahko
poljubno enacbo.

[g
)
C)
Js
; R R
I N g.([s)
\
4 > > ’
QO () |y,
5
R, L
B e TX

SLIKA: Primer vezja: U; =10V, I, =2 A, R =20 Q, R, =5Q,R3; =10 Q, R4 =1 Q, Rs =
40 Q.

Resevanje takega sistema enacb zahteva sistematien pristop. Pomagamo si lahko s teorijo
grafov, kjer najprej nariSemo t.i. graf vezja, ozna¢imo drevo vezja in dopolnilne veje (Kite).
Graf vezja nariSemo kot vezje, v katerem ostanejo le veje vezja. Drevo vezja sestavimo iz vej
vezja, s katerimi moramo doseci vsa spojiS€a vezja pri tem pa ne smemo zakljuciti nobene
zanke. Veje, ki jih nismo uporabili za tvorjenje drevesa, so dopolnilne veje in jih doriSemo s
¢rtkanimi Ertami.

Stevilo enacb, ki jih moramo zapisati po 1 KZ je enako $tevilu spojis¢ — 1, $tevilo ena¢b po 2
KZ pa je enako Stevilu dopolnilnih vej. V nasem primeru bomo potrebovali 4-1 = 3 spojis¢ne
enacbe in 2 zan¢ni enacbi.

Sistem enacb se resi tako, da se jih uredi v matri¢no obliko: (upostevali bomo spojiscne
enacbe od (1) do (3))

1 0 0 0157 [,
-1 1 1 0 0|L|]o
0 -1 0 0 1|5|=|1,
R0 R —-R 0|L]| |U,
0 R, -R, 0 R|IL| |0]
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Potrebno je Se vstaviti vrednosti in resiti matri¢ni sistem enacb. V te namene pogosto
uporabimo racunalniSke programe.

Sistem enacb reSimo s programom Matlab. Tvoriti moramo matriko A in vektor b ter resiti sistem enacb

tipa Ax=b. Resitev dobimo z Matlabovim ukazom x=A\b.

>> A=[1,0,0,1,0;-1,1,1,0,0;0,-1,0,0,1;20,0,10,-1,0;0,5,-10,0,40]

A=
1 0 0 1
-1 11 0
0 -1 0 O
20 0 10 -1 O
0 5 -10 0 40

>b=[ -2; 0 ;2 ;10 ;0]

>>x=A\b

x= -0.2243 -1.4953 1.2710 -1.7757 0.5047

—_o O

Vejski toki so torej [, =—0,2243 A [, =—-1,42953 A itd.

2) Metoda zanénih tokov, je metoda, s pomocjo katere lahko zmanjSamo sistem enacb,
saj je Stevilo potrebnih zan¢nih enacb kar enako Stevilu dopolnilnih ve;.

Zancne toke tvorimo iz vejskih tako, da je ta v veji, ki ni skupna drugi (sosednji) zanki kar
enak vejskemu toku, sicer pa je enak vsoti ali razliki vejskih tokov. Tako bo:
Jy =~

J, =1
J3=Ig

n
L=J-J,
I,=J,-J,

Ce bi vejske toke vstavili v zgornje enacbe po 2 K.Z., bi dobili sistem zanénih enagb.
Obicajno je lazje napisati enacbe tako, da sproti upostevamo padce napetosti v zanki:
zanka (J1): =U, +(J, = J)R +(J,=J)R,—J,R, =0

zanka (J2): (J,=J)R,+(J,=J;)R, +J,R, =0

zanka (J3): J, =1,

Dobimo sistem treh enacb za tri neznane toke. V resnici le sistem dveh, saj je tretja ze
dolo¢ena: Jy =1, =2A

Obstaja Se drug pristop k tvorjenju zapisa, ki seveda privede do ekvivalentnega zapisa enacb.
Pri tem najprej upostevamo tok zanke in vse padce napetosti v zanki, nato priStejemo ali
odStejemo Se prispevke ostalih zan¢nih tokov.
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J,(R +R,+R,)~J,R ~J,R,~U, =0
J,(R,+R,+R,)—J,R, —J,R, =0

Vstavimo vrednosti in reSimo enacbi:
J,31-2-20-J,10-10=0
J,55-J,10-2-5=0

Matlab: ReSevanje s pomoc¢jo programa Matlab je silno preprosto. Tvorimo matriko A in vektor b ter
reSitev kot x=A\b'. Druga moznost je x=inv(A)*b’. Tokrat smo nekoliko drugace zapisali vektor b (kot
vrsticni vektor) kot v prejSnjem primeru. Zato ga je potrebno spremeniti (transponirati) z dodatkom .

A=[31, -10; -10,55]
b=[50,10]

x=A\b

>>x = 1.7757 0.5047

Enacbi z dvema neznankama preprosto resSimo tudi tako, da iz ene enacbe izrazimo eno od
spremenljivk in jo vstavimo v drugo enacbo. Npr. iz 1. enacbe izrazimo J; in dobimo J, =
0,1(/131-50). Sedaj to vstavimo v drugo enacbo in dobimo 0,1(J;31-50)55-J;10 = 10 in iz nje
rezultat.

Resitev je torej J, =1,7757A1in J, =0,5047 A . Ugotovimo lahko, da je dobljeni tok J,
skladen z reSitvijo, ki smo jo dobili po sistemu reSevanja Kirchoffovih enacb: J; = -I4.

3) Metoda spojis¢nih potencialov. Metoda temelji na 1. KZ, pri kateri zapiSemo vsoto
tokov v spojisce. Pri tej metodi vsak tok zapiSemo s potenciali spojis¢, razen, ¢e je tok
v veji znan (tokovni generator). Oznacimo vsa spojisca in jim pripiSemo neznane
potenciale. Potencial enega spojisca lahko prosto izberemo. Ponavadi mu priredimo
vrednost 0 V (ga ozemljimo). Toke v vejah zapiSemo s potenciali tako, da dolo¢imo z
njimi padec napetosti na uporu v veji.

Stevilo potrebnih enaéb je enako $tevilu spojisé -1. V smislu sistematilnega pristopa bomo
predpostavili, da vsi tokovi izhajajo iz spojisca (Ceprav smo jih oznacili drugace).

Spojisce (1): Tok v tej veji dolocimo iz padca napetosti na uporu R4. Napetost na tem uporu
pa je razlika potencialov spojis¢ (1) in (0). Ker smo spojisce (0) ozemljili, potencial spojisca
(1) paje V1, je tudi napetost med spojis¢ema enaka V1. Napetost na uporu R4 je manjsa od
V1 za padec napetosti na napetostnem viru, torej je enaka ¥, —U, , tok skozi upor R4 pa je

Vi-U

g

. Na podoben nacin dolo¢imo ostale toke. tako za spojisce (1) velja
4

WU il 2
R4 2 ¢
Spojisce (2): Sedaj zopet predpostavimo toke iz spojis¢a in jih dolo¢imo:
h=h. V. V=V,
Rl R3 RZ
Spojisce (3): 1, +%+5 =0

2 5
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Dobimo sistem treh enacb za tri neznane potenciale. Vstavimo vrednosti in reSimo sistem
enacb:
r-10 -7
+
1 20
n-n.n n-v_
20 10 5
V.-V, V,
T B T
40
>> A=[1+1/20,-1/20,0;-1/20,1/10+1/20+1/5,-1/5;0,-1/5,1/5+1/40]
A =
1.0500 -0.0500 0
-0.0500 0.3500 -0.2000
0 -0.2000 0.2250
>> b=[-2+10,0;2]
b =
8
0
2
>>V=A\b
ans = 8.2243 12.7103 20.1869

+2=0

0

-2+

Potencial spojisca V' je torej 8,2243 V, V5 je 12,71 V in V3 =20,1869 V.

Vejske toke dolo¢imo iz Ze zapisanih tokov, pri Cemer pa je sedaj potrebno upostevati vnapre;j

izbrano smer tokov. Tako je na primer tok /; enak % =(8,224-12.71)/20=-0,2243 A.
2

(Opozorilo: Zaradi preglednosti pisanja namenoma pri zapisu Stevilskih vrednosti v enacbe

nismo pisali tudi enot. Enacbe smo torej spremenili v matemati¢no obliko. Ko dolo¢imo

reSitev, pripiSemo ustrezne enote).

Resevanje s pomocjo determinant:

Sistem enacb lahko reSimo tudi s pomocjo determinant in poddeterminant. ReSitev za
det(4,)
det(A4)
1,05 -0,05 0
det(4)=(0,05 0,35 —0,2|=1,05(0,35.0,225—-(-0,2)(-0,2))—(-0,05)(0,05.(=0,225)—(-0,2).0+
0 0,2 0,225
+0.(0,05.(-0,2)—(0,35).0))

neznanko V1 je V| = , kjer je determinanta matrike A enaka

det(4) = 0,0401 .

Poddeterminanto pa dobimo tako, da prvo kolono matrike A nadomestimo z vektorjem znank

(b):
8 -0,05 0

det(4)=|0 0,35 -0,2{=0,330
2 -0,2 0,225
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_det(4) _

g =8,22V.
det(A)

Stavek superpozicije. Ta stavek doloca, da lahko poljubno vezje sestavljeno iz linearnih
elementov z vec viri poenostavimo tako, da analiziramo vezje z izmeni¢nim vklopom

posameznih virov v vezje. Toke, katere izraCunamo na tako poenostavljenem vezju na koncu
seStejemo (superponiramo). V naSem konkretnem primeru bi lahko dolocili toke v vejah vezja
za dve poenostavljeni vezji. V prvem bi bil vklopljen le napetostni vir, v drugem pa le tokovni
vir. Izklopljen napetostni vir predstavlja kratek stik, izklopljen tokovni vir pa odprte sponke.

SLIKA: Vezje nadomestimo z dvema enostavnejSima vezjema. V prvem vezju obdrzimo
le napetostni vir, tokovnega pa izklopimo (odprte sponke), v drugem vezju pa obdrZimo
tokovni vir in odklopimo napetostnega (nadomestimo s kratkim stikom).

Primer: Dolo¢imo tok /4 s pomoc¢jo metode superpozicije.

1. vezje: Ko izklopimo tokovni vir lahko vse upornosti zdruzimo v eno (nadomestno)
tako, da zaporedno sesStejemo upora R, in Rs ter nato obema vzporedno Se R3 ter nato
vsem $e zaporedno R; in R4. Dobimo nadomestno upornost
Rnag=(RoHRs)||R3+R1+R4=29,18 Q. Tok 1) =-10/25,44 A = -0.3427A. (Bodite
pozorni, da je predznak toka negativen.)

2. vezje: Ko izklopimo napetostni vir, nam ostane vezje, pri katerem ne moremo
preprosto sestevati upore. Zopet moramo uporabiti eno od metod za reSevanje vezij.
Vzemimo kar metodo zanc¢nih tokov, ki se je za analizo konkretnega vezja izkazala
kot zelo primerna in izra¢unajmo zancna toka. Razlika v Ze nastavljenih enacbah bo le
ta, da sedaj nimamo napetostnega vira:

J,31-2-20-J,10=0

J,55-J,10-2-5=0

Izracun nam da vrednosti J; = 1,4330 A in J, = 0.4424 A. 14 je enak kar —J; in bo
torej enak 40y =-1,4330 A .

Na koncu sestejemo obe vrednosti in dobimo

14 = ]4(1) + 14(2) =- 0,3427 A - 1,4330 A=-1.7757 A.

Ugotovimo lahko, da je reSitev enaka, kot smo jo dobili z uporabo metode
Kirchoffovih zakonov.
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Analiza vezij s programskim orodjem.

Pri bolj kompleksnih vezjih, Se posebno, ko analiziramo vezja z nelinearnimi elementi, se
lahko posluzimo analize vezij s programskimi paketi. En najbolj znan je zasnovan na Spice
simulacijah. Na spletu je mogoce dobiti vrsto programov, ki temeljijo na Spice simulaciji.
Poglejmo si primer uporabe programa 5Spice, ki ima tudi graficni vmesnik. Ta je Se posebno
koristen za popolne zacetnike, saj ni potrebno poznati sintakse zapisov, pac¢ pa le nekaj
osnovnih pravil. Eno od teh je, da je potrebno eno od spojis¢ ozemljiti.

Lista s povezavo elementov vezja, ki smo ga analizirali je:

R4.1, R5.1, R10.2, Ground,
11.2, B1.1, R1.2,

R1.1, R2.2, R10.1,

R2.1, I1.1, R5.2,

B1.2, R4.2,

= BSpice Analysis (unregistered) - Spice1.Sch

File Edit Analyze Settings Tools Avoiding Errors Help
E MAIN: Spics! Seh | B noTEs | REpoRTS | B DC Biss |

:

© 4

pre jocs e I

%RJU é

1 .B1 10 RS —
? - R4 b *
1 E

- g

pil

-

e

s

Title

Number

NOT LICENSED FOR COMMERCIAL USE
a3

Date_oktober 17 2006 [ sz 5
Sheet of | =
Fie: Spice1.5ch

1] [T=25C  Hold right mouse bution to Fan schematic | Analysis: DE bias - New x| i |

SLIKA: Primer simulacije vezja s programom SSpice.

Povzetek, vprasanja:

1) Zapisite in razlozite Kirchoffova zakona. (glej tekst)

2) Koliksno $tevilo enacb moramo zapisati za analizo vezja po metodi Kirchoffovih
zakonov?

3) Kaj je to graf vezja, drevo in dopolnilne veje? Prikazi na primeru.

4) Kako zapiSemo enacbe z uporabo metode zancnih tokov? Kolik$no je Stevilo
potrebnih enacb za analizo vezja?

5) Kaj je to determinanta in poddeterminanta sistema, kako zapiSemo sistem enacb v
matri¢ni obliki?

6) Na cem temelji metoda spojis¢nih potencialov? Kako jo uporabimo? Koliksno je
potrebno Stevilo enacb po tej metodi?

7) Razlozite stavek superpozicije. Ali ob izklopu vira iz vezja pustimo odprte sponke ali
naredimo kratek stik?
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4. Stavki (Teoremi)

Stavek Thevenina in Nortona. To sta pomembna stavka v elektrotehniki in se pogosto
uporabljata. Theveninov stavek »pravi«, da je mogoce poljubni del linearnega vezja
nadomestiti z realnim napetostnim virom, torej z idealnim napetostnim virom (ki ga
imenujemo Theveninov) in notranjo (Theveninovo) upornostjo.

Nortonovo nadomestno vezje pa je sestavljeno in idealnega tokovnega (Nortonovega) vira in
vzporedne notranje upornosti.

SLIKA: Shematski prikaz Theveninovega in Nortonovega nadomestnega vira.

Kako dolo¢imo Theveninovo nadomestno napetost in upornost?

Napetost Thevenina dolo¢imo kot napetost odprtih sponk na mestu vezja, ki ga Zelimo
nadomestiti, Theveninovo upornost pa kot notranjo upornost vezja, merjeno (racunano) s
sponk, pri ¢emer napetostne vire kratko sklenemo (kratek stik), tokovne pa razklenemo
(odprte sponke).

Primer: Kot primer odklopimo iz vezja upor R; in na njegovih sponkah vezje
nadomestimo s Theveninovim nadomestnim vezjem.

Ce iz vezja odklopimo upor R in zapisemo zanéno ena¢bo dobimo
~U,+J(R+R,+R,+R;)—1I,(R +R,)=0

Po ustavitvi vrednosti dolo¢imo zan¢ni tok J = 30,91 V, Theveninova napetost pa je
U, =(J-2A)50+J40Q2=30,91V .

Upornost Thevenina je R, =(R, +R,)|(R, +R;)=14,32Q.

Sedaj lahko tvorimo nadomestno vezje in dodamo upor Rj3 ter izraunamo tok skozi

upor: [, = Y =1,270A.

3 RTh

Drugi nacin dolocanja Theveninove nadomestne upornosti je s pomocjo izracuna toka
kratkega stika med sponkama nadomestitve. Ta nacin pride v postev predvsem tedaj, ko ne
moremo preprosto seStevati vzporedne in zaporedne vezave uporov. S pomocjo racunalnika
najlaze uporabimo kar matriko za izracun tokov po metodi Kirchoffovih zakonov pri ¢emer

bo upornost R3 = 0 Q. Dobimo /x =2,1587 A'in R,, :% :M =1432 Q.
I, 14,32A

1/13 © DK



STAVKI (4b).doc 23/10/2006

Omenimo $e tretjo moznost. Upornost vezja med sponkama pri izklopljenih virih lahko
dobimo tako, da na sponki priklju¢imo poljubno izbrano napetost in izratunamo tok v vezje.
1z koli¢nika med napetostjo in tokom sledi upornost. V nasem konkretnem analiziranem

primeru je ta nacin v osnovi enak prvemu nacinu, saj izracunamo upornost Thevenina kot
R _ Usponk _ ]sponk ) (Rl + R4)||(R2 + RS)

Th_] ]

sponk sponk

=(R +R)|(R, +Ry)=14,32Q.
Bi pa priSel ta naCin v postev, ¢e upornosti v vezju ne bi mogli kar preprosto sestevati.

Maksimalna mo¢ na bremenu — drugic¢. Theveninov stavek je posebno primeren za izracun

maksimalne mo¢ na uporu (bremenu). Pri analizi maksimalne moc¢i bremena prikljucenega

na realni napetostni vir smo ugotovili, da bo mo¢ na bremenskem uporu najvecja tedaj, ko

bosta bremenska in generatorska upornost enaki. Da dosezemo maksimalno mo¢, mora biti

upornost bremena torej enaka upornosti Thevenina:

R, R

maksimalna moc¢ pa bo tedaj
2

P = UTh

(Pmax) — o

Primer: V naSem vezju smo analizirali razmere moc¢i na bremenskem uporu R;. Tedaj

2 2
=14,32Q, maksimalna mo¢ pa P, = Un _ (30,91V)

> =16,68 W.
4R, 4-14,32Q

bo torej R,

(P max)

Pogosto re¢emo tudi, da je breme prilagojeno na vir, €e je upornost bremena enaka upornosti
Thevenina R, = R, , torej tedaj, ko je na breme preneSena maksimalna moc€ iz vira.

Izri§imo mo¢ na bremenu s pomocjo ra¢unalnika, pri cemer si bomo zopet pomagali s programom Matlab.
Vzemimo izracunani vrednosti U, = 30,91 in Ry, = 14,32 Q in spreminjajmo Ry, od 0 Q2 do 50  in izratunajmo
mo¢ na bremenu. Z Matlabovimi ukazi:

Rb=0:0.1:50 % tvorimo niz vrednosti Rb od 0 do 50 s korakom 0,1

Uth=30.91

Rth=14.32

P=Rb*Uth"2./(Rth+Rb).*2 % Izracun moci
plot(Rb,P) % izris

xlabel(Rb  (Ohm)'")
ylabel(Pb  (W))

Ugotovimo lahko, da izris ustreza naSim pri¢akovanjem, da bo torej maksimalna moc¢ na bremenu tedaj, ko bo
upornost bremena enaka upornosti Thevenina. Ugotovimo tudi, da vrednost najvecje moci ustreza izra¢unani.
Kako to ugotovimo z uporabo Matlaba? Z ukazom max(P) izvemo najvecjo vrednost niza P, v katerem so
shranjene vrednosti mo¢i. Dobimo 16,68. Kaj pa vrednost upornosti pri maksimalni moc¢i? Najprej ugotovimo
indeks, pri katerem nastopa v nizu maksimalna mo¢ z uporabo ukaza i=find(P==max(P)), nato pa z Rb(i)
dobimo vrednost 14,3. Dobljena vrednost se razlikuje od toc¢ne za 0,02, kar je za pric¢akovati, saj smo numeri¢no
izra¢unavali moci le za vrednosti upornosti, ki se razlikujejo za 0,01 . Namen tega pojasnjevanja je v tem, da bi
vzpodbudil bralca k uporabi in raziskovanju izjemnih zmoZnosti programa.
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Pb (W)

SLIKA: Moc¢ na bremenu pri spreminjanju bremenske upornosti.

L
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30
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35
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40 45

23/10/2006

Da se prepricamo v pravilnost izracunov, lahko uberemo e eno pot. Izhajajmo direktno iz izracunavanja tokov v
vezju s pomocjo metode Kirchoffovih zakonov ter dolo¢imo mo¢ na uporu R; pri razli¢nih vrednostih te

(bremenske) upornosti. Preprosto, s pomogjo enacbe P =1 32 R, . S pomogjo ratunalnika lahko zelo hitro

dolo¢imo maksimalno mo¢, tudi ¢e formule ne poznamo. Iz ze znane matrike:

1
-1

o 0o 1 o]n] [,
11 0 o] ]o
-1 0 0 1|4]|=|1,
0 R -R O0|L]| |U,
R, R, 0 RJ|L] [0

spreminjajmo R; od 0 Q do 50 Q in izra¢unavajmo tokove ter mo¢ na uporu Rj in rezultate izriSimo. Dobimo
(Matlab):

b=[-2;0;2;10;0] % vektor znanih vrednosti / desna stran enacbe

II=[] % prazen vektor, potreben za shranjevanje izracunanih vrednosti moci

for R3=0:0.1:50 % zanka povecuje upornosti
A=[1,0,0,1,0;-1,1,1,0,0;0,-1,0,0,1;20,0,R3,-1,0;0,5,-R3,0,40]

I=A\b % izracun tokov za dolocen R3

[I=[11,1(3)] % shranjevanje vrednosti toka I3 v vektor, ki se zaporedno polni
end

R3=0:0.1:50 % vektor upornosti
P=I1."2.*R3 % izracun moci
plot(R3,P) % izris

Iz primerjave dobljenega grafa in prejSnjega ugotovimo, da sta identi¢na, kar smo seveda tudi pri¢akovali.
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SLIKA: Slika prikazuje normirane krivulje toka, napetosti in mo¢i na uporu R; v Ze
znanem vezju. Sami ugotovite, katera krivulja prikazuje dolo¢eno veli¢ino. To boste
ugotovili zelo hitro, ¢e si zamislite Theveninovo nadomestno vezje (Normiranje
izvedemo tako, da poiS¢emo najvecjo vrednost v nizu (dolo¢ene veli¢ine) in delimo vse
vrednosti s to vrednostjo.) Ukazi v Matlabu: U=R3.*1I;
plot(R3,II/max(II),R3,P/max(P),R3,U/max(U))

Stavek Tellegena. Stavek Tellegena pravi preprosto to, da je mo¢ bremen enaka moci virov.
Pri tem lahko vir deluje v generatorskem nacinu (pozitivnha moc) ali v bremenskem nacinu
(negativna moc¢). To zapisemo kot

INAVESWAGE
i J
V nasem konkretnem primeru je mo¢ generatorjev enaka
P =U,(-1)+1,(V;-V,)=41,6822 W
moc¢ na bremenih pa
P=IR+LR +LR+I;R,+IR, =41,6822 W

Resevanje z Matlabom (vrednosti tokov imamo shranjene v vektorju x, potencialov pa v V, v vektor R shranimo
vrednosti uporov. ):

Pg=10*(-x(4))+2*(V(3)-V(1))

R=[20;5;10;1;40]

Pb=sum(x.”2.*R)

Izkoristek vezja. Ker velja zakon o ohranitvi energije, bo dolocen del energije virov prenesen
na bremena, drugi del pa lahko smatramo kot izgubna energija:

VVvhodna = VVizhudna + VVizgubna :
Izkoristek lahko definiramo kot kvocient izhodne in vhodne energije
77 — Vthodna

w

vhodna
Ker pa je energija pri enosmernih vezjih sorazmerna moci W = P-T . Torej lahko definiramo
izkoristek tudi kot kvocient moci na bremenu in mo¢i vira (virov):
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5

R

Izkoristek pogosto zapiSemo v procentih, torej kot
P

n= Fb -100% .

g

SLIKA: Vhodna energija se prenese (transformira v) na izhodno in izgubno.

Poglejmo, kako se spreminja izkoristek vezja pri bremenu, priklju¢enem na realni napetostni
vir. Izkoristek opisuje enacba

_h__I'R, _ R

P, I’(R,+R,) R,+R,

4

Pri majhnih bremenskih upornostih gre izkoristek proti nic, pri velikih pa proti vrednosti 1
(100%).

Primer z Matlabom:
Rg=14.32
Rb=0:0.1:100
plot(Rb,Rb./(Rb+Rg))

L L L L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Rb

SLIKA: Povecevanje izkoristka z ve¢anjem bremenske upornosti.

Dodajmo $e spremembo moci z ukazi
hold on

P=Rb./(Rb+Rg)."2
plot(Rb,P/max(P))
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Izkoristek, Moc

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Rb

SLIKA: Izkoristek vezja in mo¢ na bremenu.

Ugotovimo, da je izkoristek vezja nekaj drugega kot maksimalna moc¢ na bremenu. Najvecji
izkoristek dosezemo pri ¢im vecji upornosti bremena vendar je tedaj moC na bremenu majhna
v primerjavi z maksimalno. Pri maksimalni moci pa je izkoristek vezja ravno 50%.

Ce imamo dva zaporedno vezana sistema, lahko izkoristek dolo¢imo kot

F, Pizh(Z) ) F,

_ Ly iz(1)

P, th(l) th(z)

vh(1)

= 771772 ’

torej kot produkt posameznih izkoristkov.

PomembnejSe oblike vezij

1) Neobremenjen in obremenjen napetostni delilnik. Napetostni delilnik smo ze
spoznali. Za napetost na uporu R», ki je priklju¢en na zaporedno vezavo uporov smo
dobili

Obicajno ga uporabimo za to, da zmanjSamo maksimalno napetost na doloceno vrednost.
Ta enacba nam da ustrezno vrednost, ¢e je upornost bremena dosti ve¢ja od upornosti
upora R,. V nasprotnem primeru pa je potrebno upostevati tudi samo bremensko upornost.
Vzemimo, da imamo podano breme z dolo¢eno bremensko napetostjo in mocjo: Uy/P, =9
V/ 30 W, ki ga zelimo prikljuciti na napetost U = 12 V, pri Cemer je R, = 10 Q. KolikSen
mora biti R;? Tok bremena bo 30 W /9 V =333 A, tok na uporu R pal, =9 V/10 Q =
0,9 A. Skupni tok je /; = 4,233 A. ZapiSemo 12V =1 R, +9V od koder sledi R; = 0,7087

Q. Nekoliko bolj zapleteno je, ¢e imamo doloceno breme R; in zelimo poiskati pravo
vrednost R,. Poiscite reSitev sami ali si jo preberite v ARS, Elektrotehnika 2.
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SLIKA: Obremenjen napetostni delilnik.

2) Neobremenjen in obremenjen potenciometerski delilnik. Potenciometer je pogost
element v elektrotehniki. Je v osnovi upor, katerega vrednost dolocamo z lego drsnika
(gumba). V praksi imamo na razpolago linearne in logaritemske potenciometrske
upore. Kot Ze ime pove, se pri linearnem uporu upornost med drsnikom in enim ali
drugim kontaktom spreminja linearno, pri logaritemskem pa se spreminja
logaritemsko. Z dolo¢eno natan¢nostjo seveda.

SLIKA: Potenciometrski delilnik predstavimo kot dva zaporedno vezana upora.

Celotno skalo dolZine / razdelimo na dve (neenaki )polovici. DolZina enega dela je x_
drugega pa [-x. Tako celotno upornost R, razdelimo na R, = R,.x/l in Ry = R,(I-x)/l. Ce
uporabimo potenciometer kot napetostni delilnik, je napetost na delu upora dolzine x
R -x/1
enaka: UZ:U&:U “ U,
R, R, /
Dobimo linearno zvezo med razdaljo x in napetostjo U,.

X v v g g e X .
Ce upostevamo $e prikljucitev bremena na upor R, =R, 7 velja

v-u, U, » . : o .
=——+—= . Po preureditvi dobimo (preverite Se sami)
R R, R

Uy %
r x(1=x/Dn+l
kjerje n=R,/R,.
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Up

Izri§imo nekaj krivulj vrednosti U, za razli¢na razmerja n = R b / R, . Vzemimo U = 1 in spreminjajmo

x 0d 0 do 1 (/=1) in izri§$imo vrednosti U, za vrednosti n = 1, 10, 100. Matlabovi ukazi so
x=0:0.01:1;

for n=[0.01,0.1,1,10,100]

Up=x./(1+x.*(1-x)*n)

plot(x,Up)

hold on

end

xlabel('x");

ylabel("Up');

1

0.9

0.8

0.7+

0.6

0.5+

0.4

0.3+

0.2

0.1+

SLIKA: Razli¢ne vrednosti U, pri razmerjih n = 0,1, 1, 10, 100. Vecjo linearnost
se doseZe pri n < 1, torej tedaj, ko bo bremenska upornost dosti ve€ja od
upornosti uporovnega delilnika.

3) Tokovni delilnik. Pogosto uporabljamo tudi tokovni delilnik, ki smo ga ze spoznali
predhodno, zato navedemo le rezultat. Tok / razdelimo v dve veji z uporoma R, in R;.
Tok v veji z uporom R je

4. Transformacija zvezda — trikot.
Pogosto se sreCamo z vezavo uporov v obliko, ki ji reCemo trikot, saj so trije upori
namesceni v obliki trikotnika. Druga oblika vezave pa je taka, da so trije upori vezani
v skupno spojisce — taki vezavi pravimo vezava v zvezdo. Pogosto si za lazjo analizo
vezij pomagamo s transformacijo vezave trikot v zvezdo in obratno. Ce imamo v
vezavi zvezda tri spojis¢a z upori R;, R; in Rz, potem ob transformaciji dobimo vezavo
trikot z upori R}, Ry3 in R3;, katerih vrednosti so
2 2 2

R, :R_ R, :R_ n R, :R_a

R3 Rl RZ
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pri cemer je R> =RR, +R,R, + R,R,.

SLIKA: Transformacija vezja oblike zvezda v obliko trikot.

ZapiSimo S$e obratno pot: Ce Zelimo iz vezave trikot preiti v vezavo zvezda, bomo
upore dolocili iz

__ Rk

l RlZ + R23 + R3l

je ta, da mora biti nadomestna upornost med dvema sponkama enaka v obeh vezavah.

, podobno pa tudi R, in R;. Poskusite sami izpeljati te enacbe. Pot

Ta vezava bi nam lahko koristila na primer pri analizi vezja s superpozicijo, kjer smo
morali v drugem primeru »resiti« vezje s primerno metodo, ¢e pa bi uporabili
transformacijo v trikot, bi lahko vezje resili z vzporedno — zaporedno vezanimi
upornostmi.

5. Mosti¢no vezje. Pogosto elemente v vezju vezemo tako, imamo po dva upora v
dveh vzporednih vejah. Vzemimo, da sta v eni veji upora R, in Ry, v drugi pa R3; in R4 .
Ce med veji vkljuc¢imo voltmeter, bo napetost voltmetra enaka ni¢, ko bo

R, _U R,
R +R, R, +R,
in
U R _ U &

R+R,  R+R,’

Ce delimo ti enacbi dobimo
R_R
R, R,

Ko velja to razmerje, re€emo, da je mosti¢ek uravnotezZen. Tedaj iskano upornost
enostavno doloCimo iz preostalih treh. Pri tem je tocnost rezultata odvisna od to¢nosti
uporov v mosticku.
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SLIKA: Wheatstonovo mosti¢no vezje.

Pogosto se uporablja tudi neuravnoteZzene Wheatstonove mosticke. Torej iz izmerjene
napetosti med sponkama uporov dolo¢imo eno od neznanih upornosti. Tedaj velja

R, U R,
R +R, R, +R,
merimo dinamicne signale in ni ¢asa za uravnotezZenje mostica.

Uu,=U . Ta princip merjenja je posebno primeren tedaj,ko

Wheastonovo mosti¢no vezavo ne uporabljamo le v enosmernih razmerah pa tudi pri
izmenicnih signalih. Poznamo razli¢ne tipe mostic¢ev, npr. Wienov, Owenov,
Maxwellov, itd.

SCHEMATIC DIAGRAM SENSOR LAYOUT
R=R=R=R,

SLIKA: Primer uporabe vezave uporov v Wheatstonov mostic¢ za realizacijo
polprevodniskega senzorja tlaka. Vir: produkt Laboratorija za mikrosenzorske
strukture na Fakulteti za elektrotehniko, Univerza v Ljubljani.

Temperaturne lastnosti uporov. Ko skozi upor tece tok, se nosilci naboja (v uporih obi¢ajno
elektroni) ne gibljejo premocrtno od ene do druge sponke, pa¢ pa »trkajo« z atomi v snovi.
Gibljejo se z neko povprecno hitrostjo, ki pa je odvisna od temperature. Pri visji temperaturi
je namrec¢ nihanje atomov vecje in s tem tudi Stevilo trkov, torej se povprecna hitrost nabojev
zmanjsa. S tem se tudi zmanjsa tok, posredno pa se poveca elektri¢na upornost. Meritve
pokazejo, da se temperaturna odvisnost upornosti spreminja skoraj linearno, po formuli
R(T)=aT +b,

kjer sta a in b konstanti, ki jih moramo dolociti z meritvijo. Obi¢ajno nas zanima sprememba
upornosti okoli okoljske temperature 20 °C, kjer bo R(T,) = aT, +b . Ce enadbi odtejemo,

dobimo

T-T, . S . . .
R(T)= R(TZO)(I + aR—TZ;J . Vpeljemo konstanto «, ki jo imenujemo temperaturni koeficient
20

in piSemo
R(T) = R(T)(1+a(T=Ty,)).
Tipi¢ne vrednosti temperaturnih koeficientov so (v K™):

Zelezo 0,006
Aluminij 0.0041
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Baker 0,0039
Konstantan 0,00003

Vse zapisane vrednosti koeficientov so pozitivne, torej bo upornost zeleza, aluminija, bakra in
konstantana ve¢ja pri vi§jih temperaturah. OkrajSava za pozitivni temperaturni koeficient je
PTK, za negativnega pa NTK (ang. PTC in NTC).

Primer: Bakreni Zici, ki ma pri 20 °C upornost, 10 ©, bo imela pri 80 °C upornost
R(80°C)=10Q(1+0,0039 K™ - 60K ) =12,34 Q..

SLIKA: Linearna temperaturna odvisnost upora.

Obstaja vrsta elementov, katerim se upornost izrazito spreminja s temperaturo. Tem
elementom pravimo termistorji (ang. thermistor = thermal resistor). Njihova uporaba v
elektrotehniki je zelo pogosta, od merjenja temperature do kompenzacije temperaturnih
lastnosti drugih elementov v vezju, regulacija ampliture, napetosti, alarm, ...

RESISTANCE - TEMPERATURE CHARACTERISTICS
T T

[l PLATINUM RTD
(100 OHMS AT 0°C) |

RESISTAMCE RATIO (RT/RIS" C)

TEMFERATURE ["C}

SLIKA: Upornost NTC termistorja se zmanjsa z viSanjem temperature. Za primerjavo
je na sliki spreminjanje upornosti platine. Vir: katalog firme Murata.
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Nelinearni elementi. Linearni element je samo poenostavitev, ki nam olajsa analizo vezij. V
osnovi so vsi elementi vsaj do doloene mere nelinearni. Za upore navadno smatramo, da so
linearni, ¢eprav poznamo tudi vrsto nelinearnih uporov. Najbolj znan nelinearni element je
prav gotovo dioda. Dioda je obi¢ajno izdelana iz polprevodniskega materiala, ki omogoca
prevajanje v eni smeri, v drugi pa ne. To povzroci izrazito nelinearno karakteristiko, ki jo v
elektrotehniki s pridom uporabljamo. Bolj zapleteni so tranzistorji, ki so elementi z najmanj
tremi kontakti od katerih je en obi¢ajno namenjen za kontrolo prevajanja toka med drugima
kontaktoma.

Pogosto se uporablja graficen nacin za dolo¢anje delovne tocke tudi pri uporabi nelinearnih
elementov. Ce si zamislimo, da priklju¢imo nelinearen element na doloene sponke vezja,
lahko posebej nariSemo karakteristiko vezja brez priklju¢enega elementa, ki bo enaka
Theveninovemu nadomestnemu vezju in dodamo karakteristiko nelinearnega elementa. V
preseciscu je delovna tocka. Pogosto riSemo grafi¢no karakteristiko nelinearnega elementa za
ve€ parametrov, na primer pri bipolarnem tranzistorju za razli¢ne bazne toke, pri MOS

tranzistorju za razli¢ne vrednosti napetosti vrat itd.

Kirchoffova zakona sta sploSno veljavna, tudi za vezja z nelinearnimi elementi. Vecji problem
je pri izraCunavanju, saj je sistem linearnih enacb dosti lazje resiti od nelinearnega. Pri
slednjem se moramo posluziti numeri¢nih metod, pa Se v tem primeru ni uspeh zagotovljen.
Povzetek:

1) Razlozi Theveninov in Nortonov stavek.

Med poljubnima dvema sponakama linearnega vezja lahko vezje nadomestimo z realnim
napetostnim (Thevenimovim) ali realnim tokovnim (Nortonovim) virom.

2) Kako dolo¢imo Theveninovo napetost in upornost?
Theveninova napetost je napetost odprtih sponk med katerima zelimo nadomestiti vezje z
Theveninovim. Theveninova upornost je notranja upornost med sponkama, pri cemer
napetostne vire kratko sklenemo, tokovne pa odklopimo (odprte splonke) od vezja.

3) Kako dolo¢imo Nortonov tok generatorija in upornost?
Tok generatorja je tok kratkega stika med sponkama vezja. Upornost Nortonovega
nadomestnega vezja dolo¢imo enako kot upornost Thevenina. Torej sta ti upornosti enaki: Ry
= RT.

3) Ali velja povezava med Nortonovim in Theveninovim nadomestnim vezjem?

Obstaja. Velja Ry = Rr, patudi U,, =R, .

4) Kako dolo¢imo maksimalno mo¢ na bremenu s pomoc¢jo Thevenina?
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Breme odklopimo iz vezja in izraCunamo Theveninovo nadomestno napetost in upornost.
Moc¢ na bremenu bo maksimalna, ko bo R, = R, . Tedaj bo maksimalna mo¢ na bremenu
2
P — UTh
max 4 Rb :

5) Kdaj velja, da je breme prilagojeno na vir?

Ko je na bremenu (prenesena) maksimalna moc.
6) Razlozi stavek Tellegena.

Stavek Tellegena pove, da je mo¢ generatorjev v vezju enaka moci bremen.
7) Kako je definiran izkoristek vezja?

Izkoristek vezja definiramo kot kvocient moci na bremenu in moc¢i vira (virov)

_5
n=-

g

8) Razlozi razliko med izkoristkom vezja in maksimalno mocjo. Kdaj je izkoristek
najvecji in kdaj je mo¢ maksimalna? KolikSen je izkoristek pri maksimalni moci?

Izkoristek na bremenu se ve€a z upornostjo bremena, moc€ pa je najvecja tedaj, ko je
bremenska upornost enaka upornosti Thevenina. Pri maksimalni moc¢i je izkoristek vezja
50%.
9) Zapisite enacbo za napetost neobremenjenega napetostnega delilnika. (glej tekst)
10) Razlozite razliko med obremenjenim in neobremenjenim napetostnim delilnikom.
11) Razlozite uporabo potenciometra kot napetostnega delilnika. (glej tekst)

12) Weatstonov mostic¢ek: uravnotezen in neuravnotezen, uporaba.

13) Opisite temperaturne lastnosti uporov. Kaj je to pozitivni ali negativni temperaturni
koeficient. ZapiSite enacbo.
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5. Naboj in tok

Kljub temu, da so bili elektri¢ni efekti znani ze dolgo Casa, pa so osnovne ugotovitve, ki jih
poznamo o naravi elektrike resni¢no dognane Sele v prejSnjem stoletju. Znani ameriski politik
pa tudi znanstvenik Benjamin Franklin je bil prvi,
ki je predlagal osnovna poimenovanja, kot jih
poznamo danes. Predlagal je, da lahko ene naboje
poimenujemo pozitivne, druge pa negativne (prej
so jih poimenovali vitreus in resinous). Dandanes
poznamo zgradbo atomov: jedro iz neutronov in
pozitronov in oblak elektronov. V osnovi je atom
neutralen, z enakim Stevilom elektronov in
protonov, neutroni pa nimajo naboja.
Pomanjkanje ali presezek elektronov v atomu (in
tudi molekuli) predstavimo kot presezek
pozitivnega ali negativnega naboja. Take atome
(molekule) imenujemo ioni.

Naboj je kvantiziran. Najmanjsi naboj je naboj
elektrona, ki je O, =—1,609-10" C . Naboj

SLIKA: Benjamin Franklin (1706-1790) je bil izjemen

protona je enako velik samo nasprotnega politik (pisec ameriske ustave) pa tudi znanstvenik. Prvi
predznaka — pozitivnega. Naboj 10 nC torej je lo¢il naboje na pozitivne in negativne, izumil izraze
predstavlja pomanjkanje baterija, naboj, prevodnik, pozitivni in negativni naboj

itd. Najbolj znan (in tudi nevaren) je njegov dokaz, da je
strela elektri¢en pojav z eksperimentom z zmajem, ki se
ob dezju namo¢i in postane prevoden. Ob strelah se del

(Naboj = elektrina. Vcasih za naboj uporabimo toka razelektritve prenese preko zmaja na zemljo. Iz teh

tudi izraz elektrina. To je ekvivalenten izraz.) raziskav sledi njegov izum strelovoda.

10 nC/1,609 10 C = 62-10° elektronov.

Protoni so mo¢no vezani na jedro atoma, medtem ko elektroni krozijo okoli jedra v t.i.
orbitalah. Elektroni, ki krozijo na zunanjih orbitalah (bolj oddaljenih od jedra) imajo manjSo
privla¢no silo v smeri jedra in se v doloCenih primerih lahko »odlepijo« od atoma. To se
posebno pogosto zgodi v prevodnikih, kjer so ob dokaj trdni vezi med atomi (kovalentni)
doloceni elektroni zelo Sibko vezani na jedro in lahko »potujejo« med atomi. Za tako
potovanje pa seveda morajo imeti »razlog«. Razlog za premikanje je elektri¢na sila med
naboji.

In kaksna je ta sila? Z eksperimenti se je potrdilo, da je sila med naboji z nasprotnim
predznakom privlacna, sila med naboji istega predznaka pa je odbojna.

V doloéenih primerih ni tezko doseéi lo¢itve nabojev. Ze z drgnjenje oblaéil lahko doseZemo
lo¢itev nabojev. V doloc¢enih primerih to lo¢itev tudi zacutimo. Na primer ob iskri, ki preskoci
med prstom in karoserijo avta, ko pride do razelektritve nabojev. Ali pa kot iskrice pri
slaenju obleke iz umetnih materialov. Ali pa pri hoji, ko s ¢evlji drgnemo po tleh. Naboj
cutimo tudi na televizijskem zaslonu, ki se ob uporabi naelektri in privlac¢i delcke iz zraka
(povzroca umazanijo). Elektritve in razelektritve opazimo tudi v naravi. Najbolj impozantna
razelektritev je pojav strele, ko se velika napetost med naelektrenimi oblaki in nasprotno
naelektreno zemljo odrazi v moc¢ni razelektritvi. Tudi arkti¢ni sij (aurora borealis) je posledica
delovanja naelktrenih delcev — tokrat tistih, ki priletijo izven nasega ozracja.
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Zakon o ohranitvi naboja. Kako pa nastaja naboj? Ugotovitve kaZejo, da naboj niti ne more
1z ni€ nastati niti se ga ne da izniciti. To dejstvo opiSemo kot zakon o ohranitvi naboja, ki
je fundamentalen zakon. Pravi, da je v izoliranem sistemu vsota vseh nabojev konstantna.

Z 0, oy konst

¢ izoliranega
sistema

Ce je konstanta (vsota nabojev) pozitivna, govorimo o presezku pozitivnih nabojev, &e je
negativna o presezku negativnih nabojev, ¢e pa je enaka ni€ je sistem nevtralen (ima enako
Stevilo pozitivnih in negativnih nabojev). Pri vseh prej omenjenih primerih razelektritve in
naelektritve gre torej za prerazporejanje naboja, ne more pa naboj nastati »iz ni¢« niti ne more
»izginiti«. V tem smislu lahko reCemo, da je neunicljiv. Fizikalno — matemati¢no recemo, da
je relativistina invarianta, je koli¢ina, ki se ne spremeni tudi Ce se sistem giblje s hitrostjo

blizu svetlobne. (To pa ne drZi za maso, ki se ob velikih hitrostih spreminja v skladu z znano povezavo med
maso in energijo delcev (Einstein). Torej za maso ne moremo trditi, da velja zakon o ohranitvi mase. Ta velja le,
Ce so hitrosti sistema majhne v primerjavi s svetlobno hitrostjo. Kar pa zelo pogosto drzi.)

Primer: Vzemimo izoliran sistem v katerem imamo tri telesa. Dve nevtralni, na enem
pa je presezek pozitivnega naboja 10 mC. Ob stiku teh treh teles se prenese 5 mC na
eno, 2 mC pa na drugo telo. Koliko naboja je ostalo na prvotno naelektrenem telesu?
V skladu z zakonom o ohranitvi naboja mora veljati

0,+0,+0,=10mC,
tako pred stikom teles kot po stiku. Po stiku teles je O, =5mC, O, =2mC iz ¢esar
sledi 0, =10mC-(Q, +0,)=3mC.

V neposredni povezavi z zakonom o ohranitvi naboja je tudi kontinuitetna enacba, ki opisuje
povezavo med elektricnim tokom in nabojem.

Tok kot ¢asovna sprememba naboja (kontinuitetna enacba)

Gibanje nabojev smo poimenovali kot elektri¢ni tok. Kdaj je tok vecji? Tedaj, ko je hitrost
spremembe naboja na opazovanem delu ve¢ja. Matematicno to zapiSemo kot

i= AQ — Q(tz)_Q(tl)
At t,—t, |

Zgornji zapis je ustrezen, e se naboj linearno spreminja s ¢asom. Ce se na primer naboj na
e . . .. 12 . .
pozitivni elektrodi akumulatorja spreminja kot QO(¢) = Q, —Wct , kjer je Qp poljubna vrednost
S

naboja ob ¢asu 7 = 0. Vzemimo poljubni ¢as 1 s in 2 s in poglejmo, kolikSen tok tece v tem
Casu:

12C 12¢C
Qo—2S-(Qo—‘15J
2 0)-0() _ =" 10s 10s J)__12C_ 1A,

t,—t 2s—1s 10s

Izberemo lahko poljubno dva razli¢na ¢asovna trenutka in rezultat bo enak. Ce pa se velikost
naboja spreminja po neki poljubni funkciji, ki ni linearna, bomo lahko dobili razli¢ne
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vrednosti odvisno od ¢asov, ki si jih izberemo. Zvezo med tokom in nabojem moramo
popraviti tako, da bo rezultat vrednosti toka enoli¢en neodvisno od izbire dveh razli¢nih
casovnih trenutkov. Idealni matemati¢ni okvir za to nam ponuja koncept odvoda, ki je
definiran kot limita diferenc, ko gre 4t — 0.
i(t)= limﬂzd—g.

a0 At dt
Grafic¢no si lahko odvod predstavljamo kot naklon premice na krivuljo, ki jo predstavlja naboj
kot funkcija Casa.

SLIKA: Spreminjanje naboja na dolo¢enem objektu in tok kot naklon na krivuljo.

I I I I
5 10 15 20

SLIKA: Naboj (modra polna ¢rta) in tok (rdeca ¢rtkana ¢rta) kot odvod toka. Odvod je
najvedji tedaj, ko je naklon na modro krivuljo najvecji. Odvod (tok) je enak ni¢, ko se
naboj ne spreminja s ¢asom ali ko ima maksimum ali minimum. Tedaj je naklon enak
nic.

Po dogovoru je s pozitivnim predznakom definiran tok, ki je v smeri »opazovanega« naboja:
) d
lv smeri =+ Q .
dt

Ce je tok vezan na smer stran od opazovanega naboja, je potrebno uporabiti negativni
redznak:

i, == a0
stran dt °

Gre seveda za isti tok, le da ga enkrat dolo€amo glede na naboj na eni ,drugic pa drugi strani

glede na smer toka.
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SLIKA: Razlaga predznaka pri zvezi med nabojem in tokom.

Primer: Ob naelektritvi se naboj na pozitivni elektrodi kondenzatorja spreminja kot

t

o@)=5 (1 —e 105 J mC . Dolo¢imo tok naelektritve, ¢e smer toka oznacimo v smeri

pozitivne elektrode.
Glede na oznacitev moramo uporabiti enacbo

i=i,.. _49 _d| ol |mc :—SeWSmc-(—L):o,SewSmA.
elAektrode d t d t 1 O S

Pozitivni rezultat pomeni, da tece v smeri pozitivne elektrode pozitivni naboj.

0.2

Q/c
1A

| I | I I | 1 0
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t/s

SLIKA: Elektrenje kondenzatorja. Naboj (modra polna ¢rta) eksponentno narasc¢a proti
vrednosti 5 mC, tok pa je v zacetku najvecji in se s Casom manjsa proti nic.

Naboj kot integral toka.

do

Vzamemo enacbo i = o pomnoZzimo z dt in dobimo i-dt =dQ . Z integracijo na obeh
t
straneh enacbe dobimo

o) .
Q= j dQ=J.Oi-dt,torej

0

Q:jo’i-dz.

Primer: Ali dejansko dobimo nazaj rezultat za naboj na elektrodi iz prejSnjega primera,
¢e integriramo tok? Velja
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O=[i-dt=[0,5¢ "mA-dt=0,5mA(-10s)e ™
0

:5(1—6105ij.
0

Primer: Preverimo Se primer, ko smo imeli na elektrodah spremembo naboja
o) =0, —%jt in smo izracunali, da tee v smeri elektrode tok — 1,2 A.
S

Ce sedaj iz toka ra¢unamo naboj dobimo
Q(t):joti-dt:I;(—1,2A)-dt:—1,2Ajotdt:—l,2A-t.

Ugotovimo, da se v tem primeru rezultat razlikuje za konstanto Q. Bolj splosno bi

o0
morali zapisati J. dQ = .[Oti-dt =-1,2A-t in Q(t)=Q,—-1,2A¢.

%
Fizikalna slika: Ugotovimo, da se mnozina pozitivnega naboja na telesu zmanjSuje, ko
teCe na telo negativen tok. Ce upostevamo, da je naboj, ki se »pretaka« v prevodnikih,
posledica premikanja elektronov (ki imajo negativen naboj), potem lahko ugotovimo,
da v smeri elektrode potujejo elektroni in zmanjSujejo koncentracijo pozitivnega
naboja.

Konstanten tok. Ob konstantnem toku velja linearna zveza med nabojem in tokom

T
O=| 1,-dt=1,T|

To zvezo poznamo Ze iz srednjesolske fizike: naboj je produkt toka in ¢asa. Ugotovimo lahko
omejeno veljavnost zapisa O =i-¢, saj velja le za konstatne toke.

Fizikalni pomen integracije:

Integracija pomeni seStevanje infinitezimalno majhnih kos¢kov povrsine. V nasem primeru
seStevamo produkt toka in malih delov ¢asa. Naboj je torej enak povrsini pod i-¢ krivuljo.
Enacba velja, Ce je tok konstanten, ¢e pa ni, je potrebno uporabiti integralni racun.

NABOJ /Q

4000

N
=
S
S

0

200

TOK /A

-200

f . . . . . . . .
10 20 30 40 50 60 70 8 90 100
EAS /s

SLIKA: Tok (zelena ¢rtkana ¢rta) in naboj kot integral toka (modra polna ¢rta.)
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200 5

% Matlabo ukazi
a=30;b=30;c=40
______ \ f=[2*ones(1,a),0*ones(1,b),-5*ones(1,c)]

< 3 x=[1:1:(at+b+c)]

2 7 TTTTTT ' E

e : plotyy(x,cumsum(f),x,f)
: figure
1

plotyy(x,cumsum(cumsum(f)),x,cumsum(f))

— 5
80 100

S -

-200
0

20 40

(o2

SLIKA: Naboj (modra polna ¢rta) in tok kot odvod toka (zelena ¢rtkana ¢rta).

V povezavi z zakonom o ohranitvi energije je tudi 1. Kirchoffov zakon, ki pravi, da je vsota
vseh tokov v spojisce enaka ni¢. Na primeru poglejmo, ¢e je spoSno veljaven:

Primer: Ob trenutku ¢ = 0 s za¢ne teci tok 10 A v dolo¢eno neutralno obmocje, iz njega pa
obenem zacne izstopati tok 5 A. Dolo¢imo koli¢ino naboja v tem obmoc¢ju ob ¢asu ¢ =2 s.

2s
Naboj, ki se nakopici ob ¢asu 2 s zaradi toka 10 A je O, = I idt =10A.2s =20As,
0

izstopajoCega naboja zaradi toka 5 A stran od obmocja (ali tudi -5 A v to obmocje) pa je
2s

0, = .[ i,dt =—=5A-2s=—-10As. Vsota je 10 As. V zacetku je bilo obmo¢je neutralno, po

0
dveh sekundah pa je bilo v njem 10 C naboja. Ali zakon o ohranitvi naboja ne velja za to

obmocje?
Za to obmocje ne velja zakon o ohranitvi naboja, ker ne gre za izoliran sistem. Da bi
dobili izoliran sistem, moramo upostevati Se »rezervoar, od koder s tokom 10 A prihajajo

naboji in rezervoar kamor s tokom —SA odhajajo naboji. Ce bi to upostevali, bi bila vsota
nabojev v takem sistemu konstantna.

SLIKA: Neizoliran in izoliran sistem.
Ugotovili smo, da se v dolo¢enem obmocju lahko naboj kopici, torej ni nujno, da bo tok, ki v
to obmocje vstopa enak izstopajo¢emu toku. Da bi bil Kirchoffov zakon veljaven, mora
veljati, da tokovi vstopajo in izstopajo v izoliran sistem, torej sistem, kjer se naboj ne kopici.

Vprasanja:

1) Kolik$na je najmanjSa vrednost naboja?
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2)
3)
4)
5)

6)
7)
8)

Kaksno lastnost manifestirajo elektri¢ni naboji?
Kaj »pravi« zakon o ohranitvi naboja?
Kaksna je zveza med tokom in nabojem — kontinuitetna enacba?

Kdaj velja i = +d—Q inkdaj i = —d—Q?

dt dt
V katerem primeru lahko korektno uporabimo zvezo Q =i.t ?
Skiciraj poljubno obliko toka in temu ustrezen naboj. UpoStevaj predznake.
Skiciraj poljubno obliko spremembe naboja in temu ustrezen tok. Upostevaj
predznake.

V nadaljevanju:

Da telesa naelektrimo potrebujemo doloc¢eno silo. Lahko to silo ustvarimo sami, recimo z
drgnjenjem dveh teles (triboelektrika), z vrtenjem elektrostati¢nega ali pa kar pravega
generatorja, lahko uporabimo Ze lo¢ene naboje v baterijah itd, lahko pa so telesa naelektrena
ze zaradi sil, ki delujejo v naravi. V nadaljevanju se bomo sprasevali, kako lo€iti naboje in
kako dolo¢iti (izracunati, izmeriti) elektricne sile med dvema ali ve¢ naelektrenimi telesi.
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6. Sila na to¢kaste naboje

Ugotovili smo, da med naboji deluje sila, ki je odbojna za enako predznacene in privlacna za
nasprotno predznacene naboje.

SLIKA: Odbojna in privla¢na sila med naboji.

Osnovno zakonitost je s pomocjo eksperimenta s

kjer je k£ doloc¢ena konstanta in je odvisna od tega, kaj
izberemo za osnovno enoto. V sistemu merskih enot, ki je
v veljavi dandanes (SI), velja

torzijsko tehtnico dognal Charles Augustin de Coulomb. e
Ugotovil je, da je sila med dvema naelektrenima - I g '?
krogljicama proporcionalna produktu nabojev in inverzno X . .
proporcionalna kvadratu razdalje med krogljicama. . -
Matematic¢no to zapiSemo kot (R~ \1/
_ Qle -
F=k | '-1‘
e f 3

V.m SLIKA: Coulombova torzijska
in je enaka k=9-10’ . tehtnica s katero je izvajal
nE, 'S poskuse in ugotovil povezavo
& imenujemo dielektricna konstanta vakuuma in je enaka  med nabojem in silo.

£, =8,854-10"" F/m . V bistvu je zrak obnasa podobno

kot vakuum, zato omenjen zakon dovolj dobro drzi tudi v zra¢ni atmosferi.

Da bi bila enacba tocna morata biti krogljici ¢im manjsi. Eksaktno enacba velja le za tako
imenovane to¢kaste elektrine. To je ¢ista matemati¢na formulacija, saj tockastih nabojev v
naravi ni. Se tako majhen naboj ima dolo¢en polmer, ¢etudi majhen. Je pa koncept tockaste
elektrine (tockastega naboja) zelo pomemben v elektrotehniki in z njegovo pomocjo
izpeljemo izraze za silo med naelektrenimi telesi.

Primer: Dolo¢imo elektricno silo med dvema tockastima nabojema Q) =2 uC in Q» =

5 uC, ki sta oddaljena za 1 cm.

Sila je F =k 222 2 g.1or LM 2HC OHE
r A-s (0,01m)

Iz rezultata lahko ugotovimo, da smo enoto N(ewton) kar pripisali, saj bi po izvajanju

morala biti enota za silo VAs/m. To tudi je ekvivalentna enota za moc, le da je bolj

obi¢ajno, da moc¢ izrazimo z enoto iz mehanike, newtnom.

=900N .
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Izracun sile med naboji je torej preprost. Potrebno pa je poudariti, da je sila vektorska
veli€ina, saj ima poleg velikosti tudi smer. Kot smo Ze omenili, je smer sile taka, da se enako
naznacena naboja odbijata, nasprotno naznacena pa privlacita. To pravilo moramo le Se
zapisati v matemati¢ni obliki in ga upostevati pri izracunu sile. Pri tem si pomagamo z
vektorskim ra¢unom, kjer silo predstavimo kot vektor, prav tako pa tudi razdalje do tock, kjer
se naboji nahajajo.

Imejmo tockasta naboja Q; in (s, ki se nahajata v tockah 7 in 7>, kjer je tocka 7' doloCena s
koordinatami (xy, yi, z1) in 1> z (X2, y2, 2z2). Vektor iz koordinatnega izhodisca do tocke T
ozna¢imo z 7, in ima komponente (x1, y1, z1) ter 7, s komponentami (x2, y», z2).

Med tockama T in 75 zapiSemo vektor 7,, =7, —7, kar je s komponentami enako
rn,=hKH—-1n=(x,—-x,Y,—Y,2,—2). Dabi izracunali vektor sile, moramo vrednosti,

90,

2
r

in sicer tako, da bo velikost tega vektorja enaka 1. To pa dobimo tako, da vektor delimo z
njegovo absolutno vrednostjo (amplitudo). Ta vektor imenujemo enotski vektor in ga dobimo
kot

doloceni z enacbo F =k , dodati smer. Smer sile bo v smeri vektorja 7,

Sila med toCkastima nabojema Q) in O, zapisana v vektorski obliki je

s _p__1 00

0. =Fn

= > ¢, | To enacbo imenujemo Coulombov zakon.
dne, 1,

Zapisana sila je sila na naboj 0», ¢e pa Zelimo izraziti silo na naboj Q) moramo obrniti vektor
7, oziroma upoStevati F, =—F,,.

SLIKA: Sila med nabojema Q; in Q,.

Primer: Dolo¢imo elektri¢no silo med tockastima nabojema Q; =2 uC in Q, =-5 pC.
0 se nahaja v tocki 77(1,0,2)cm, naboj O, pa v tocki 75(2,3,1)cm.

ZapiSimo tocki z vektorjema 7 in 7, ter tvorimo vektor

F,=(2-1,3-0,1-2)cm = (1,3,—1)cm . Enotski vektor dobimo tako, da delimo vektor
z njegovo absolutno vrednostjo.

7| =12 +3* +(=1)*cm=+/1Tcm

in
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_ _h, _(13,-Dem _ (1,3,-1)

- |’712| \/ﬁcm \/ﬁ

Sila na naboj Q; je torej
Fo_p o L 00 _ 1 2uC-(=5u0) (13-

—F,=——=2p

2

7R 4ne k2™ 4meg,  1lem’ J11
o V-m 107" As (1,3,-1)
=-9-10 —
11-10*m* 11
Rezultat je negativen, torej sila kaZze v nasprotno smer kot vektor 7, , kar je seveda

=-24,7-(1,3,-1)N

pravilno, saj sta naboja nasprotnega predznaka in se torej privlacita. Kolik$na je
komponenta sile v smeri dolo¢ene 0si? PomnoZzimo komponente z 24,7 in dobimo:

F,=-24,7N-¢ +74N-¢,+24,7N-¢,

Superpozicija sil. Kaj pa ¢e imamo tri ali ve¢ nabojev? Kako dolo¢imo silo na dolo¢en
naboj? Dolo¢imo jo preprosto s seStevanjem posameznih prispevkov sil. Matematic¢no temu
reCemo superpozicija in princip seStevanja sil kot superpozicija sil. Sila na Q; bi torej bila
enaka vsoti sil med nabojema Q) in O,, O; in O3, Q) in Q4 itd.

£y =

F,

+F

+F 00 T

0,-0 " Yo,-0
Primer: Poleg nabojev Q; in 0 iz gornjega primera imamo $e naboj O3 = 3 uC, ki se
nahaja na mestu 73(2,3,-3)cm. Dolocite skupno silo na naboj Q.

Silo med nabojema Qs in O, je nekoliko lazje izraunati, saj je razdalja med nabojema
1 cm (razlika samo v smeri z osi), ker je en naboj pozitiven drugi pa negativen, bo sila
na Q3 v smeri naboja 0, torej v smeri —z osi. Rezultat bo torej

1 Q3Q2é _ 1 |3HC'(_5MC)|(_5):
4ne, 1, T 4dmng, (4em)’ :

-12
o Vo 1f61?04Azséz =-8438-2.N
: m

Skupni sestevek je
F,=F,=-24,7N-¢, +74N-e,+59,675N-e. .

Fszz

=-9.10

Vprasanja:

1)
2)
3)

4)
5)
6)

Kdaj je sila med dvema nabojema odbojna in kdaj je privlacna?

Razlozi Coulombov zakon.

Kako dolo¢imo razdaljo med dvema nabojema, ¢e sta mesti nabojev podani s
koordinatami?

Kako tvorimo enotski vektor?

Zapisite vektor sile med nabojema.

Kako ra¢unamo silo na naboj v okolici ve¢ nabojev?
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7. Elektri¢na poljska jakost

Pojem elektricne poljske jakosti je en najpomembnejSih konceptov v elektrotehniki. V osnovi
abstrakten pojem se bo kasneje izkazal kot klju¢en za doloCanje napetosti in energije.
Elektri¢na poljska jakost je definirana kot sila normirana na enoto naboja, matemati¢no

E=L]
0

Elektri¢no poljsko jakost v poljubni tocki v prostoru dolocimo tako, da v to tocko postavimo
poskusni (testno) naboj O, in doloc¢imo silo na to elektrino. Nato silo delimo s poskusnim
nabojem Q;, in dobimo elektri¢no poljsko jakost.

Elektri¢na poljska jakost na oddaljenosti » od naboja Q je torej enaka

Primer: Dolo¢imo elektri¢no poljsko jakost v koordinatnem izhodiscu (0, 0, 0), Ce se v
tocki 77(1,0,2)cm nahaja O; = 2 pC.
Izracuna se lahko lotimo na enak nacin, kot da bi dolocali silo na naboj Q v tocki (0, 0,

0).
4ne, ‘ 4me, Sem’ 45
-6

5.10*'m> /5

Elektri¢na poljska jakost pa je

I FQ 7 7

E,=—=-1,61-10"-(1,0,2)N/C= -1,61-10"-(1,0,2) V/m.
Q

Enota za elektri¢no poljsko jakost je V/m.

Iz primera vidimo, da lahko smer elektri¢ne jakosti dolo¢imo kot smer sile na namisljen
pozitivni naboj. V principu je vseeno, kako velik je ta testni naboj, saj vidimo, da v enacbi
sploh ne nastopa — v enacbi nastopa naboj, ki povzroca silo na testni naboj. Ker je naboj 1 C
zelo veliko naboja, ki ga je (1) nemogoce zbrati v tocki in (2) tak naboj bi vsekakor
predstavljal izrazito veliko silo na okoliske naboje in povzrocil njihovo premaknitev. Bolj
primerna definicija za elektri¢no poljsko jakost bi torej bila, da je to sila na majhen
poskusni naboj, matemati¢no

E:hmi.

200
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V ¢em je potem razlika med silo in elektricno poljsko jakostjo? Pomembna razlika je v tem,
da je mogoce sile dolocati le med naboji, medtem ko je elektriéna poljska jakost definirana
v vsaki tocki v prostoru.

Superpozicija elektri¢nega polja. Kako dolo¢imo elektri¢no poljsko jakost v tocki, ¢e je v
okolici ve¢ nabojev? Enako kot pri sili. V to¢ko postavimo poskusni naboj, izraCunamo silo
na poskusni naboj kot superpozicijo posameznih prispevkov sile ter nato delimo s poskusnim
nabojem. Oziroma, dolo¢imo elektri¢no poljsko jakost za vsak naboj posebaj in vplive
sestejemo.

E=E+E+E+..=) E

SLIKA: Vec nabojev in elektri¢na poljska jakost v tocki kot superpozicija posameznih
polj.

Prikazovanje elektri¢ne poljske jakosti v prostoru. Ker je polje definirano v vsaki tocki
prostora, pomeni, da lahko v vsaki tocki prostora ponazorimo polje z vektorjem, ki kaze smer
in velikost polja v tocki. Obicajno se spoprijaznimo s tem, da riSemo vektorje elektri¢ne
poljske jakosti v dolocenih tockah v prostoru in tako prikazemo vektorsko polje. Druga
moznost je, da prikazujemo velikost polja (vendar ne smeri) z 2D ali 3D prikazom.

004
0035
003
0025

0.015

0 0005 001

SLIKA: 2D in 3D prikaz elektri¢ne poljske jakosti za Stiri naboje. Tri pozitivne in enega
negativnega.

Vprasanja: Definicija elektricne poljske jakosti. Enota. Problem osnovne definicije. Razlika
med silo in elektri¢no poljsko jakostjo. Superpozicija polj.
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8. Porazdelitev naboja

Spoznali smo Ze koncept toCkastega naboja, za katerega pa smo ze rekli, da ga v naravi ni.
Najmanjsi naboj je naboj elektrona, s svojo maso in kvantizirano mnozino naboja. Nadaljnji
problem je, da je naboja obi¢ajno zelo veliko. Ce samo malo podrgnemo, se med telesi
prenesejo milijoni elektronov. Mi pa smo sposobni izracunati silo na nekaj tockastih nabojev.
No, v principu lahko s superpozicijo izracunamo tudi silo med nekaj milijoni nabojev. Kar pa
ni obi¢ajno. Potrebno je najti nek drug nacin obravnave naelektrenih teles. Nasli ga bomo v
konceptu razli¢nih tipov porazdelitve naboja v prostoru. Predpostavili bomo, da je naboj
zaradi velike koli¢ine delcev porazdeljen zvezno. V tem smislu bomo definirali tri nacine
porazdelitve nabojev: volumsko, povrSinsko in linijsko porazdelitev naboja.

Tri nacini porazdelitve naboja:

1) naboj, porazdeljen v volumnu. Govorimo o volumski porazdelitvi naboja, ki jo
opiSemo z gostoto volumske porazdelitve naboja p. Enota je C/m’. Ce je tak naboj
enakomerno porazdeljen po volumnu, lahko gostoto volumskega naboja dolo¢imo kot

0

p= 7 oziroma celotni naboj kot O = p -V . Bolj pogosto je, da ta naboj ni

prozadeljen enakomerno, tedaj velja zveza O = p-V le za en majhen del celotnega
naboja v nekem majhnem volumnu, torej 40 = p- AV in Ce ta delcek limitiramo
(naredimo infinitezimalno majhen), dobimo dQ = p-dV . Celotni naboj dobimo z

integracijo posameznih prispevkov po volumnu: Q = j p-dv.
14

2) naboj, porazdeljen po povrsini. Govorimo o povrSinski porazdelitvi naboja, ki jo
opisemo z gostoto povriinske porazdelitve naboja o. Enota je C/m”. Ce je tak naboj
enakomerno porazdeljen po povrsini, lahko povrsinsko gostoto naboja dolo¢imo kot

0

o= VE oziroma celotni naboj kot O = o - 4. Bolj pogosto je, da ta naboj ni

prozadeljen enakomerno, tedaj velja zveza Q = 0 - Ale za en majhen del celotnega
naboja na neki majhni povrsini, torej AQ = o - A4 1n Ce ta del¢ek limitiramo (naredimo
infinitezimalno majhen), dobimo dQ = o -dA4 . Celotni naboj dobimo z integracijo

posameznih prispevkov po povrsini: QO = IO'- dA.
A

3) naboj, porazdeljen po liniji (zici). Govorimo o linijski porazdelitvi naboja, ki jo
opiSemo z gostoto linijske porazdelitve naboja ¢. Enota je C/m. Ce je tak naboj

Q

enakomerno porazdeljen po liniji, lahko linijsko gostoto naboja dolo€imo kot ¢ = L

oziroma celotni naboj kot O =¢- L . Bolj pogosto je, da ta naboj ni porazdeljen
enakomerno, tedaj velja zveza O = ¢- L le za en majhen del celotnega naboja na neki
majhni razdalji, torej AQ =g - AL in Ce ta del¢ek limitiramo (naredimo infinitezimalno
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majhen), dobimo dQ = ¢q-d! . Celotni naboj dobimo z integracijo posameznih

prispevkov po liniji: O = J-q -dl .
L
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9. Koordinatni sistemi

Zaka) uporabljati vec koordinatnih sistemov, ce nam je kartezicni koordinatni sistem (KKYS)
najbolj poznan in ngjbolj razumljiv? Odgovor je preprost: zato, ker je v dolocenih primerih
izracun mnogo bolj preprost z izbiro drugacnega koordinatnega sistema. Na primer, ce je
naboj porazdeljen po povrsini cilindra. Sama po sebi se ponuja ngjboljSaizbira cilindricni (ali
valjni) koordinatni sistem, itd.

Za koordinatne sisteme, ki jih obravnavamo je znacilno to, da so vse ravnine med sabo
pravokotne. Takim KS recemo ortogonalni.

Tocko v vsakem koordinatnem sistemu dolocimo s presekom treh ravnin. V KKS so to tri
ravnine:

X=X
Y=Y
z=z

Koordinate v KKS dolocatrojcek (x,y,2).

VzdolZ vsake osi lahko dolocimo diferencial dolZine. Dobimo ga z limitiranjem dl = élquyo DL.

V smeri os X jetodx, v smeri 0os Y jedy inv smeri Z jedz V splodnem lahko diferencial
poti v KKS zapiSemo kot vektor:

dl =g dx+edy+edz
di” = (dx,dy, dz) '

Poleg tega bomo v nadaljevanju potrebovali Se (diferencialno) majhne dele povrsinein
volumna. V KKS so diferencialne povrsine kvadrati, recimo dx xdy . Tem diferencialom

pogosto dodamo Se smer, ki kaze v smeri, ki je pravokotna na povrSino. To je smer normale
na povrsino. Kvadratku dx>dy bi torg pripisali smer os Z, itd. V sploSnem diferencial

povrSine lahko zapisemo kot vektor
dA = & dy>dz+8&,dx >xdlz+ &,dx>dly .

Diferencial povrSne v KKS je maakocka s stranicami dx, dy, dz, torg je diferencial
volumna produkt treh diferencialov poti:
dV = dxxdy xdz

Primeri:

Cilindricni (valjni) koordinatni sistem (CKYS). Tocka je dolocena s presekom treh ravnin
r=r

J =l

z=z
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Prvaravninaje plasc valja, drugaje polravnina okoli Z og, ki jo doloca kot fi, tretja pa
ravnina z eno vrednostjo koordinate Z. Koordinate v CK S sestavlja torg trojcek (r ) ,2).

Diferencial poti je
| =6 dr+8 »>dj +&,xdz.
Diferencia povrsine je
dA=¢ x dj xdz+ & xdrxdz+ & xdr > >dj .

Pogosto je potrebno upostevati |e funkcijske spremembe v smeri oS R (rotacijska simetrija),
V tem primeru je diferencial v smeri osi Z dolocen z dA, =2prdr

Diferencial volumnaje
dV =drx xdj xdz.

Primeri:

Primer: Dolocite povr&ino diska z notranjim polmerom 1 cm in zunanjim polmerom 6 cm.
Vzamemo diferencial povrSine, ki kaze v smeri oS Z in zapiSemo dvojni integral

2p 6cm 6cm 2|6em
. r 4 )
P=ardrdj =2p 3rxdr =2p—| =p g6cm)?- (dcm)?H=35p cm?.
oolccm) ! plcr(r? 21cm pg ) )H

Primer: Po povrsini plasca valj avidine 2 m polmera 5 cm se spreminja povrsinska gostota

nabojazizrazom s =si ng—_pC/m Dolocimo povrainsko gostoto naboja.

Uporabimo zvezo Q = ¢ >dA, ki v naSem primeru pomeni
A

R @0 P22 6 6
Q= Oosm P OuC % xdj xdz = 5cm><8- Ccos —_>Q_ uC/m>2m =
&2 &5 g
0,1><4 uC =0,4uC.

Sfericni (krogeljni) koordinatni sistem (SK'S). Tocka je dolocena s presekom treh ravnin
r=r

J =],

i =i,

Prvaravninaje plasc kroglje, druga je povrSina stoZca (kjer je J (theta) kot od Z osi navzdol),
tretja pa polravnina znana iz CKS. Koordinate v SKS sestavlja torgj trojcek (r,J,j ) .

Diferencial poti je
| =6 >dr+8 »>d +& »osind)xdj .
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Diferencial povrsine je
dA:ér x2xan(d)>dd >dj +& xsind)>d] xdr + & > >dr>dJ .

Pogosto je potrebno upodtevati le funkcijske spremembe v smeri 0si R (rotacijska simetrija),
V tem primeru je diferencia v smeri os R dolocen z dA, =4prdr

Diferencia volumnaje
dVv =r2xsin@d)>dr xJ >dj .

Primer: Dolocimo povrsino kroglje polmera R VVamemo diferencial volumna kroglje
dV =r?>sin@d)>dr ©J >dj in gaintegriramo

Rp2p . . r3R p . I12p 4pR3
V =00 >drsin@ ) xd) dj =3 (- cosd))|, % |, ==
000 0
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10. Elektri¢na poljska jakost porazdeljenih
nabojev

Spoznali smo Ze definicijo elektri¢ne poljske jakosti ter enacbo za izracun polja v okolici
toCkastega naboja.

E=é 0 =~ Polje totkastega naboja
4re,r

Nadalje smo ugotovili, da je Stevilo presezkov nabojev pogosto zelo veliko, kar pomeni, da se
ze ob manjSem drgnenju dveh teles prenese med telesi milijone in milijone elektronov. Da bi
izracunali elektri¢no poljsko jakost, ki jo povzrocajo ti elektroni, bi potrebovali mnogo
racunanja, saj bi z upostevanjem superpozicije lahko izracunali prispevek polja vsakega
elektrona posebej in vplive sesteli. Tak nac¢in rac¢unanja bi bil zelo zamuden in neprakticen,
Ceprav v pedagoske namene lahko uporabljamo tudi tak nacin racunanja. Seveda na tak na;;in,
da upostevamo manjse Stevilo delcev. Tipicen primer je program JaCoB (http://jacob.fe.uni-
1j.s1), ki racuna silo med naboji in jih dinami¢no pomika v smeri rezultancne sile.

Y
/

o

SLIKA: Primer izracuna in prikazovanja sil med naboji s programom JaCoB.

Tak nacin izraCunavanj se pogosto uporablja tudi v raziskavah dejstvovanja osnovnih delcev,
kjer pa se uposteva tudi lastnosti trkanja delcev. Te metode imenujemo metode Monte Carlo.

Pri izraCunu elektricne poljske jakosti porazdeljenih nabojev pa pogosto predpostavimo, da je
zaradi velikega Stevila delcev naboj porazdeljen zvezno. Spoznali smo Ze moZnost
predstavitve porazdelitve nabojev kot volumsko, povrsinsko ali linijsko gostoto nabojev. Da
bi dobili ustrezen izraz za izracun polja, ki ga povzroca doloCena porazdelitev naboja, se
najprej posluzimo ideje, da &e velja za tockasti naboj izraz E =é. ) 0
TE,
trdimo, da bo to veljalo tudi za neko malo koli¢ino naboja AQ, ki se nahaja na majhnem

-, potem lahko
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prostoru (majhnem v primerjavi z razdaljo ). V tem smislu bi za del celotnega naboja lahko
dolo¢ili polje, ki ga povzroca:

AE =e¢, 40 >
4re,r

S procesom limitiranja diferenc¢nih vrednosti dobimo izraz za diferencial polja, ki ga povzroca
diferencial naboja:

dE =¢, 49 =
4re,r

Da bi dolocili vpliv vseh delnih vrednosti oz. diferencialov naboja, moramo posamezne
prispevke sesteti, kar v zveznem prostoru predstavlja integracijo:

— dQ _
E= 2 €. |. Izraz za izraCun polja porazdeljenih nabojev
Are,r

I

po vseh
Q-jih

SLIKA: Integracija prispevkov diferencialov naboja za izracun elektri¢ne poljske
jakosti.

Teoreticno lahko na ta nacin dolo¢imo elektri¢no poljsko jakost za poljubno porazdelitev
naboja. Prakti¢no pa smo omejeni s primeri, ko je zapisani integral Se analiti¢no resljiv. V
nasprotnem primeru ham preostane numeriénal'ﬂltegracija vplivov posameznih majhnih delov

celotnega naboja: £ = ZAE- _ Z c 4AQ,- _
T aTE;,

Postopek za dolocitev polja porazdeljenih nabojev. ZapiSimo postopek, po katerem lahko
dolo¢imo elektri¢no poljsko jakost za porazdeljen naboj z uporabo enacbe

E= d0 e :
4re,r

po vseh
Q-jih

1) Naboji, ki povzrocajo polje so porazdeljeni po volumnu, povrsini ali liniji. V tem
smislu bo diferencial naboja enak dQ=p-dV , dQ=0-dA ali dQ=q-dI.

'V praksi imamo na razpolago Se nekaj drugih moZznih nacinov reSevanja, ki jih bomo omenili v nadaljevanju.
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2) Da bi natan¢neje dolocili diferencial volumna, povrSine ali razdalje, moramo naso
naelektreno strukturo umestiti v doloden koordinatni sistem. Ce bo struktura na kateri
se nahaja naboj v obliki zice, bo najbolj primerna uporaba cilindri¢nega koordinatnega
sistema, ¢e bo naboj v volumnu krogle bo primeren sfericni K.S., itd.

3) Glede na izbran koordinatni sistem dolo¢imo ustrezen diferencial. Na primer, e se
naboj spreminja vzdolZ palice, postavljene v osi X, bo dl = edx indQ=q-dx. Ce se
naboj nahaja na povrsini valja, bo potrebno uporabiti izraz dQ = o -dA , pri Cemer bo
dA=r-d¢-dz, itd.

4) Postaviti moramo diferencial naboja na neko poljubno mesto na strukturi in dolo€iti
vektor 7 kot funkcijo koordinat. Vektor 7 je vektor od mesta diferenciala naboja dQ do
tocke, kjer Zelimo izraCunati polje.

5) Zapisemo integral ter dolo¢imo meje integracije. Meje integracije so dolocene s
koordinatami na oseh, ki zajamejo celoten naboj.

6) Resimo integral.

Poisc¢imo elektri¢no poljsko jakost v okolici naelektrenih preprostih struktur, kot so
naelektrena premica, daljica, naelektren prstan, naelektrena ravnina.

Polje naelektrene premice (prema elektrina):

E=e 1
27eyr

Polje naelektrene daljice: (polozene vzdolz Z osi)

B o
E= ey [ &, (sin(e,) —sin(ey)) +@, (sin(er,) —sin(ey)) |

Polje v osi naelektrenega obroca (polmer obroca = a):

_ R q.a.Z
FfF=6 ————
*2¢,(a’ +27)%?

Polje v srediscu naelektrenega prstana (z = 0):

E=e -1
2¢,a

Polje naelektrene ravnine (normala v smeri osi Z):

- _ O
E=e —
2¢,
Primeri
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Elektricna poljska jakost / V/m
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Razdalia / m
SLIKA: Polje v osi naelektrenega obroc¢a. Polmer obroc¢a je 2 cm, na njem je

enakomerno (linijsko) porazdeljen naboj 0,1 nC.

4
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9 T T T T
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0 0.01 0.02 0.03 0.04 005 0.06 0.07 0.08 0.08 0.09 0.1 011 012 013 0.14 0.15 0.16

Razdalja / m Razdalja / m

SLIKA: Primerjava med poljem tockastega naboja in naelektrenega obro¢a. Oba imata enako
velik naboj (0,1 nC, polmer prstana je 2 cm). Levo: polje v blizini obro¢a. Desno: polje v

oddaljenosti od obro¢a.V oddaljenosti od prstana postane izraz E =&, %
TE, "

enakovreden

. = ‘a-z
izrazu E =e¢, q2 TR
2e,(a”+z7)

je razlika velika.

v blizini obroca (razdalja manjsa od nekaj polmerov obroca) pa

x 10°

— TOCKASTI NABOJ
3.51 — PREMI NABOJ 4

2.5 1

Elektricna poljska jakost / V/m
N
1

0.5 1

0
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
Razdalja/ m

SLIKA: Primerjava med poljem to¢kastega in premega naboja. Polje tockastega naboja
upada s kvadratom razdalje (1/r%), polje premega pa z razdaljo (1/r).
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SLIKA: Primerjava med poljem naelektrenega diska in neskon¢ne ravnine z enako
velikim povrSinskim nabojem. Polmer diska je 8 cm. Desna slika kaZe razmerje med
poljem diska in poljem ravnine. Tik ob povrSini je izra¢un ustrezen, na razdalji polmera
diska pa je polje diska 38 % polja ravnine.
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11. Gaussov zakon

V tem poglavju bomo spoznali Gaussov zakon v integralni obliki, ki je v osnovi posledica
Coulombovega zakona, torej dejstva, da polje v okolici tockastega naboja upada s kvadratom
razdalje. Da bi razumeli njegov pomen, se moramo najprej seznaniti s pojmi kot so silnice
polja, pretocne oz. gostotne cevke in elektricni pretok ali fluks.

Elektri¢no poljsko jakost v prostoru lahko prikazemo z vektorji v prostoru. Ce vektorje
povezemo z linijami, le te imenujemo silnice polja. Prikaz s silnicami je zelo primeren in
pogost nacin prikaza polja. (Konceptualno jih je vpeljal Michael Faraday, ki jih je imenoval
lines of force.) Ker so silnice usmerjene v smeri polja, bi po silnici potoval naboj, ¢e bi ga
postavili v polje. Pri tem moramo predpostaviti, da vstavitev tega naboja v polje ne bi
spremenila samega polja, saj bi tak naboj tudi deloval s silo na tiste naboje, ki ustvarjajo polje
v katerem potuje.

SLIKA: Vektorji in silnice polja za prikaz elektricnega polja v prostoru .

Nadalje je potrebno spoznati koncept pretoka elektri¢nega polja skozi neko ploskevée je
polje konstantno, obi¢ajno re¢emo homogeno, in pravokotno na ravno ploskev povrSine A4,
potem je pretok dolocen kot produkt polja in povrSine: E- 4.V nekem smislu JE pretok polja
povezan s koli¢ino naboja iz katerih izhajajo silnice. Na povrSini naelektrenega telesa se
izkaze produkt E - A direktno proporcionalen koli¢ini naboja.

Ce je ravna ploskev postavljena pre¢no na smer homogenega polja, potem je ta pretok enak
nic¢, ¢e pa je pod dolocenim kotom na ploskev, je potrebno upostevati kosinus vmesnega kota,
pri Cemer je to kot med normalo (pravokotnico) na povrsino in smerjo elektricnega polja
E-A-cos(ex). Po definiciji skalarnega produkta lahko to zvezo zapiSemo tudi s skalarnim
produktom vektorja polja in vektorja povrSine, pri Cemer je potrebno ponovno poudariti, da je
smer vektorja povrSine dolofena z normalo na povrSino (smerjo, ki je pravokotna na
povrsino).

Pretok elektri¢nega polja= E - A. (velja za homogeno polje in ravno ploskev)
Primer: Dolo¢imo pretok homogenega elektricnega polja velikosti 5 kV/m, ki je

- 0 o 9 :
usmerjen pod kotom 30" na normalo ravno povrSine dolo¢ene s pravokotnikom
dimenzij 3 x 4 m’.

! Koncept pretoka nekega vektorja skozi dolodeno povrsino je splosen pojem, ki se pogosto uporablja za opis
dolocenih veli¢in.
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Odgovor: Pretok je enak 5kV/m-12m’-cos(30°)=52-10° V-m.

SLIKA: Pretok homogenega elektri¢nega polja skozi ravno povrsino.

Pretok nehomogenega polja skozi neravno povrsino. Kaj pa ¢e polje ni homogeno in/ali ¢e
povrsina skozi katero raCunamo pretok ni ravna? Tedaj bomo dobili pravilni izraz za pretok
na Ze poznan nacin: Najprej zapiSemo pretok za neko diferencno majhno povrsino, na kateri
bi homogenost veljala, torej za E-AA, v limiti pa dobimo diferencial pretoka E-dA, celotni

pretok elektricnega polja pa kot j E-dA.
A

Za poljubno obliko polja in povrsine je pretok elektri¢nega polja dolocen z j E-dA.
A

Tudi pretok elektricnega polja lahko ponazorimo na enak nacin kot ponazarjamo silnice polja
le da sedaj govorimo o gostotnih ali preto¢nih cevkah, silnice pa ponazarjajo le stene
gostotnih cevk. Vecji pretok elektricnega polja dosezemo, ¢e zajamemo vec pretocnih cevk.

SLIKA: Pretok elektricnega polja znotraj gostotnic je Kkonstanten (enako velik na
poljubnem preseku).

Sedaj pa si poglejmo vrednost tega pretoka po celotni - zakljuceni povr$ini. V¢asih ji reCemo
tudi Gaussova povrsina. To pomeni, da nas zanima pretok polja skozi povrSino krogle ali
skozi vseh Sest stranic kocke ali pa¢ poljubne povrSine, ki v celoti zaobjame dolocen objekt.
Pri tem niti ni potrebno, da raCunamo pretok skozi neko povrSino telesa, lahko je to
popolnoma namisljeno (abstraktno) telo. Matematicno integracijo po zakljuceni povrSini
naznacimo s krogcem v sredini simbola integrala:

Pretok polja skozi zakljueno povrsino = 4)177 -dA
A
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Vzemimo kar najpreprostej$i primer, kjer je naboj Q postavljen v srediS¢e sfericnega
koordinatnega sistema in racunamo pretok skozi neko zamisljeno povrSino krogle polmera r:

cJSE“-dZ:T.T @ 2 &rsin®) dodp=—2— g} (~cos(@)| =<
Y 0 o 4mer” Ame, " "o&

Ugotovimo, da je ta integral sorazmeren naboju, ki se nahaja v srediS¢u krogle. Ali je to
nakljucje ali to velja za poljubno postavitev naboja znotraj krogle? Z razmislekom, da lahko
naboj zamaknemo iz srediS¢a koordinatnega sistema, pa se Stevilo pretoCnic, ki sekajo
povrsino krogle, ne spremeni lahko ugotovimo, da je rezultat enak tudi za poljubno postavitev
naboja Q znotraj (namisljene) krogle polmera .

SLIKA: Stevilo preto¢nih cevk, ki sekajo povr§ino namiiljene krogle je enako za
poljubno postavitev naboja znotraj krogle.

SLIKA: Preto¢ne cevke ve¢ nabojev, ki jih zajamemo z namiSljeno povrSino krogle (ali
poljubno zaklju¢eno povrsino).

Ce je nabojev znotraj zakljuéene povrsine veé lahko pisemo:

Q ZQI znotraj A
=2 4=

1

SEE-dEzstl-dZ+g§EZ-d2+----:§—:+ 2

Kaj pa naboji, ki se nahajajo zunaj krogle? Ugotovimo lahko, da sicer povzrocajo polje na
povrsini krogle, vendar je pretok polja v kroglo enako veliko pretoku polja iz krogle.
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SLIKA: Pretok polja skozi zaklju¢eno povrsino v Kateri ni nabojev je enak ni¢. Ce se v
zunanji okolici povrSine nahajajo naboji, je pretok polja, ki vstopa v prostor enak
pretoku polja, Ki izstopa iz tega prostora.

Torej: Pretok elektri¢ne poljske jakost skozi sklenjeno (zakljuceno) povrSino je enak
zaobjetemu naboju (algebrajski vsoti nabojev) deljeno z &,. Ta zapis imenujemo

Gaussov zakon.

@E -dA= Ouma o . Gaussov zakon
A

)

Pomen Gaussovega zakona:

1)
2)
3)

4)

Ugotavlja izvornost elektricnega polja. Elektricno polje izvira iz pozitivnih nabojev in
ponira na negativnih.

Omogoca izra¢un naboja v dolo¢enem prostoru ob poznavanju elektricnega polja na
mejah tega prostora.

Omogoca izracun elektri¢nega polja v primeru simetri¢ne porazdelitve naboja. V
tem primeru namrec€ polje ni funkcija spremenljivk integracije.

Gaussov zakon smo spoznali v t.i. integralni obliki. Zapisan je namre¢ z integralom in
velja po doloceni povrSini. Poznamo tudi zapis Gaussovega stavka v diferencialni obliki,
ki definira povezavo med elektricnim poljem in nabojem (gostoto naboja) v tocki v
prostoru. Ta zakon je en od osnovnih zakonov, ki opisujejo naravo elektricnega polja.
Gaussov zakon je znan tudi kot ena od Stirih Maxwellovih enacb, ki v celoti opisujejo
elektromagnetne pojave.

Primeri izracunov z uporabo Gaussovega zakona:

Primer: Krogla polmera R ima enakomerno volumsko porazdelitev naboja. Dolo¢imo
elektricno poljsko jakost znotraj in zunaj krogle.
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12. Delo in energija elektrostati¢nega polja

V srednjesolski fiziki je veljalo, da je delo enako produktu sile in dolzine poti, torej, ¢e vzdolz
poti dolzine / deluje sila F, le ta opravi delo 4= F-1. Ce torej potiskamo voziéek v smeri poti
dolzine 5 m s silo 100 N opravimo delo 500 N-m ali 500 J. Kaj pa, ¢e vozicek potiskamo s
silo 100 N v smeri, ki je pod kotom 60° na smer poti? V tem primeru moramo upostevati le
tisto komponento sile, ki deluje v smeri poti. Delo je torejA4=F-I-cos(ax)=100

N-5m-cos(60°)

= 250 J. Ugotovimo, da je za izraCun dela primerna uporaba skalarnega
produkta A=F-1.

SLIKA: Premikanje vozi¢ka s kostantno silo a) v smeri poti in b) pod kotom 30° na smer
poti.

Kaj pa drugi del sile? Ta sila je usmerjena pravokotno na smer poti in ima za posledico trenje
po ploskvi. In koliko energije potrebujemo za premik na poti 5 m? En del te energije je o¢itno
delo 250 J, ki se odraza v spremembi kineticne energije vozicka, drug del energije pa
potrebujemo za premagovanje sile trenja. Za tocen izracun bi torej morali poznati Se energijo,
ki se porabi pri trenju vozicka s podlago.

Delo pri poljubni smeri in velikosti sile in poti. Kaj pa Ce sila ni konstantna na poti in poleg
tega ne deluje vedno v isti smeri glede na pot? Potem lahko zapisemo delo le za en mali
(diferencni) odsek, da dobimo tisti del sile, ki deluje v smeri poti pa uporabimo skalarni
produkt. Diferenéni del sile na poti Al je torej A4 =F - Al . Z limitiranjem dobimo iz diferenc
diferencial: dA=F-dl , celotno delo pa je seveda integracija po poti od zadetne tocke do
koncne tocke:

A:jdA:jF-di.
L

SLIKA: Delo sil po poljubni poti.

Delo elektri¢ne sile. Kako pa izracunamo delo elektri¢nih sil (4.) na naboje? Na popolnoma
enak na¢in. Upostevamo, da je sila na naboj v elektricnem polju enaka F =Q-E , torej bo
delo za premik naboja v elektri¢nem polju iz tocke 7' v tocko 7> enako
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A=A, :TfQE-dZ:QTfE-dZ.

i 7

1. Primer: Vzemimo dva pozitivna naboja oddaljena za 1 cm z mnozino naboja 10 nC.
Koliko dela opravi naboj (zunanji vir) za premik na polovi¢no razdaljo?
Odgovor: naboja postavimo vzdolz X osi, desni naboj se premakne za razdaljo 0,5 cm

Q

v levo. Na desni naboj deluje elektri¢no polje E = ————e¢_, dl pa je usmerjen v
4re,(lcm)

smeri — X osi‘.:|

SLIKA: Razlaga pozitivhega podznaka pri diferencialu poti.

Delo je:

T, x,=0,5cm 2 0,5¢m
— o 1
4,=[QE-di=0 | Le-(exdx):%(——j -
0

47[80 (x)z ’ X lem

T x;=lem

2 2
S R ) L1 :—9-109-£(10-10‘9C)2-102m'1:—9-10‘5J
4re, Am

dre, \ x, x 0,5cm lem

Dobljen rezultat je negativen, kar pomeni, da je morala biti neka zunanja sila (4,), ki je
opravila to delo. Veljati torej mora:

A +A4,=0|

2. Primer: Doloc¢imo delo za premik desnega naboja v desno za 0,5 cm. Rezultat je

T, x,=1,5¢cm 2 1,5cm
- o 1
4,=[QE-dl = | 0 -(exdx):4§g (——j -

T 0

47[80()(:)2 ’ X lem

x;=lem

2 2
S R ) ( N ]:9-109-£(10-10"9C)2-1102m'1:3-10"5J
dre, \ x, x 4re,\ L,S5cm  Iem Am 3

Rezultat je pozitiven, saj polje opravi delo 30 wJ: delec se premakne v drugo tocko pod
vplivom elektri¢ne sile.

3. primer: Izracunajmo delo za enak premik kot v prejSnjem primeru le po drugi poti.
Izberimo to pot tako, da bo §la najprej v smeri kota za 45°, nato v smeri radija do r =
2,5 cm in nato nazaj za kot 45° do konéne tocke.

! Kljub temu, da je d/ usmerjen v smeri —X osi ni njegova vrednost —éxdx , pac pa

dl =—é (x—(x+dx))=e¢,.
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Ugotovimo lahko, da je v smeri kota (dl = e,rd¢ ) polje enako ni¢, saj je polje v vsaki

to¢ki usmerjeno radialno. Torej je produkt integracije E - dl v smeri kota enak ni¢ in je
rezultat enak kot prej. Ugotovimo lahko, da je rezultat neodvisen od smeri integracije.

Delo po zakljuceni poti. Ker je rezultat integracije polja neodvisen od poti lahko vzamemo

dve poljubni poti in zapiSemo jE-df = I E-dl , integracija v nasprotni smeri pa bi
L L,

spremenila predznak integralu .[ E-dl = I E-d :—J.E dl .

-1 L

SLIKA: Delo od tocke T1 do tocke T2 po poti L1 in poti L2 je enako.

Integracija polja po zaklju€eni poti bo torej:

o
)
S
1]

—
)
S
1]

~e
)
Nl
—_—
_l.\'—.

4—jEdi:
L

Prisli smo do pomembnega rezultata, da je krivuljni integral elektri¢ne poljske jakosti po
poljubni zakljudeni zanki enak nic¢:

gSE-di:o
L

Pri tem je potrebno biti previden, saj smo doslej obravnavali le elektrostaticno polje, torej
tako, ki se s Casom ne spreminja. Zgornji zapis je torej to€en le za elektrostati¢ne polje. Ko
bomo obravnavali dinamicno polje bomo ugotovili, da je potrebno zgornji zapis spremeniti —
dopolniti.

Delo pri prenosu naboja v neskonénost (Kjer je polje enako ni¢). Dolo¢imo Se delo, ¢e bi
enega od nabojev pustili v neskon¢nost. Opravljeno delo bi bilo:
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IQEcﬂ-QI (amo:—gi(—ljm:

e, (r)2 &

o110
drey\ o 1, ) 4nen

SLIKA: Delo pri prenosu naboja od tocke T do neskon¢nosti.

Lahko re¢emo, da je imel sistem pred prenosom naboja v neskoncnost dolo¢eno energijo, ki
se je nato porabila za prenos. Ta (potencialna) energija je bila ravno enaka delu, potrebnem,
da se naboj prenese v neskonénost. Ce uporabimo simbol W za zapis elektriéne potencialne
energije, velja

W(T)=A(T >T.)

Delo, potrebno za prenos naboja Q od neke to¢ke 7 do neskoncnosti je enako
elektricni potencialni energiji tega naboja v to¢ki 7.

Primer 4: Dolocite elektrostaticno potencialno energijo sistema dveh nabojev velikosti
10 nC oddaljenih za 1 cm.

Izracun: Izracun smo ze opravili, saj je ta energija enaka delu polja za premik enega
od nabojev za premik od zacetne lege proti neskoncnosti:

W =A,. :TQE'di ::_Q_z[l_ljzg_zzguj_

S 4re,r

Energija sistema nabojev. KolikSna pa je energija_ sistema, ¢e imamo ve¢ nabojev?

Postopamo tako, kot da bi imeli najprej na mestu naboj=);, nato na svoje mesto oddaljeno od

Q01 za r;p pripeljemo iz neskon¢nosti naboj (,. Za to je potrebno delo

4. = I OE -dl :%, da pripeljemo poleg Se naboj (@; potrebujemo delo
T, 47,

90, + .0, . Energija sistema treh nabojev bo torej 0, + 0, Q2Q3
dre,n,  AmEry, dre,n, AmEr, 4756 r23

nadaljevanju bomo ta rezultat prikazali Se nekoliko drugace.

? Za postavitev naboja 0, na dolo¢eno mesto ne potrebujemo nobenega dela, saj imamo predhodno sistem brez
nabojev in torej brez polja. V nadaljevanju pa seveda vsi nadaljnji naboji prispevajo k polju — delu.
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SLIKA: Sistem treh nabojev z ozna¢enimi naboji in razdaljami med naboji.

Delo kot razlika potencialnih energij sistema. Imamo sistem nabojev porazdeljenih po
prostoru in torej dolo¢eno elektricno potencialno energijo. Sedaj premaknemo enega od
nabojev iz izhodiS¢nega mesta 77 na drugo mesto (72) in pri tem opravimo doloceno
(pozitivno ali negativno) delo. Ce je to delo pozitivno, je delo opravilo elektrostati¢no polje,
energija sistema pa je bila po premiku manj$a kot pred premikom. V nasprotnem primeru
(delo negativno) mora delo opraviti neka zunanja sila, kar pomeni, da je koncna energija
sistema vecja kot pred premikom. Delo potrebno za premik naboja od 7 do 73 lahko torej
dolo¢imo iz razlike potencialne energije sistema pred in po premiku:

AT = T)=W(T)-W(T,)

SLIKA: Delo je enako razliki potencialnih energij sistema pred premikom in po
premiku.
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13. Potencial in napetost

Elektri¢ni potencial. Ugotovili smo ze, da je elektri¢na potencialna energija naboja QO na
mestu 7 enaka delu pri prenosu tega naboja od to¢ke 7' v neskon¢nost oziroma do mesta, kjer
je energija enaka nic:
o T(V=0)
W(T):QIE-dT:Q j E-dl .
T T
Normirano potencialno energijo imenujemo elektri¢ni potencial

W(T) =0
V(T)y=——= E-di
== |

T

Enota za potencial je J/C=V.

Steviléno je torej elektri¢ni potencial enak delu polja elektri¢nih sil za premik enote
naboja (1 C) od tocke 7 do neskoncnosti.

Ali obratno: Ce poznamo potencial v dologeni tocki, bo energija potrebna za prenos naboja v
polju elektri¢nih sil do te toCke enaka produktu naboja in potenciala: W(T)=Q-V(T) ali tudi,
¢e se na mestu T nahaja naboj Q (ali pa ga na to mesto postavimo) in ga sila polja premakne

do mesta, kjer je polje enako nic, pridobi energijo W(T)=Q-V(T).

SLIKA: Izracun potenciala z integracijo prispevkov nabojev.

Primer: Dolo¢imo potencial v okolici tockastega naboja Q. In Stevilsko za Q = 10 nC
inr=1cm.
Izracun: Na doloc¢eno oddaljenost » od naboja Q postavimo testni naboj Q; in dolo¢imo
delo, pri prenosu tega naboja od » do neskon¢nosti:

v(ry=2) =| 0 . e edr=—2

o, . Ame,r dre,r
Potencial naboja 10 nC v oddaljenosti 1 cm je
-9
0 9.lOQV m10-107°C

V(r=1cm)= = = =9kV . To pomeni, da bi bila energija
4re,r A-s 107m

potrebna za premik naboja 1 C iz neskon¢nosti do razdalje 1 cm od naboja 10 nC
enaka 9 kV.1 As =9 kJ.

Ponovimo ta pomemben rezultat: potencial v okolici to¢kastega naboja se manjSa z 1/r in
je enak

1/11 © DK



POTENCIAL IN NAPETOST (13)b.doc 30/11/2006

V(ry=—2

4re,r

Potencial sistema tockastih nabojev. Ugotovili smo, da je potencial v okolici enega

tockastega naboja enak V = , kjer je r razdalja od tocke kjer iS¢emo potencial do

4re,r
tocCke, kjer se nahaja naboj Q. Ker velja superpozicija polja lahko tudi potencial dolo¢imo kot
superpozicijo posameznih delnih prispevkov normirane energije. Za sistem tockastih nabojev
bo torej potencial enak

zQz',

72’-8 i=1 7/;

)

dre,r,  4Are, r2

kjer so r, r; itd razdalje od naboja Q;, O,, itd do tocke 7, kjer raunamo potencial.

Primer: Dolo¢imo potencial v sredini med dvema tockastima nabojema Q = 10 nC
oddaljenima za 2 cm.

Izracun:
V= 9 + L =2. 0 :2-9.10*"Vm 10-10°C-100 m" =18kV.
dreyr,  Ane,r, 4reylem A-s

SLIKA: potencial na razdalji r od tockastega naboja je enak delu polja za premik enote
naboja 1 C od razdalje r do neskon¢nosti.

SLIKA: Porazdelitev potenciala v okolici tockastega naboja. Potencial upada z 1/r.

Potencial sistema porazdeljenih nabojev. Za porazdelitev tockastih nabojev smo ugotovili,
>2

dre, I 1,

da lahko potencial dolo¢imo kot vsoto V' =

Ce je porazdelitev naboja zvezna moramo vzeti en mali del celotnega naboja in z limitiranjem
vsote delnih prispevkov dobimo
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lim> 2% = | o

47[80 400 i=1 1 po vseh 471'807"
Qijih
r je razdalja od mesta, kjer se nahaja dQ do tocke kjer iS¢emo potencial. Odvisno od nacina
porazdelitve naboja (po povrsini, volumnu, liniji) dolo¢imo potencial kot

- J- p-dV
) Areyr
- j o-dA
" 4ne,r
V _I q-dl
7 4ne,r SLIKA: Izracun potenciala porazdeljenega naboja s

seStevanjem (integracijo) delnih prispevkov dV. (na sliki je narisan
diferencial naboja, to¢ka T kjer racunamo integral in razdalja r od dQ do
tocke)

Primer: Izra¢unajmo potencial vzdolZ Z osi za enakomerno naelektren tanek obro¢
polmera a z nabojem Q, ki lezi v ravnini z = 0.
Ker je naboj porazdeljen enakomerno po obroc¢u lahko uporabimo enacbo

V= j , ki jo zapiSemo v obliki
47z€0

0
T —=—.a-217
VZZ qad(ﬂ - 27a ¢ — Q

o47r80\/a2+22 47[80\/az+z2 47[80\/az+z2

Ugotovimo lahko, da je racunanje potenciala v doloceni toc¢ki podobno racunanju elektricne
poljske jakosti, le da je obi¢ajno nekoliko bolj preprosto. Predvsem zato, ker je potencial
skalarna veli¢ina, polje pa vektorska. Pogosto zato elektri¢no polje dolo¢imo posredno, tako,
da najprej izraunamo potencial, nato pa iz potenciala Se elektri¢no poljsko jakost. Kako,
bomo spoznali v nadaljevanju.

Potencialno polje je skalarno polje. Potencial lahko dolo¢imo v vsaki tocki prostora
neodvisno od porazdelitve nabojev, medtem ko je energija sistema vezana na porazdelitev
nabojev v prostoru. Podobno torej kot razlika med silo med naboji in elektri¢no poljsko
jakostjo. Je pa za razliko od elektricnega polja, ki je vektorsko polje, potencial skalarna
koli¢ina in tvori skalarno polje.

Ekvipotencialne ravnine. Ce povezemo to¢ke z enako vrednostjo potenciala dobimo
ravnino, ki jo imenujemo ekvipotencialna ravnina ali ekvipotencialna ploskev. V primeru
osamljenega toCkastega naboja so ekvipotencialne ploskve kroznice, oz. v 3D povrSine
krogle. Obicajno jih riSemo tako, da je razlika med vsako naslednjo konstantna.
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Primer: Dolo¢imo ekvipotencialne ravnine v okolici toCkastega naboja Q = 10 nC.
Ugotovili smo ze, da velja za potencial v okolici tockastega naboja enacba

V(r)= Q . Ugotovili smo tudi, da je ta potencial na razdalji 1 cm enak
TeE, 1

V(r=1cm)=9kV . Potencial 9 kV je torej enak v vseh tockah, ki so od tockastega

naboja oddaljeni za 1 cm, kar prikazemo z lupino krogle (v 2D z kroznico) polmera 1
cm. Kje pa se nahajajo ekcipotencialne ravnine s potenciali 8 kV, 7 kV itd.? Preprosto:
enacba, ki jo je potebno resiti za ekvipotencialno ravnino s potencialom 8 kV bo
0 9-10°-10-10
8kV = = lyy =0/(8kV -4 )=—————m=0,01125m = 1,125 cm
ATE Fyry 8-10

. Naslednja ekvipotencialka bo pri 7,,, == 1,125 cm =1,285 cm itd.V sploSnem nas

3| o

zanimajo ekvipotencialne ravnine, katerih potenciali se razlikujejo za konstantno
razliko napetosti, v naSem primeru za 1 kV). Za ekvipotencialne ravnine v okolici
tockastega naboja lahko ugotovimo, da se vrstijo v geometrijskem zaporedju.

SLIKA: Prikaz ekvipotencialnih ravnin za tockasti naboj.

Elektri¢na napetost. Ugotovili smo Ze, da lahko delo za premik naboja med dvema to¢kama
dolo¢imo iz razlike potencialne energije. Ce to delo opravi testni naboj 1 C govorimo o
elektri¢ni napetosti med dvema tockama. Elektri¢na napetost je torej Stevilsko enaka delu
polja elektri¢nih sil potrebnem za prenos enote naboja iz tocke 77 do tocke 75:

(E.di
_ A, *Tz):W(Tl)—W(TZ):Q’i 5
Qt Qt Q[ 7

12

Ugotovimo lahko, da lahko elektri¢no napetost dolo¢imo tudi kot razliko potencialov:

U, :V(Tl)—V(Tz):TE-dT—TE-dT:TE-dT.
T

7 h
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Kirchffov zakon. Ugotovili smo, da elektricno napetost med dvema tockama dolo¢imo z
integracijo elektricne poljske jakosti po poljubni poti od ene do druge tocke. Obenem smo
ugotovili, da je ta integral enak ni¢, ¢e je pot zakljuena sama vase. Torej bi lahko pisali:

1 2

g’)E.d?: E-di=
L

Ne—
N —

n 7
E-d7+.[E-dl+-~--+'|' E-dl=U,+U,+---+U, =0
1 n Ty

Ali tudi, vsota vseh napetosti po zakljuceni poti (zanki) je enaka nic, kar je 2. Kirchoffov
zakon:
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OSNOVNI PRIMERI IZRACUNA NAPETOSTI, POLJA IN POTENCIALA ZA:
PLOSCATI, VALJNI IN SFERICNI KONDENZATOR:

Plosc¢ati kondenzator: dve ravni vzporedni naelektreni plos¢i.

Primer: Ravni vzporedni plo§&i povrsine 4 = 5-8 cm? sta oddaljeni za d = 10 cm in

imata povrsinsko gostoto naboja ¢ =5 uC/m*. Dolo¢imo polje, potencial in napetost

med plos¢ama, pri ¢emer predpostavimo homogenost polja med plos¢ama (polje

neskoncnih naelektrenih ravnin).

SLIKA: a) Dve ravni nasprotno naelektreni plos¢i postavljeni v koordinatni

sistem z normalo v smeri osi X. b) Napetost in polje med dvema ravnima
(nasprotno) naelektrenima plo§¢ama.

Izracun: Plos¢i postavimo v koordinatni sistem, recimo tako, da je normala na

povrsino v smeri X osi in da ima leva elektroda pozi‘i-i_-*fni naboj. Elektri¢no polje med

o

plo§¢ama je superpozicija polj dveh plos¢ in je enako' E=e — 2= e, E_ Napetost

T 2¢, &
med plos¢ama dobimo z integracijo polja med ploS¢ama:

T, d
U=[E-di=[e " edi="-d
T o o &

-6
U210 AS G imos65kV.

8.854.1072 ™

S

Ugotovimo lahko, da celotni naboj na povrsini niti ni pomemben za izraun napetosti pac pa
le gostota naboja na povrSini. Poleg tega lahko iz primera ugotovimo, da je elektri¢na poljska

. . . o . . .
jakost med plos¢ama konstantna in enaka E = —. Takemu polju re¢emo tudi homogeno

)

. X 1. vy . o .
polje. Ce v enacbi za napetost med ploS¢ama zamenjamo — = £, dobimo
80

oziroma |E = i To sta enacbi, ki ju poznamo ze iz srednjeSolske fizike.

Ugotovimo lahko, da sta enacbi ustrezni za izracun polja ali napetosti, vendar le v tem

' Tu smo predpostavili polje v okolici dveh naelektrenih ravnin. V resnici sta dve vzporedni plos¢i omejenih
dimenzij zato velja aproksimalcija le delno torej tedaj, ko je povrsina plos¢ velika v primerjavi z razdaljo med

ploscama.
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konkretnem primeru, torej, za polje oz. napetost med dvema ravnima plos¢ama. To seveda ne
zmanjSuje pomembnosti izraza pac pa le opozarjamo, da se ga ne bi uporabljalo nekriticno.
Ce polje med dvema toc¢kama ni homogeno, je potrebno napetost med to¢kama izradunati s
pomocjo integrala elektri¢ne poljske jakosti po poti. To bomo prikazali z naslednjim
primerom (koaksialni kabel).

Doloc¢imo $e potencial med plos¢ama ploscatega kondenzatorja: ¢e ozemljimo desno
elektrodo (elektrodo, ki ima negativni naboj), bo potencial med elektrodama ()

V() =[e, T edx=""(d-x)| V(x=d)=0,V(x=0)=U
g £

0 0

Ce ozemljimo levo elektrodo, bo potencial med elektrodama:

LV (x=0)=0,V(x=d)=-U

v

SLIKA: Levo: Ekvipotencialne ravnine med in v okolici dveh nasprotno naelektrenih
ravnih plos¢. Ugotovimo, da so med ploS¢ama ekvipotencialne ravnine enakomerno
razmalnjene, v okolici pa ne. Desno: Vektorji elektricne poljske jakosti skupaj z
ekvipotencialnimi ravninami in velikostjo elektri¢ne poljske jakosti (ve¢je polje bolj
rdeca barva). Za lazje opazovanje so vektorji polja enako veliki neodvisno od velikosti
polja.

Valjni kondenzator: Koaksialni kabel.
Primer: Med zilo in oklopom zracnega koaksialnega kabla je napetost 2 kV. Dolo¢imo

linijsko gostoto naboja na Zili in oklopu ter maksimalno elektri¢no poljsko jakost, e je
polmer zile r, =2 mm, r, = 5 mm, , = 7 mm. Oklop je iz prevodnega materiala.
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SLIKA: Koaksialni kabel s prikljuc¢itvijo napetosti med oklopom in Zilo.

Izracun: Najprej moramo predpostaviti porazdelitev naboja na zili in oklopu.
Predpostavimo pozitivni naboj na zili (Q) in negativni na oklopu (-Q). Elektricno
poljsko jakost med zilo in oklopom dolo¢imo s pomocjo Gaussovega zakona. Na neki
razdalji » od osi kabla izracunamo pretok el. polja skozi plas¢ valja in dobimo (na
polje na radiju » vpliva le zaobjeti naboj):

Er-Zﬂr-l:ﬂ in £ =—2— oziroma E=¢ —2
£, 27Eyr 27Eyr

Dobimo enak izraz kot za polje v okolici premega naboja (naelektrene premice).

Podobno bi izvajali, ¢e bi si izbrali enakomerno povrsinsko gostoto naboja po
povrsini:
_o2rnr, -l or

n

E 2xr-l :w inin £, = oziroma E =& ey Enacba je

& 2reyr-l  gyr Er
seveda enakovredna prejSnji, saj velja Q=q-I=0-2xr, -1, ozitoma g=0-27zr,. Ali je
povrsinska gostota naboja enako velika na oklopu in na povrsini zile? Odgovor je NE.
Enako velik je celotni naboj, za gostoto naboja pa velja:

o(r) =0, 2nr,-1=-0, =—0, - 27r, -1, torej bo

0, =-0,-

o n
o

Pogosto nas zanima tudi gostota povrSinsko porazdeljenega naboja. 1z izpeljanih enacb

o2rr, O .
E)= “=— oziroma 0 =§&,-E(r,).
2mEey, &,

Napetost med oklopom in Zilo dolo¢imo z integracijo polja med polmeroma:
VO ’/0

U=[E-edr=e, edr=—1_Ink.
; 27Eeyr 2re, T,

n

Zakaj integracija od r, do 7o in ne do r,? Zato, ker integriramo polje, ki pa je znotraj
zile in znotraj (prevodnega oklopa) enako ni¢! To lahko hitro ugotovimo z
razmislekom, da se pozitivni in negativni naboji privlacijo in se zato pozitivni
naberejo na povrsini Zile, negativni pa na notranji strani oklopa. Z uporabo
Gaussovega zakona na plascu valja z radijem, ki je vel¢ji od polmera r bi hitro
ugotovili, da je polje znotraj oklopa enako ni¢, saj je zaobjeti naboj vsota enako
velikega pozitivnega in negativnega naboja.

Zakaj integracija od r, do g in ne od ry do r,? Zato, ker z integracijo v smeri polja
dobimo pozitivno napetost. Napetost bi lahko dolo¢ili tudi kot razliko potencialov, pri

cemer je potencial oklopa enak ni€. Torej je U =V (r,)-V (r,)) =V (r,) = IE -edr.

In Se izracun linijske gostote naboja:

o 278.854.1072 278
¢=U==2=2.10'V- Smmv'm:O,121uC/m.
In-% In
r 2 mm

n
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Elektri¢no polje je maksimalno pri najmanjSem radiju, torej pri 7y:

— 3
P 9 _,_U 2:10°V

=e =e —
" 27T, : 0 Eax

max

Ponovimo pomembne rezultate iz tega primera:
napetost med Zilo in plas¢em koaksialnega kabla je

14
U=—2 1l ,
2re, o,
.y . =_ - 4 . = _ U
elektri¢no polje pa |E =¢e, , oziroma |F=¢ ———
2me,r "o
0 7- ln 9
rn

r,In—> 2107 m-In>
2

Povrsinska gostota naboja je o =¢,-E(r,) .

Fotencial [V]

30

20

. L L L L
0.5 1 1.5 2 25 |
Razdalja [m]

=1,09MV/m

Slika: Elektri¢na poljska jakost in potencial znotraj koaksialnega kabla.

% PRIMER IZRISA POLJA IN POTENCIALA KOAKSIALNEGA KABLA S PROGRAMOM MATLAB

e0=8.854e-12;
k=1/(4*pi*e0);

U=25; rn=1e-3; rz=3e-3;
g=U*2*pi*e0/(log(rz/rn));
R=0:1e-4:rz;
E=zeros(length(R),1);

E=q/(2*pi*e0)./R;
V=q/(2*pi*e0)*log(rz./R);
for i=1:1:length(R)
if R(i)<rn
V(i)=U;
E(i)=0;
end
end
%plot(R,V); xlabel(' Radij [m]'); ylabel(' Potencial [V]');
Y%figure; plot(R,E); xlabel(" Radij [m]'); ylabel(* El. poljska jakost [V/m]');
% IZRIS POLJA IN POTENCIALA NA ISTI SLIKI Z DVEMA OSEMA
[ax ax1 ax2]=plotyy(R,V,R,E,'plot');
axes(ax(1)); ylabel(' Potencial [V]');
axes(ax(2)); ylabel(' El. poljska jakost [V/m]');
set(ax1,'LineStyle',":")
set(ax1,'Linewidth',3)
set(ax2,'Linewidth',2)
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In Se tretji tipicni primer: sferi¢ni kondenzator:

Primer: Na povrSini zemlje izmerimo elektri¢no poljsko jakost 150 V/m, ki je usmerjena v
smeri srediS¢a zemlje, Dolo¢imo napetost med zemljo in ionosfero, ki je od povrsine zemlje
oddaljena priblizno™40 km. Dolo¢imo Se povrSinsko gostoto naboja. Polmer zemlje je r,, =
6370 km, ionosfere pa r; = 6410 km. Predpostavimo zemljo in ionosfero kot sferi¢ni
kondenzator.

SLIKA: Podrocje med povrsino zemlje in ionosfero predstavimo kot velik krogelni
kondenzator. Ker je polje na povrSini usmerjeno v smeri srediS¢a zemlje pomeni, da je
zemlja naelektrena negativno glede na ionosfero.

Zemljo in ionosfero predstavimo kot sferi¢ni kondenzator. Znano je, da je na povrSini zemlje
presezek negativnega naboja, v ionosferi pa pozitivnega. Elektri¢no polje kaze v smeri centra
zemlje in je (lahko z uporabo Gaussovega zakona) enako

E=-¢ 0 > . Napetost med ionosfero in zemljo je
4reyr
T P Ty -
y , Ameyr dre, \ ¥ dre, \r, 1
-1
E(r=r)=-¢ Q zz_a,ﬂz[i_lj =-& 150 V/m. Sledi
4re,r, ro\r, r
2
U=150V/m-r’- L L is0vim| 6370- 27 Lio'm=6 MV .
r,r 6410

Gostota naboja na povrsini zemlje je Q = E(r,)-47me,r’

o=2__9 :E(r")'47[€0r"2
A Anr} 4rr?

n

=E(r,)-&,. Inrezultat: 6 =—150 V/m-g, =-1,33nC/m”.

Pomembni rezultati za sferiéni kondenzator:

2 Pri izratunu smo predpostavili, da je zemlja oblike krogle. Ionosfera je del atmosfere zemlje, ki je ioniziran
zaradi radiacije sonca. Energija, ki jo sonce oddaja v doloenem spektru je tako velika, da lahko razbije
molekule in jih ionizira. Potencialna razlika med zemljo in ionosfero se ohranja z razelektritvami s strelami.Vec
o tem: http://en.wikipedia.org/wiki/lonosphere
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V splo§nem imamo sferi¢ni kondenzator z notranjim polmerom r, in Zunanjim
polmerom r; = r;:

Polje v sferi¢nem kondenzatorju je enako [E =+é, 2 Z - |, napetost pa
T,

1 1 1 1
U= i(———j oziroma (U = E(r,) -1} -(———j . Povriinska gostota naboja je
drey\ 1, T r,oor

z n z

o = E(na povrsini)- £, |

11/11 © DK



PREVODNIK V POLJU (14).doc 15/01/2007

14. Prevodnik v polju

Ze v prej$njem poglavju smo ugotovili, da polja znotraj Zile koaksialnega kabla ni, niti ga ni
znotraj prevodnega oklopa koaksialnega kabla. Ali je to le posledica simetricne porazdelitve
naboja in uporabe Gaussovega zakona, ali je to sploSna lastnost prevodnikov? Odgovor
dobimo z razmislekom o lastnostih prevodnikov: dober prevodnik ima to lastnost, da je tudi v
primeru nevtralnosti (brez presezkov naboja) mnogo nabojev (elektronov), ki so zelo Sibko
vezani na jedro, kar pomeni, da jih Ze najmanjSe polje lahko premakne iz ravnovesne lege.

* Energijsko so ti elektroni v prevodnem pasu, za razliko od izolatorjev, kjer elektronov v
prevodnem pasu prakti¢no ni. Polprevodniki so po lastnostih nekje vmes med prevodniki in
izolatorji. Njihove lastnosti spreminjamo z dodajanjem primesi. Cisti silicij je tako izolator, z
dodatkom atomov fosforja, ki se (z difuzijo pri visoki temperaturi) vgradijo v kristalno
strukturo silicija pa postane tak kos silicija prevoden. Siliciju z dodatki fosforja re¢emo n-tip
polprevodnika, ker atomi fosforja doprinesejo k dodatku Sibko vezanih elektronov, ki so
negativni naboji. Poznamo tudi p-tip polprevodnikov, pri katerih siliciju (ali drugemu
polprevodniku) dodajamo atome npr. bora, ki s kristalno strukturo silicija tvorijo vezi v
katerih nastanejo vrzeli (nezakljucene vezi). Te vezi delujejo kot pomanjkanje elektronov.
Tudi p-tip polprevodnika je prevoden, vendar je nain prevajanja nekoliko drugacen kot v n-
tipu. Smatramo lahko, da v takem tipu polprevodnika prevajajo pozitivni nosilci naboja, ki jih
imenujemo vrzeli.

Novo ravnoteZje. Ce prevodnik postavimo v elektri¢no polje, na §ibko vezane elektrone
deluje sila, v skladu z zvezo F = Q- E . Sibko vezani elektroni se torej pomaknejo v nasprotni

smeri polja (ker so negativnega predznaka) do roba prevodnika.Koliko pa se jih pomakne?
Toliko, kolikor zahteva zunanje polje, oziroma toliko, da se vzpostavi novo ravnotezje, v
katerem je znotraj prevodnika polje enako nic.

=0\

v prevodniku

SLIKA: a) V zunanje polje vstavimo prevodnik. b) Po (hitrem) prehodnem pojavu pride
do prerazporeditve naboja (presezka elektronov na eni strani in pomanjkanja na drugi
strani) tako, da je polje znotraj prevodnika enako nic.

"'V resnici elektron ne prepotuje celotne razdalje od enega roba do drugega roba prevodnika pac pa se elektroni
le zamaknejo med samo. Povprec¢na hitrost elektronov v prevodniku je relativno pocasna (reda ....) in ji reCemo
tudi hitrost drifta, saj med prenosom trkajo z atomi v prevodniku tako, da njihova pot ni premocrtna pac pa se le
v povprecju gibljejo v nasprotni smeri polja. Prerazporeditev, ki smo ji prica ko vstavimo prevodnik v polje pa je
skoraj hipna.
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Polje znotraj pa tudi v okolici polprevodnika se spremeni ob prerazporeditvni naboja, saj na
polje vplivajo tudi prerazporejeni naboji.

Povrsina polprevodnika je ekvipotencialna ploskev.Ce je polje znotraj prevodnika enako

ni¢, potem bo tudi napetost med poljubnima dvema toCkama znotraj prevodnika enaka nic,
I

saj velja U, = jE -dl . To pa tudi pomeni, da imajo vse tocke na prevodniku enak potencial
7

in da je povrSina prevodnika ekvipotencialna ploskev.

Polje na nevtralno prevodno telo. Ce deluje polje na nevtralno prevodno telo, pride znotraj
tega telesa do prerazporeditve elektronov, ki se premaknejo v smeri polja in pustijo za sabo
pomanjkanje elektronov oz. pozitivni naboj. Presezkov pozitivnega naboja je enako veliko kot
prerazporejenih elektronov, tako, da je vsota vseh nabojev znotraj telesa Se vedno enaka nic.
Prerazporeditvi naboja re¢emo elektrostati¢na indukcija.

SLIKA: Prerazporeditev nabojev imenujemo elektrostati¢na indukcija.

Ali je polje znotraj votline prevodnika v kateri ni nabojev razli¢no od ni¢? Ce bi to polje
obstajalo, potem bi imeli znotraj votline prevodnika ekvipotencialne ploskve in po
Gaussovem zakonu bi morali z integracijo polja okoli ekvipotencialne ploskve dobiti koli¢ino
zaobjetega naboja. Ker pa tega ni, je tudi polje enako nic.

SLIKA: Ekvipotencialne ravnine znotraj votline prevodnika. Polje kaZe v smeri
manjSanja potenciala.

Faradayeva kletka. Ugotovili smo Ze, da se v izvotljenem prevodniku postavljenem v
zunanje elektricno polje vzpostavijo take razmere, da na povrSini prevodnika pride do
prerazporeditve naboja, znotraj prevodnika in tudi v votlini pa je polje enako ni¢. Ce ho¢emo
del prostora elektricno izolirati od okolice, ga moramo torej prevle¢i s prevodnikom, ki ga
obi¢ajno ozemljimo. Omeniti velja, da je taka zasCita popolna za elektrostaticno (enosmerno)
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polje, za ¢asouno spremenljivo pa ne popolnoma, odvisno od frekvence motenj in debeline
zasCitne plasti .

Okovinjenje ekvipotencialnih ploskev. Vzemimo primer poljubnih ekvipotencialnih ploskev
med dvema prevodnima telesoma. Poljubno ekvipotencialno ploskev lahko okovinimo, kar
pomeni, da prevodno telo razsirimo do te ekvipotencialne ravnine, pa se polje med novima
prevodnima telesoma ne bo spremenilo, ¢e pridobi novo prevodno telo potencial okovinjene
ekvipotencialne ravnine.

SLIKA: Okovinjenje ekvipotencialnih ravnin ne spremeni razmer (polja) med
neokovinjenimi ekvipotecialkami.

Elektricno polje na robu prevodnika. Ugotovili smo Zze, da je rob prevodnika
ekvipotencialna ploskev. To tudi pomeni, da na robu ne more obstajati komponenta polja, ki
je usmerjena vzdolZz roba prevodnika. Taki komponenti re¢emo tangencialna komponenta,
pravokotno na povrsino pa je normalna komponenta. Ce bi tangencialna komponenta polja
obstajala, bi to polje delovalo na Sibko vezane elektrone v kovini in jih premaknila v novo
ravnovesno lego. Velja torej:

E (na robu prevodnika) = 0|,

Poleg tega smo na treh primerih (ploscati, valjni in krogljeni kondenzator) ugotovili, da je
polje na povrSini prevodnika enako o/g,. Ali to velja splosno? DA. Polje na povrsini

polprevodnika je usmerjeno v smeri normale na povrsino in je enakofd]

= . O
=e,—|
80

na povrsini prevodnika

*Sila na povrsini prevodnika. Ce je na povriini prevodnika elektri¢no polje, torej mora na
naboje na povriini delovati sila, pa¢ v skladu z F =Q-E. Upostevati je potrebno elektriéno
polje na naboje o, ki je posledica ostalih nabojev na prevodniku. To polje je enako polovici

2 Znano je, da avto smatramo kot precej varnega pred udarom strele, ker je nj egova karoserija iz prevodnika.
Podobno velja za letala, kjer pa je kljub temu potrebna pazljiva dodatna zascita elektronike pred udari strel.
Poleg tega so moderna letala lahko zgrajena iz neprevodnih kompozitnih materialov (zaradi vecje trdote in
manjse teze), ki jim je ravno zaradi nevarnosti strel potrebno vgraditi dodatno prevodno plast.

? Za bolj natanéno razlago glej A.R.Sinigoj: Osnove elektromagnetike.
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[
celotnega polja na povrsini prevodnika4 0Z. 2£. Sila na naboje o je ploskovna sila (ali
80
2
pritisk) in je enaka f, =e, ;—. Celotno silo na objekt pa bi dobili z integracijo ploskovne sile
80

po celotni povrsini F, = L'fO'z -dA.
2¢, "

* Drugage povedano, elektri¢na poljska jakost na povrini prevodnika velja pravzaprav tik nad povrsino,
medtem, ko je elektri¢na poljska jakost na naboje O na povrsini prevodnika enaka povprecni jakosti v

notranjosti in zunanjosti: Ker je v notranjosti polje enako nic, je polje na mestu nabojev enako ——.
£,
0
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15. Zvezamed Ein V

Ce poznamo elektriéno polje v prostoru, lahko z integracijo polja izradunamo potencial v
tocki oziroma:

T(V=0)
V(T)= j E-dl .
T

Vprasajmo se, ali lahko tudi iz znane porazdelitve potenciala dolo¢imo elektri¢no polje?
Odgovor je seveda pritrdilen, uporabiti pa je potrebno nasprotno operacijo od integracije
Najprej zapisemo diferencial potenciala kot dV = —E -dl . Vzdolz ekvipotencialne ploskve je
elektri¢na poljska jakost ﬁlaka ni¢. Torej je elektricna poljska jakost pravokotna na
ekvipotencialne ploskve:

E=6E =-e, v
on

=

kjer je e, normala na ekvipotencialno ploskev.

SLIKA: Elektri¢na poljska jakost kaZe v smeri upadanja potenciala in je torej
pravokotna na ekvipotencialne ravnine.

Ce Zelimo ugotoviti velikost polja v smeri koordinat pa uporabimo parcialno odvajanje po
posameznih koordinatah:

d X
' Iz matemati¢nega priroénika lahko ugotovimo slede¢o zvezo: d—j f(t)-dt = f(x). Glede na definicijo
X
0

T T
potenciala bi lahko pisali tudi V' (T') =— j E-dl =— j (Ex dx+E, -dy+E, -dZ) , od koder sledi
T(V'=0) T(V'=0)
oV
E =———.itd.
ox
2 o . : : d . R
Simbol — je simbol za parcialen odvod po x-u. Razlika med totalnim odvodom d_ in parcialnim je v tem, da
X X

pri parcialnem odvodu odvajamo izraz parcialno, torej le po eni spremenljivki (v konkretnem primeru po x-u),
vse ostale spremenljivke pa so v smislu odvajanja konstante.
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o
ox

g =
y ay
b
0z

Ce zdruzimo posamezne komponente polja v vektor elektri¢ne poljske jakosti, ga v
kartezi¢nih koordinatah zapiSemo kot:

EZ(EX,E ’Ez):_ a_V’a_V’a_V i
g ox dy oz
Za cilindri¢ni koordinatni sistem velja E= (Er, E, E, ) =— a—V,a—V,a—V .
or r-d¢ oz

oV vV oV ]

Za sferiéni koordinatni sistem velja £ = (Er,Eﬂ,E(p) = —(a—, 30’ rsin(9)d
ror- rsin @

SLIKA: Vecja gostota ekvipotencialnih ravnin pomeni vecjo elektri¢no polje na tistem
mestu oziroma, zgosc¢enost ekvipotencialnih ploskev je merilo za velikost polja.

* Enagbo |E = — 8_V’8_V,8_V lahko zapisemo tudi kot £ =— i,i,i V', kjer je zapis v
ox dy oz ox dy oz

oklepaju operator odvajanja, ki ga imenujemo nabla in pisemo s simbolom V ali pa z imenom

gradient. Zvezo med potencialom in poljem lahko torej zapigemo kot £ =—VV =—grad(V).

Gre torej za operator, ki skalarnemu polju priredi vektorsko na tak nacin, da kaze v smeri
zmanjSanja potenciala, po velikosti pa je enak (krajevni) hitrosti spreminjanja polja.

Primer: Elektri¢ni potencial v prostoru je dologen z enacbo V(x,y,z)/V =4xy—2z°.

Doloc¢imo elektri¢no poljsko jakost iz potenciala.
[zracun:
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E=——=-4
x o y
E, :—a—V=—4x
dy
E = —a—V =—(-2-2z)=4z
0z

E= (—4y,—4x,4z) .

SLIKA: Elektri¢na poljska jakost kaZe smer in hitrost upadanja potenciala.
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16. Gibanje nabojev v elektri¢nem polju

Ce se naboj nahaja v elektriénem polju in ima moZnost gibanja, se giblje v skladu s silami, ki
delujejo na naboj. V splosnem velja enacba gibanja

m-a= ZE , kjer pod vsoto vseh sil upostevamo elektri¢no, mehani¢no, kemicno silo itd. Mi

se bomo predvsem posvetili elektricni sili na naboje. V tem primeru gibanje naboja dolo¢imo
z uposStevanjem zveze:

m-a=Q-E

V splosnem je pospesek a vektor, ki ima tri komponente, in je enak odvodu hitrosti, ta pa

odvodu poti, tore; m-&zm-%(%j:Q-E(F,t) ali na kratko m-7=Q-E. V splosnem
t\ dat

moramo trajektorijo gibanja delcev dolociti s pomocjo reSevanja sistema treh diferencialnih

enacb. Pogosto pa je mogocCe dolociti pozicijo delca z uporabo osnovnih zvez, kar bomo

prikazali kar na primeru.

Primer: V homogeno polje 2000 V/m usmerimo elektron s hitrostjo 10° m/s, ki vpade
precno na smer polja. Dolo¢imo odklon elektrona iz vpadne smeri po preletu polja za
1 cm.

Izratun: Elektron nadaljuje pot v smeri leta pred vpadom v polje s hitrostjo 10° m/s, za
1 cm poti pa potrebuje Casa 1= = ! Gcm =10"s. Obenem v pre¢ni smeri nanj

v, 10°m/s
deluje elektricna sila in torej pospesek
4 2O E 1,6-10™"" As-2-10° V/m
Yom 9,1-10°" kg

=3,52-10" m/s*, odklon v tej smeri pa bo enak

a, - 3,510 s (10°s)
2 2

y= =17,58 mm.

SLIKA: Elektron prileti v elektri¢no polje in se ukloni.

In kako je z energijo tega delca med gibanjem? Zgornjo enacbo integriramo v smeri poti in
dobimo
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n T
jmadZ:jQEdz
7 T,

Ce izvajanje poenostavimo le na gibanje v eni smeri (recimo X), se zgornja zveza poenostavi

2 2
J-— dx=m j— dv= mJ-v dv= QJ.E dl iz &esar sledi m;2 —%:Q-(V(Tl)—V(Tz)).
\Y splosnem pa bo V=V + vy +17). Ce to zvezo napisemo nekoliko drugace, dobimo
2 2
dd! +0-V(T) = Ul +Q-V(T,) oziroma

Wi T+ W, (1) =W, (1) + W, (T5)

Z besedami: Energija se ohranja,med gibanjem pa se lahko pretvarja iz Kineti¢ne v
potencialno ali obratno.

Na naboj, ki se giblje v smeri polja deluje pospesSek, torej sem mu povecuje kineti¢na
energija.

Primer: Elektron prileti s hitrostjo 10° m/s v zaviralno homogeno polje, ki ga
vzpostavimo z napetostjo med elektrodama oddaljenima za 10 cm. Dolo¢imo potrebno
napetost med elektrodama, da se bo delec ustavil na polovici razdalje med

elektrodama.
2

my,
Izracun: Na zacetku bo imel elektron le kineti¢no energijo —- 5 potencialna energija
pa je enaka ni¢. Ko se elektron ustavi na sredini med elektrodama, bo njegova

C ey .. . . U .
kineticna energija enaka ni¢, potencialna pa bo enaka Q-E. Potrebno napetost torej

dolo¢imo iz izenalitve energij na zaCetku in na koncu (ko se elektron ustavi na
polovici razdalje med elektrodama je njegova hitrost enaka nic):

mvl Q v
31 6 2
U:m-Vf :9,1-10 kg-(10°nvs) s ooy
0 1,6-107™" As ’

1z rezultata ugotovimo, da je razdalja med elektrodama nepomembna, pomembna je le
napetost med elektrodama. Zaka;?

Kaj se »zgodi z elektronom po ustavitvi«? Polje ga bo pospesilo nazaj in izstopil bo iz
polja z enako hitrostjo, kot je v polje vstopil.

Kako velika je elektri¢na sila v primerjavi s silo gravitacije? Vzemimo kar prvi primer in
primerjajmo velikost sile polja in sile gravitacije, ¢e je elektron v polju 2 kV/m:

FE _Q-E_16-10"-2:10°
F. m-g 9110798

g

=3,59-10".

Ugotovimo, da je v tipi¢nih primerih (zZe pri majhnem elektricnem polju) elektricna sila
mnogo vecja od gravitacijske.
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17. Elektric¢ni dipol

En pomembne;jsih konceptov v teoriji elektricnega polja je koncept elektricnega dipola. S tem
konceptom razlozimo vpliv in delovanje elektricnega polja v snovi, kar je seveda zelo
pomembno. Do sedaj smo bili sposobni ugotavljati le polje v vakuumu, kar pa v veliki meri
velja tudi za zrak. Poleg tega smo ugotovili, da elektricnega polja v prevodnikih ni, da je
lahko le na povrSini prevodnika in Se to na zunanji povrSini. Tam je polje sorazmerno
povrsinski gostoti naboja.

Ce nevtralni prevodnik postavimo v elektriéno polje, pride v prevodniku do prerazporeditve
naboja, pri ¢emer se elektroni premaknejo (zamaknejo) v nasprotni smeri polja. Ti zamiki
potekajo toliko Casa, da se v notranjosti prevodnika vzpostavi polje, ki je enako ni¢. Prevodni
delec tako dobi enovit potencial. Presezek pozitivnega naboja lahko konceptualno zdruzimo v
pozitivni tockasti naboj, presezek negativnega pa v toCkasti negativni naboj. Ta naboja sta
razmaknjena za neko fiksno razdaljo, ki jo lahko opisemo z vektorjem, ki kaze od negativnega
v smeri pozitivnega naboja. Velja opozoriti, da je ta smer ravno nasprotna smeri polja, ki ga
povzrocCata naboja.

SLIKA: Prevodnik v elektricnem polju. Prerazporeditev naboja lahko ponazorimo z
dvema tockastima nabojema povezanima s fiksno razdaljo, kar ponazorimo s
konceptom elektri¢nega dipola.

Dipolni moment imenujemo produkt naboja Q in vektorja d , ki je distanéni vektor od naboja
—Q do naboja Q in ga zapiSemo s simbolom p :

p=0d

Primer: Vzdolz dalj$e osi ovalnega prevodnika dolZine 5 mm se prerazporedi 10"
elektronov. Ponazorimo prevodnik v obliki elektricnega dipola in dolo¢imo njegov
dipolski moment.

p=0-d=10"-1,6-10""C-5-10°m=8-10""C-m.

Polarne in nepolarne molekule. Ni pa nujno potrebno, da dobimo elektri¢ni dipol le pri
vstavitvi prevodnika v elektricno polje. Dolo¢ena snov, molekula je lahko Ze sama po sebi
taka, da ima neenakomerno porazdeljen naboj v svoji okolici. Tipi¢en primer je molekula
vode (H,0), ki ima vodikova atoma razmaknjena od sredii¢nega kisikovega za kot 104°. Zakaj
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ravno tak kot? Izkaze se, da ta kot omogoca minimalno energijsko stanje molekule. Zaradi
nehomogene porazdelitve naboja je elektriéni dipolski moment molekule vode 1,9 107 Cm.
Molekula vode ima torej vgrajen dipolni moment, reCemo tudi, da je polarna molekula (ima
pozitivni in negativni pol) v nasprotju z nepolarnimi, kjer je naboj molekule porazdeljen tako,
da je navzven nevtralna. Lahko pa nepolarna molekula postane bolj ali manj polarna, ¢e jo
postavimo v elektricno polje. Temu efektu reCemo polarizacija.

SLIKA: Polarna in nepolarna molekula.

Dipol v elektri¢cnem polju. Kako se obnaSa elektricni dipol v elektricnem polju. Nanj deluje
elektri¢na sila, ki je enaka F = FQ +F7Q = Q-EQ +(-Q)- EQ =0- (EQ —EﬁQ) .

SLIKA: Dipol v homogenem in nehomogenem polju.

Ce je polje homogeno, je EQ = EﬁQ in skupna sila na dipol je enaka ni¢. Deluje pa sila na oba
naboja dipola v nasprotni smeri, tako, da bo delovala z navorom na dipol v taki smeri, da bi
dipol usmerila v smer polja. Ce pa je polje nehomogeno, na dipol deluje poleg navora tudi
skupna sila, ki je razlicna od ni¢ in deluje v smeri vecjega polja. Te sile so obicajno zelo
majhne, kljub temu pa jih je mogoce koristno izrabiti.

SLIKA: Sile na dipole usmerijo dipole v smer polja. Primer semenk v enosmernem polju
velike vrednosti.

* Primer je recimo koncentriranje mikronskih in submikronskih delcev v nehomogenem
elektricnem polju. To se uporablja predvsem za manipulacijo bioloskih celic, kjer s pomocjo
mikroelektronske tehnologije ustvarimo zelo majhne elektrode, ki imajo ravne in »ostre«
robove. Vzpostavitev napetosti med takima dvema elektrodama vzpostavi polje med njima, ki
je izrazito nehomogeno in vedje v okolici ostre elektrode. Ce se med elektrodama znajde
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delec, se polarizira, nato pa nanj deluje sila v smeri »ostre« elektrode. Se bolj pogosta pa je
manipulacija nevtralnih delcev (bioloSkih celic) z vzpostavitvijo izmeni¢nega elektricnega
polja. V tem primeru lahko s spreminjanjem frekvence elektricnega polja vplivamo na
polarizabilnost molekul. Pri dolo¢eni frekvenci se ustvarja vecji ali manjsi dipolni moment,
odvisno od tega, kako hitro so se sposobni preorientirati naboji v elektricnem polju.
Zagotoviti je potrebno, da so elektricne lastnosti polarizacije delca razlicne od lastnosti
polarizacije delca. Ce je to zagotovljeno, bo delec pri dologenih frekvencah vzbu jalnega
signala ustvarjal dipolni moment, ki je v smeri polja, pri drugih pa dipolni moment, ki je
usmerjen v nasprotno smer kot polje. S frekvenco je torej mogoce vplivati na silo na delce v
smeri vecjega polja ali pa v smeri manjSega polja.

Potencial v okolici elektricnega dipola. Potencial v okolici elektri¢nega dipola ni tezko
dolociti, saj gre za vsoto dveh potencialov, potencial od pozitivnega in negativnega naboja.

SLIKA: Elektri¢ni dipol v koordinatnem sistemu.

V(T): Q _ Q — Q rz_rl

dre,,  Ameyr, 4rme, nr,

Ce je razdalja med nabojema dosti manj$a od razdalje do tocke T, lahko smatramo, da je
nr, =r’in r,—7, = d cos(?%) . Enatbo torej lahko zapisemo v obliki
Od cos(¥) _ pcos(V)

V(T)= =
@) 47e,r’ 4re,r’

b7

* Pogosto se zgornjo enacbo zapise tudi v obliki V(T') = 3
4reyr

Potencial v okolici dipola se manjsSa s kvadratom razdalje od dipola.

Elektri¢no polje dipola. Elektricno polje bi lahko doloc€ili iz preprostega seStevanja
prispevkov obeh nabojev. Ker pa je polje vektor, bi imeli nekoliko ve¢ dela kot pri seStevanju

: : . ” : . T P oV av IV
potencialov. Bolj elegantna pot je s pomocjo gradienta polja, saj velja | £ =— Pt
X dy oz

oziroma v sferi¢nih koordinatah E = (Er, E E. ) =—| —,———,— |, torej
v or r-dg oz
V. pcos(d)
B ==
or  2meyr
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vV  psin(d)
E19 = — = 3

rod  4re,r
E,=0.

Ugotovimo lahko, da polje v oddaljenosti od dipola upada s tretjo potenco. (To je zelo
hitro)

SLIKA: Potencial in polje v okolici elektri¢nega dipola.

Navor na elektri¢ni dipol. Ugotovili smo ze, da na elektri¢ni dipol v zunanjem elektricnem
polju deluje sila, ki Zeli usmeriti (zavrteti) dipol v smeri polja. Kako pa bi dolocili navor na
dipol v zunanjem elektri¢nem polju? Preprosto, po definiciji za navor

M =FxF

Opozoriti velja, da je pri vektorskem produktu pomembno, kateri vektor nastopa prvi, saj je
rezultat vektorskega produkta vektor, ki kaze smer navora (vrtenja). Pravilno torej dobimo
smer navora tako, da vektor radija (ro€ice) zavrtimo v smeri sile v smeri najmanjsega kota.
Velja torej M =& r-F -sin(2), kjer je smer normale smer, ki je pravokotna na povrsino, ki jo
dolocata vektorja rin F.

SLIKA: Elektri¢ni dipol v homogenem polju. Nanj deluje navor.

Navor na pozitivni in negativni naboj je
. d - -d -
M =—XF,+—XF

R R
5 _EXQEQ‘FTX(_QE_Q):QTX(E +E—Q)'

2 e

Ce upostevamo kratko razdaljo med nabojema, lahko smatramo, da je polje na pozitivni naboj
enako polju na negativni naboj (lokalno homogeno polje) in navor na dipol bo enak

M =QdxE =pxE.
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Ponovimo rezultat: navor na dipol je enak vektorskemu produktu elektricnega dipolskega
momenta in jakosti polja. Rezultat je vektor, ki opisuje smer vrtenja.

—_

M=pxE|

Primer: Potencial se spreminja vzdolz X osi v skladu z enacbo V' = ﬂV ‘m. Prix=
X

1 cm se nahaja elektriéni dipol z momentom p =107°(1,2,0) C/m. Dolo¢imo navor na
dipol.

SLIKA: Elektri¢no polje in dipol v polju.

Izracun: Elektricno polje ima le komponento v smeri X osi, ki je enaka
E :—a—V:—z—OZOV-m. Prix =1 cm je polje enako E =-— 2002 V-m =—2-106X,
ox X lcm m

navor pa je M :f)xE:(1,2,0)10'6C/m><(—2-106X,O,Oj:(0,0,4)N-m.
m

* Nacin izra¢unavanja sile na dipol iz spremembe elektri¢ne energije. Podobno, kot smo
poiskali zvezo med potencialom in elektricno poljsko jakostjo kot

T(V'=0)
V(T)= J- Edl= E=- B_V’B_V’B_V lahko najdemo tudi povezavo med energijo in silo,
’ ox dy oz
saj velja
T(W=0)
W(T)= J- Fdl= F=- B_W,B_W,B_W . Ta nain je pogosto uporabljen tudi pri
- ox dy Oz

numeri¢nemu izraCunavanju, kjer izraCunamo porazdelitev polja, potenciala in energije s
pomocjo racunalnika. Za izracun sile je potrebno izracun opraviti 2x, vsaki¢ na tak nacin, da
rahlo zamaknemo strukturo (v naSem primeru dipol) za neko majhno razdaljo in vsakic
izratunamo polje in energijo. Silo pa nato izra¢unamo kot diferenco

In

Fo (AW AW AW
Ax Ay Az )

* JzraCunavanje sile na dipol iz spremembe elektri¢ne poljske jakosti. Postavimo dipol
vzdolz in v smeri X osi. Na naboj —Q deluje polje Ey in torej sila —Q-E_ na naboj +0Q, ki je

od —Q oddaljen za razdaljo dx, pa polje E,+dx oziroma Ex+dj" dx, sila pa bo
X
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Q-(EX+C;E" dx]. Ce je polje nehomogeno, se bosta polji razlikovali, torej bo na dipol
X

delovala rezultan¢na sila v smeri osi X, ki bo enaka Q-(ddE" dxj , kar lahko piSemo tudi kot
x

F =0Q-dx- QZE" =p- dj" , kjer smo Q-dx zapisali z dipolnim momentom p. Enacba, ki smo
X X

jo zapisali velja le, ¢e dipol lezi vzdolz X osi in nanj deluje polje v smeri X osi. V sploSnem je
potrebno upostevati moznost, da je dipol usmerjen poljubno. Torej bo potrebno silo na dipol v
smeri osi X izracunati kot

F=p - aE, +p,- aE, + p. -—= in na enak nacin tudi sili v smeri osi Y in Z.
dc 7 dy dz
Energija rotacije dipola. W = J-M da=-—p-E.

Primer: kolokvij15.12.2004.

4. Elektriéni dipol je v homogenem elektriénem polju. Os dipola
oklepa s smerjo polja kot ¢ = 30° Izrafunajte absolutno
vrednost navera na dipol. (@=40nC, d =10cm. £ =500V/m)

Erip

0
N

4. Navor na dipol v elektri¢nem polju doloéa izraz: M =d = F =Qd = E. Absolutna vrednost
navora je enaka produktu absolutne vrednosti dipolskega momenta, absolutne vrednosti jakosti
polja in sinusa kota med vektorjema: M =0dEsing= .

% dipol.m

for Veq=0:1:10
p=le-§;
eps0=8.854e-12;
k=p/(4*pi*eps0*Veq);

theta=0:pi/100:pi;
r=sqrt(k.*cos(theta))

x=r.*sin(theta);
y=r.*cos(theta);

plOt(X,y,-X,y,-X,-y,X,-y)
set(findobj('Type','line"),'Color','’k")
xlabel('X os");

ylabel('Z os")

axis equal

‘ hold on

10 end

Z os
o & A N o v A O

-10

Xos

SLIKA: Ekvipotencialne ploskve (krivulje v 2D) elektri¢nega | "€

dipola, ki lezi v koordinatne izhodi$cu in je usmerjen navzgor. k=p/(4*pi*eps0);
r=0:0.01:10;
V=k/r."2

plot(r,V)

xlabel('Z os");
ylabel('Potencial / V")
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X ‘105

3.5+ 8
3k i
2.5 1

IV

oL i
1.5+ 1

Potencial

1L |
0.5 i
ok

-0-57\ 1 1 1 |
0 0.5 1 1.5

Z os
SLIKA: Potencial vzdolz Z osi.

10
8- ; IZRACUN POTENCIALA V OKOLICI DIPOLA
p=le-8;
6L 2 eps0=8.854e-12;
k=p/(2*pi*eps0);
v 4
4 T [x,z] = meshgrid(-10:.1:10);
2L r=sqrt(x."2+z.72);
» theta=acos(z./r);
,‘\31 0 0 V=k*cos(theta)./r."2/2;
20 veq=[-10-8 -6 -4-2024 68 10];
contour(x,z,V,veq);
4L
6L i
8L i
_1 0 l 1 l 1 l l 1 l l
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Xos

SLIKA: Drug nacin izra¢una polja v okolici dipola: dolo¢imo mreZo to¢k na X in Z osi
in v teh tockah izraCunavamo potenciale, ki jih nato prikaZemo grafic¢no.

aV  pcos(¥)
Er [—pepmn— S S
or  2mEr’
V. psin(d)
E19 = — = 3
ot A4me,r
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18. Okovinjenje ekvipotencialnih ravnin

Ekvipotencialna ravnina povezuje tocke z enako vrednostjo potenciala. Ugotovili smo, da je
povrsina prevodnika ekvipotencialna ploskev. Celo vec, celoten prevodnik je na istem
potencialu. Obi¢ajno riSemo ekvipotencialne ploskve tako, da je med sosednjimi enaka
potencialna razlika (napetost). Hitreje kot se krajevno spreminja potencial, vec¢ja je elektri¢na
poljska jakost. Zgos¢enost ekvipotencialnih ravnin nam torej nakazuje zvecanost elektri¢ne
poljske jakosti na tem mestu. Velja seveda tudi obratno: Vecje polje ima posledi¢no bolj
zgoscene ekvipotencialne ploskve na tem obmocju.

Sedaj se vprasamo: ali se razmere (porazdelitev polja in potenciala) med dvema
ekvipotencialnima ploskvama spremeni, ¢e ekvipotencialni ravnini okovinimo, pri ¢emer
okovinjena ekvipotencialka ohrani vrednost potenciala ekvipotencialke?

Odgovor je NE, porazdelitev polja med okovinjenima ekvipotencialnika ravninama se ne
spremeni, saj je kovina sama kot prevodnik tudi ekvipotencialna ravnina in ¢e ohrani
potencial ekvipotencialke, se razmere ne spremenijo.

SLIKA: Porazdelitev ekvipotencialk in okovinjenje ekvipotencialke. Razmere med
ekvipotencialkama se ne spremeni.

Sistem dveh premih nasprotno naelektrenih nabojev. En najpomembnejsih primerov, ki
ima tudi precejs$njo prakti¢no uporabo sledi iz okovinjenja ekvipotencialnih ravnin sistema
dveh premih nasprotno naelektrenih nabojev. Torej sistema dveh vzporednih tankih
enakomerno naelektrenih Zic.

Potencial v okolici ene same preme elektrine je

Tv=0) T(r=0) T(V=0)
vin)= [ E-di= | & —1—zdr=—""In(r)
T . 27Eyr 27e, ’

Ugotovimo lahko, da zaidemo v tezave, ¢e vzamemo, da je tocka, kjer je potencial enak ni¢ v
neskonc¢nosti, saj iz enacbe sledi In(ec) =eo. Torej bi bil potencial v neskon¢nosti neskoncen.
Problem je v tem, da imamo pri enem samem premem naboju opravka z enim samim
neskonc¢no razseznim elektri¢no nezakljuenim sistemom, kar pa v realnosti ni mozno. Nekaj,
kar v realnosti ni mozno, pogosto tudi v teoriji ne da smiselne rezultate. Temu problemu se
ognemo tako, da obravnavamo sistem dveh premih nasprotno naelektrenih nabojev,
razmaknjen za razdaljo s.
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SLIKA: Dva prema naboja vzdolZ X osi.

Vzemimo, da sta naboja poloZena na X osi simetri¢no na Y os in potekata vzdolz Z osi. (Glej
sliko). Potencial v tocki 7, ki je od naboja ¢; oddaljena za r; in od naboja ¢, za razdaljo r,, je
sedaj vsota prispevkov obeh nabojev:

T(V'=0)

9
+———In
5 (r)

0

T(V=0)

=)L) + L B <0,

27, €, TE,

V(T)= % In(r)

0

n n

Ce velja q, =—q, = q je tretji ¢len v gornji enacbi enak ni€ in potencial enak

V(T) = ——1—In(r;) - —LIn(r;) =——In(2) .
2re, 2re, 2re, 1
Potencial v tocki 7' v okolici dveh nasprotno naelektrenih premih nabojev bo torej enak

V(Ty=—2"In (r—zj

2re, r

Sedaj lahko ugotovimo, da je potencial enak ni¢ v neskon¢nosti (kjer je r; = r), pa tudi
vzdolz Y osi (pri x = 0).

Ekcipotencialne ravnine so kroznice. Poskusajmo dolociti ekvipotencialne ravnine sistema
dveh nasprotno naelektrenih premih nabojev. To pomeni, da i§¢emo tocke, kjer je

Vep 276,

9 In h_ V,, oziroma 5L e * =k, Kkjerje V, potencial ekvipotencialke.
2rE, (K 4

Ce upostevamo, da je 7} = (x—s)>+y’in > = (x+s)’ +»* dobimo
(x=s5)"+y" _

—— = k> in (x—=s5)"+y* =k’ ((x+s)2 +y° ) . Po preureditvi lahko enacbo spravimo v
(x+s) +y

obliko
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(x—p)*+y* =7, kar je enatba za krog polmera r zamaknjen v X osi za p. S primerjavo
enacb dobimo

p=-

k*+1
k-1

s 1n r:‘

2

——— s ter s°=p° —r’.
K -1

Primer: Poi$¢imo pozicijo ekvipotencialno ravnino s potencialom V=300 za naboja

g =%10nC, ki sta razmaknjena za 20 cm.

dolo¢imo konstante k=e ¢

Vep 276,

=5,31", p=-0,215in r=0,078.

0.6

0.4

0.2

o)

7o)
N

Lo
./

N

-0.6

-0.4 -0.2

0.2

0.4 0.6

SLIKA: Ekvipotencialne ravnine izracunane pri vrednostih potenciala V=-300V, -
200V, -100V, 0V, 100 V,200 V,300 V, za
prema naboja ¢ =+10nC.

3/6

% ekvipot_2preme.m
q=10e-9; s=0.2;
eps0=8.854e-12;

Veq=[-300,-200,-100,0.001,100,200, 300];
%Veq=[300];

for i=1:length(Veq)
k=exp(Veq(i)*2*pi*eps0/q);
p=-(k"2+1)/(k"2-1)*s;

r=sqrt(p”2-s"2);

x=-5%5:0.01%s:5%s;

Ix=length(x);
y=sqrt(ones(1,Ix)*r"2-(x-ones(1,1x)*p).*2);
plOt(Xsysxs'Y); plOt(X:yaxs'Y);

axis([-3*s 3*s -3*s 3*g]); axis equal;
plot(-s,0,'0");plot(s,0,'0")

hold on

end
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Dva valja prikljucena na vir napetosti.

Namen vsega tega izvajanja ni bil samo dolocitev ekvipotencialnih ravnin dveh premih
nabojev. Sele z okovinjenjem ekvipotencialk dobimo strukture, ki so tudi v realnosti
zanimive. Ugotovili smo, da so ekvipotencialke za sistem dveh premih nabojev krogi oziroma
plasci valjev, kar pomeni, da je mogoce z okovinjenjem ekvipotencialk izracunati polje in
potencial v okolici dveh naelektrenih valjev s pomocjo sistema dveh premih nabojev.

Kaj je potrebno narediti? Obicajno poznamo napetost med valjema. Torej je potrebno iz znane
napetosti dolociti lokacijo dveh nadomestnih premih nabojev in njun naboj. Ko to dolo¢imo,
lahko zelo preprosto dolo¢imo tudi polje in potencial v okolici - (z analizo polja in potenciala
v okolici dveh premih nabojev).

Ce analiziramo dve simetriéni okovinjeni ekvipotencialki (povrsina valja), je napetost med
njima enaka dvojni vrednosti potenciala ene od njih (na sredini med valjema je potencial enak
nic):

U=V(T)-V(L)=2-V(T)=2-"~In

s+d/2-r,
TIE,

, kjer je ro polmer valja, d pa razdalja
s—d/2+r,

med geometrijskima srediS¢ema valja. Za ekvipotencialko, ki je povrSina valja velja p :g in

r =7, kar vstavimo v zvezo s> = p* —r”in s dolo¢imo kot s =/(d/2)* —7; . Iz te enatbe

torej lahko dolo¢imo lego naboja, ki predstavlja v primeru dveh prevodnih valjev le navidezni
naboj znotraj valja. V resnici tega naboja ni, saj znotraj valja ni polja. Lahko pa analiziramo
polje v okolici dveh valjev z dolocitvijo polja v okolici dveh premih nabojev. Smiselne resitve
so le v prostoru zunaj in na povrSini dveh valjev. Znotraj prevodnih valjev je pac polje enako

W

nic.

Postopek izrafunavanja je torej slede¢: Ce poznamo legi in napetost med dvema
prevodnima valjema, lahko lego nadomestnih premih nabojev dolo¢imo s pomocjo zveze

s=A(d/2) =17 |,

kjer je s razdalja od sredis¢a med valjema (kjer je potencial enak nic¢) do lege nabojev.
Velikost naboja pa dolo¢imo iz enacbe za napetost

U9 1 s+d/2-r, .
e, \s—d/2+r,

Primer: Naelektrena valja polmera 4 cm sta razmaknjena za 10 cm. Med valjema je
napetost 20 kV. Dolo¢imo lego in velikost navideznih nabojev.

Izracun: d =10cm+2-4cm=18cm. Sz\/(a’/2)2—ro2 =\7* -4 cm=8,06cm .
8,06+9-4
8,06-9+4

20kv=-L1n
TE,

j iz Cesar sledi ¢ = 3,833 107 C/m.

Doloc¢imo $e polje na sredini med valjema:
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-7
E=o 1 =g 288310 CM_ 101y,
“27mE,s 7%€,8,06-10° m

In koliks$no bi bilo za primerjavo polje med ravnima ploS¢ama oddaljenima za 10 cm

in priklju¢enima na napetost 20 kV? E = % _20 kv =200kV/m . Ugotovimo, da je

0,1 m
polje na sredini med valjema manjSe od polja enako razmaknjenih vzporednih plos¢.
Je pa zato vecje polje na povrsini valjev. Dolocite ga sami!

Izracun potenciala in polja vzdolZ osi X s pomoc¢jo programa Matlab.

Potencial /V

Polje /V/m

x 10*
1.5
1r |
0.5¢ |
I |
-0.5 |
A |
-1.5 ! ‘ w
-1 -0.5 0 0.5 1
. Razdalia / m
x 10
1
% pot_2preme.m
q=10e-9; s=0.2;
0.5¢ _ eps0=8.854¢-12;
x=-5%3:0.01%s:5%s;
rl=x+s; r2=x-s;
0

1
-0.4 0.2 0 0.2 0.4

V=q/(pi*eps0)*log(r2./r1)
ﬁ E=q/(2*pi*eps0)*(1./r1-1./12)
plot(x,V);

xlabel('Razdalja / m');
ylabel('Potencial /V');

figure;

plot(x,(E)); axis([-2*s 2*s -1e5 1e5])
xlabel('Razdalja / m');

‘ ; ‘ ylabel('Polje / V/m');

Razdalia / m
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Druge strukture, ki jih lahko analiziramo z okovinjenjem ekvipotencialk dveh premih
nabojev:

a) dva valja z razlicnima polmeroma
b) en valj v drugem (koaksialni kabel z ekscentrom)
c¢) valj nad prevodno ravnino — zemljo

Posebno zanimiv je tretji primer, primer valja nad zemljo. Gre namre¢ za pomembno

strukturo, ki jo sreCamo v naSem vsakdanu, za elektrotehnika pa je Se posebno zanimiva — za
daljnovodno zico nad zemljo. To bomo obravnavali v posebnem (naslednjem) poglavju.

SLIKA: Primeri moZne analize struktur izhajajoc€ih iz okovinjenja ekvipotencialk
nasprotno naelektrenih premih nabojev.
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19. Metoda zrcaljenja

V prejSnjem poglavju smo ugotavljali, da so ekvipotencialne ploskve v okolici dveh nasprotno
naelektrenih premih nabojev kroznice oziroma plas¢i valjev. Ena od kroZnic je tudi ravnina
med nabojema, v obravnavanem primeru ravnina x = 0 (kroznica z neskon¢nim radijem).
Obenem smo ugotavljali, da lahko poljubne ekvipotencialne ploskve okovinimo in s tem ne
spremenimo razmer (polja) med okovinjenimi ploskvami. Ce je ena od okovinjenih
ekvipotencialnih ploskev ravnina x = 0, lahko v tem primeru prepoznamo moznost analize
vodnika nad prevodno ravnino — zemljo. Tako strukturo

potem analiziramo na nacin, da naboj zrcalimo preko ravnine, kjer ima nasproten predznak.

SLIKA: Zrcaljenje nabojev: to¢kasti naboj, premi naboj, dipol, linijski na boj,
povrsinski naboj.

Valj nad zemljo.

Primer je zelo podoben prejSnjemu, le da v tem primeru okovinimo eno ekvipotencialko, ki
ima radij o in eno, ki ima neskoncen radij (ravnino v osi Y kjer je potencial enak ni¢). Tudi ta
primer lahko analiziramo z dvema nasprotno naelektrenima premima nabojema. En od teh se
nahaja »pod zemljo«, zato pravimo, da analiziramo primer naelektrenega valja nad zemljo
s pomoc¢jo metode zrcaljenja. To pomeni, da moramo v primeru analize premega naboja
nad zemljo za izracun postaviti Se navideznega zrcalno na ravnino zemlje. Zrcalni naboj
ima nasprotni predznak od tistega nad zemljo.

SLIKA: Valj nad zemljo: okovinjenje ekvipotencialke z radijem ry in ravnine x = 0.
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Napetost med valjem in zemljo dolo¢imo podobno kot v prej$njem primeru, le da je sedaj

o q s+d/2-r,
V((T)=0 inje U=V(T)-V(T,)=V(T)= In
(1,) n ] (1) (1;) (1)) 27, (S—d/2+7’0

»polovicki«. Lego navideznega naboja dolo¢imo enako kot prej: s =+/(d/2)* =7, , kjer je d/2

razdalja med geometrijskim sredis¢em valja in zemljo, 7, pa polmer valja.

J . Razlika v izrazu je le v

Primer: 20 m nad zemljo se nahaja daljnovodna vrv polmera 2 cm z nabojem g = 300 nC/m.
Doloc¢imo napetost med vrvjo in zemljo, elektricno poljsko jakost na povrsini zemlje tik nad
vrvjo ter povrSinsko gostoto naboja na zemlji.

Izradun: d/2=20,01m; s=+/(d/2)’ —7; =20,0099975 cm . Ugotovimo lahko, da je
razmak med geometrijskim sredi§¢em vrvi in lego nadomestnega naboja prakticno
zanemarljiv e=d /2 -5 =(20,01-20,0099975)cm=2,5-10"°cm. V tem primeru lahko

ekscentricno postavitev navideznega naboja zanemarimo in smatramo, da se navidezni naboj
nahaja v geometrijskem sredi$¢u valja (vrvi). Za zanemaritev ekscentri¢nosti mora veljati,

da je razdalja od vrvi do zemlje dosti ve¢ja od polmera vrvi: ;—°<< 1.V praksi lahko
vzamemo 2 < 0,01. V primeru zanemaritve ekscentricnosti se poenostavi tudi izracun
d
napetosti med vrvjo in zemljo, ki je sedaj (% =5):
d—
U=—2L 1n| 200 ||
27e, A
Izra¢unajmo napetost v konkretnem primeru

V-m 40,04 m
A-s 0,02 m

U=2-9-10° -300-10°C/m-1n( j541k\/.

Dodatno: Dolocimo $e polje na povrsini zemlje. UpoStevati je potrebno oba naboja —
originalnega v srediScu vrvi in zrcalnega z nasprotnim predznakom. Polje na povrSini zemlje
tik pod vrvjo je torej vsota obeh in je enako

-9
P s 4 5 300-10°C/m _

7 2me,h ' 76,20 m
Koliko pa je povrSinska gostota naboja na tem mestu? Ugotovili smo Ze, da je na povrSini
polprevodnika o =¢,-E, , torej bo 0=-4,77-10"° C/m.

~¢,540 V/m.
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SLIKA: Izracun polja na povrSini zemlje.
V poljubni tocki na zemlji je polje enako:

E=-¢2 E-cos(e)=-2-¢, l L

)27Z80\/h2+x2 NS g ﬁgo(h2+x2)

To polje je najvecje na zemlji direktno pod vrvjo in se z oddaljenostjo manjsa. Za
vizualizacijo se zopet posluzimo programa Matlab.

2500

% zrcaljenjel.m
q=300e-9; h=20;
eps0=8.854e-12;

2000 ¢
for h=5:5:20
€ 1500 x=-40:0.01*h:40;
> E=q*h./(pi*eps0*(x."2+h"2));
° plot(x,E)
S 1000 hold on
end
xlabel('Razdalja / m');
500 - ylabel('Polje / V/m');

-40 -20 0 20 40
Razdalja / m

SLIKA: Elektri¢na poljska jakost na povrsini zemlje za razdalje od zemlje do vrvi 5, 10,
15 in 20 m za naboj na vrvi 30 nC. BliZje kot se nahaja vrv, ve€je je polje tik pod vrvjo

na zemlji.

Z integracijo povrsine pod krivuljo polja bi dobili enak rezultat za vse krivulje. Zakaj? Zato,
ker je polje na povrSini sorazmerno gostoti naboja o =&, - £, , z integracijo gostote naboja po

povrsini pa dobimo celotni naboj, ki je po iznosu enako velik kot naboj na vrvi, le

nasprotnega predznaka je. To je naboj, ki se inducira na povrsini zemlje kot posledica naboja

na vrvi.

Izracun linijske gostote naboja za razli¢ne razdalje od zemlje do vrvi in konstantno napetostjo

40 kV:
h/m ¢g /nC/m
5 358
10 322
15 304
20 293
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Izracun napetosti med vrvjo in zemljo za razli¢ne razdalje od zemlje do vrvi in konstantno
gostoto naboja 300 nC/m:

h/m U/ kV
5 33,5

10 37,3

15 39,4

20 41

Kapacitivnost. Ugotovimo, da se pri konstantni napetosti med vrvjo in zemljo naboj na vrvi
spreminja v odvisnosti od viSine vrvi. Blizje kot je vrv povrsSini zemlje,vecji je njen naboj. In
seveda obratno. Pri konstatnem naboju na vrvi ugotavljamo spreminjanje napetosti z vi§ino
vrvi. Zakaj je temu tako? Zato, ker blizje kot je vrv zemlji, bolj se bodo na povrsini zemlje
pod vrvjo zgostili (influirali) naboji nasprotnega predznaka in vecja bo elektri¢na poljska
jakost na zemlji. Posledi¢no bo vi§ja tudi napetost med zemljo in vrvjo. Med nabojem na vrvi
in napetostjo med vrvjo in zemljo velja linearna zveza:

Uziln(d_roj oziroma QZM.
0 ln d—l”o
Ty

Ce zapisemo celotni naboj na dolZini / vrvi, dobimo Q =¢-I =

U-2re,-1

d-r
In ( 0 j
To
konstantno. To konstanto imenujemo — kapacitivnost. Kapacitivnost sistema vrvi nad
zemljo je torej

. Razmerje Q/U je

_ 2me,-l
d—r [
In v
"o
V tem primeru smo prvi¢ omenili kapacitivnost, ki je izrazena kot razmerje med nabojem in
napetostjo. V praksi pogosto za daljnovodne vrvi uporabljamo kapacitivnost na enoto

razdalje, c=C/l=i=ﬂ.
In
0

Doloc¢imo kapacitivnost daljnovodne vrvi na enoto dolzine v nasem primeru:

a
I
S

C/l= 300 nC/m =7,32 pF/m. Enota za kapacitivnost je Farad s simbolom F.

41kV

Kapacitivnost smo izracunali iz poznanega naboja in napetosti med vrvjo in zemljo.
Ugotovimo lahko, da bi lahko kapacitivnost dolocili direktno s pomoc¢jo uokvirjene enacbe in
da ni odvisna ne od napetosti ne od naboja pa¢ pa le od geometrijskih razmer torej od razdalje
od vrvi do zemlje in njenega polmera. Kapacitivnost je torej geometrijski pojem.
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Racunanje polja in potenciala v okolici daljnovodnih vrvi nad zemljo.

Ugotovili smo, da obi¢ajno lahko zanemarimo vpliv ekscentri¢nosti, in da je napetost med

q
27,

.. . . d—ry | ~ . .
vrvjo in zemljo podana z enacbo U = In [—0 . Ce imamo opravka z vec¢
I
0

daljnovodnimi vrvmi, je smiselno ugotavljati potencial posamezne vrvi, zato poglejmo, kako
je sestavljen potencial ene same vrvi:

V=U=-—9"1n (d-r,)- 7 In (r,) . Obicajno zanemarimo tudi ro v primerjavi z d in
27, 27e,

dobimo

vl Lol (@)=L n(r)|
2re, \r, ) 2rmE, 27,

Prvi ¢len je potencial, ki ga povzro€a negativni naboj na mestu pozitivnega od katerega je
oddaljen za razdaljo d. Drugi ¢len je potencial lastnega (pozitivnega) naboja. Da ne bi pri
izracunu pozabili, da se pozitivni predznak nanasa na razdaljo od negativnega naboja, lahko
enacbo zapiSemo tudi v obliki:

V= 9 In l + 4 ln(lj.
2re, \r,) 27, \d

Primer (izpitna naloga 4.2.2005):

Vodnika simetri¢nega dvovoda dolzine 5 m lezita U
vzporedno nad ozemljeno prevodno plosco. Med njiju /@\

je prikljucen vir napetosti U =400 V. IzraCunajte T
naboja na vodnikih. (#=3 cm, d =6 cm, r =2 mm)

=0V
Izracun: Glede na prikljucitev vira sta vzdolzni gostoti U
nabojev na vodnikih enakih absolutnih vrednosti, vendar v, /@\ v,
nasprotnih predznakov, (£g). Polje naboja ozemljene 9 4 4r
prevodne plosce dolocata polji zrcalnih nabojev (xg). h d V=0V
Naboja Q,, =*¢l vodnikov (dolZine /=5m) doloca
napetost vira, ki je enaka razliki potencialov vodnikov: " “9)  (q)e

U =V, —V,. Njiju zapiSemo kot vsoto prispevkov dveh
parov nabojev:

V. = q 1ni+ q In

2 p 2hd
= In
Yome, ro2mE, Jony+d? 2, rJCh)Y +d?
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, 2 2
V==L mls+—L 1n (2h) +d_ _

5 =

4 1 r\ k) +d’ _y

27e, d 2re, 2h 27, 2hd :
U=V —v,=27 =4 jn—_214 0, =*ql=+ 7V =18,2nC.

7, r(2h) +d

- ln(2hd/ r(2h) +d° )

Druge variante:

a) Naboja na vrveh sta povezana z virom napetosti: v tem primeru je na eni vrvi
pozitivni, na drugi pa negativni naboj enake absolutne vrednosti.

b) Naboja na vrveh sta nista povezana z virom napetosti: v tem primeru sta naboja
razli¢na.

¢) Na nevtralnemu vodniku ni naboja. Vodnika na katerem ni naboja ne zrcalimo.

d) Vodnik je v homogenem polju. V tem primeru je poleg ostalih prispevkov
potrebno upostevati Se potencial E 4, kjer je 4 viSina vrvi.

e) Zrcalimo tudi tocaste in druge naboje; zrcalni naboji imajo nasprotni predznak.

f) Kapacitivnost med vrvema je dolocena s kvocientom napetosti med vrvema in
naboja na vrveh.

Primer, zrcalnjenje tockastih nabojev: kolokvij 17.12.2002

*--
s

4. Toékasta elektrina mnoZine { se nahaja na vidini /i nad :
zemljo. Kolikina je ploskovna gostota o elektrine na h i
povrdini zemlie v tofki T, ki leZ navpiéno pod .
toi’kasto elektrino? 1o(1)=7
T =0
4. Ploskovna gostota elekirine na povriim zemlje je i 0
sorazmerna normalni komponenti elekiriéne poljske r
jakostt tik nad povriino: o(I=g~E,(1.). P Y i
dolocanju poljske jakosti upodtevamo 3e zrcalno .
elektrine (—Q), ki v tocki I+ povzroda enako polje o(T)=?
kot originalna elektrina O: T =0
1
—_— — 1
Er)-2—2 5. om=|--2| h ;
dre i 2ah” !
1
1
®-0)
1
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Zrcaljenje tockastega naboja na kovinski krogli.
Vzemimo dva tockasta naboja vzdolz X osi. Potencial v tocki T je

S R

4me,R,  4mE,R,

Pois¢imo tocke (ekvipotencialno ravnino), kjer je potencial enak ni¢. Tedaj bo
vry=—2 & R O
dre R, 4mENR,, R, o

Tudi pri razmerju dveh premih nabojev smo dobili, da je razmerje radijev konstantno,
ekvipotencialne ravnine pa so bile kroznice oziroma plasé¢i valjev. V tem primeru je

ekvipotencialna ravnina krogla s polmerom Ry, ¢e je |Ql| > |Q2| .

Ce zapisemo potenciala v dveh to¢kah na krogli, dolo¢imo ekscentri¢no lego naboja Q»
2

znotraj krogle iz e = %, kjer je ro polmer krogle, d pa razdalja od sredis¢a krogle do naboja

: no Q-4
0. Poleg dobimo zvezo med Q; in Qy: = .
2 "o

SLIKA: Dva to¢kasta naboja imata ekvipotencialke od katerih je ena krogla s
potencialom nic€. Polje v okolici naboja, ki se nahaja v bliZini ozemljene krogle
analiziramo s pomoc¢jo zrcalnega naboja, Ki lezi ekscentricno od geometrijskega sredisc¢a
krogle.

Primer: Dolo¢imo silo na toc¢kasti naboj O; = 10 nC, ki je oddaljen za 10 cm od
prevodne ozemljene krogle polmera 8 cm.

n__ (Bem)’

d 10cm+8cm

="3,556 cm.

Naboj O, moramo torej postaviti za 3,556 cm od srediSca krogle v smeri naboja Q;. Po
velikosti pa mora biti

7 8 cm
=—0, —=-10nC-
Q,=-0- 10

Sila med nabojema (hkrati tudi sila med prevodno naelektreno kroglo in tockastim

nabOjem)je F:| QIQZ |:| Q1Q2 |: IOHC(—g HC)
\4ze,? | |4me,(d —e)?| |47, (18 cm —3,556 cm)

=-8nC.

cm

2%5498HN.
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20. Kapacitivnost

V prejSnjem poglavju smo Ze spoznali, da vlada med nabojem med dvema nasprotno
nael ektrenima telesoma sor azmer je med kolicino naboja na telesu in napetostjo med
telesoma. Faktor sorazmer nosti imenujemo kapacitivnost. Ali z drugimi besedami:
vecanje napetosti med telesoma povzroci sorazmerno povecanje naboja na telesoma. V
matematicni obliki pato zapisemo kot

_Q
Q=C><VA- V|3)oziromaQ:C>U , od koder je C=--

-

SLIKA: Kapacitivnost med dvema prevodnima telesoma.

Element vezij: Kondenzator. Simbol in enota za kapacitivnost.

Dve poljubni prevodni telesi lahko prikaZzemo kot sistem, ki ga imenujemo kondenzator.
temu, da iz srednjesolske fizike (elektrotehnike) Ze poznamo simbol za kodenzator, ga
omenimo Se enkrat. Simbol za kondenzator sta torej dve vzporedni enako dolgi daljici, precno
na vodnika, razmaknjeni za malo razdaljo. Ce je med telesoma prikljucimo napetost U, se bo
na njunih telesih vzpostavil naboj +Q =C>J. C imenujemo kapacitivnost sistema, sistem, ki
shranjuje naboj pa kondenzator. Enota za kapacitivnost je C/V = F, v cast pomembnemu
znanstveniku in raziskovalcu Michaelu Faraday-u. Pogosto tudi enoto za dielektricnost
vakuuma e, 0znacujemo z enoto F/m.

Zanimivo jeto, da na prvi pogled na kapacitivnost med dvema telesoma vpliva napetost in
naboj natelesih, v resnici pa ni tako. Kapacitivnost med dvema prevodnimatelesomav zraku
je odvisna le od geometrijskih znacilnosti teles (oblike teles in postavitve). To veljatudi za
kapacitivnosti pri dielektrikih, ce njihove dielektricne lastnosti niso odvisne od napetosti,
smeri polarizacije, itd., kar sicer velja za dolocene specificne dielektrike.

SLIKA: Simbol za kondenzator.
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Merjenje kapacitivnosti. Kako bi dolocili kapacitivnost med dvema prevodnima telesoma?
Eksperimentalno bi to lahko naredili tako, dabi ti dve telesi naglektrili z znanim nabojem in

izmerili napetost, ki se pojavi med telesoma. Kapacitivnost bi dolocili iz razmerja C :8.
Ali bolj verjetno: med teles bi prikljucili znan vir napetosti in ju naglektrili. Nato bi morali
ugotoviti, koliko naboja je predo pri tem natelesi. To bi lahko naredili tako, da bi merili tok

naelektritve, naboj paje iz Ze znanih zvez enak integralu toka: Q = ¢j(t)>at . Ali pabi nagjprej

teles naglektrili, nato vir odstranili in izmerili tok razelektritve.

Bolj obicajno pa se v te namene uporablja metode, kjer se uporabi mosticno vezje in
izmenicno napetost ali pa kar preprosto meri upornost kondenzatorja pri izmenicnih signalih.
Vec o tem bomo govorili v nasednjem semestru.

Kako pa izracunamo kapacitivnost matematicno? Tako, da predpostavimo, da sta telesi
naelektreni z nabojema +Q in —Q ter izracunamo napetost med njima. Kapacitivnost paje

Q

razmerje med nabojem in izracunano napetostjo: C = e

Kapacitivnosti osnovnih struktur.
Uporabili bomo ugotovitve iz poglavja o potencialu in napetosti in dolocili kapacitivnosti
osnovnih struktur s katerimi se srecujemo:

Kapacitivnost zracnega ploscatega kondenzatorja:

U=Exd=>xd oziroma U = QxA>d , kjer je A povrsina ene plosce, d parazdalja med
eO eO

njima. Kapacitivnost je

c=2
U

A .
=€, E . KAPACITIVNOST PLOSCATEGA ZRACNEGA KONDENZATORJA

Dobili smo enacho, ki jo poznamo ze iz srednjesolske fizike (elektrotehnike).

Kapacitivnost zracnega koaksialnega kabla:

0 o q _q o . .
U= X dr =g ——xdr =——In-=2, kjer je r, polmer Zile, ro panotranji polmer
rnoE ‘ fﬁZpeor@’ e, T jerjernp op ji p

oklopa. Kapacitivnost je

=—=——=—""—| KAPACITIVNOST ZRACNEGA KOAKSIALNEGA KABLA

Kapacitivnost zracnega sfericnega kondenzatorja:
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Napetost med sferama s polmeromar, inr; je

r r r, "
e 1 1¢ &l 10 . . .
U=cE*€d = G Q 58 dr =&g§ —3 = Q ¢ T+ Kapacitivnost je torg
r r 4pe0r 4060 r r 4pe0 el Ig
_Q_ 4pe,
C= U = Lol KAPACITIVNOST ZRACNEGA SFERICNEGA KONDENZATORJA
&, Lo

Dolocimo lahko tudi kapacitivnost osamljene naelektrene prevodnekrogle (r, ® ¥ ), ki je

c-Q_

U = 4pe0 Xl KAPACITIVNOST OSAMLJENE NAELEKTRENE PREVODNE KROGLE

Kapacitivnhost med valjem in zemljo. Z zanemaritvijo ekscentricnosti smo dobili zvezo med

R . al-r,0 . .
napetostjo in linijsko gostoto nabojac U = qe Ingr—ro+. Kapacitivnost je:
o € 'o @

. KAPACITIVNOST MED PREVODNIM VALJEM IN ZEMLJO

d je razdalja med geometrijskima srediScema dveh valjev. Tistega nad zemljo in
prezrcaljenega. Ce se torg valj nahagja za visino h nad zemljo bo % =h+r, in enacho za
izracun kapacitivnosti med prevodnim valjem nad zemljo lahko zapiSeno v obliki:

In -

SLIKA: Prevodni valj nad zemljo.

Kapacitivhost med dvema valjema. Napetost med dvema valjema je 2x vecja kot med
. . al-r,0 . . . o
vajemin zemljo: U = iIn Q—r"_ torg) bo kapacitivnost med valjema (ob zanemaritvi

P el o
ekscentricnosti):
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_ peA
C= —— |- KAPACITIVNOST MED PREVODNIMA VALJEMA
Inaed - Ty €

o
e hh g

SLIKA: Dva prevodna valja.

Zapor edna vezava kondenzator jev. Ugotovimo, da je kapacitivnost med valjem in zemljo
2x vecja od kapacitivnost med valjema z enako razdaljo d. V smislu koncentriranih elementov
(kot npr. upor) lahko govorimo o zaporedni vezavi dveh kapacitivnosti. Skupna kapacitivnost
je 2x manjSa, torg kapacitivnosti zaporedno seStevamo enako kot prevodnosti:

1 1.1, t-3
C C, C, "'c I

1
G

1LY

zaporedno 1

Narisimo sliko zaporedno vezanih vec kondenzatorjev. Med skrajnima je napetost U, torej bo
na pozitivni sponki naboj +Q, na negativni pa—Q, zvezamed njimapaje Q=C>J . Tudi na
vsakem zaporedno vezanem kondenzatorju bo enako velik naboj, sgj bo med dvema
sosednjima kondenzatorjema pridlo le do prerazporeditve naboja. Na plosci kondenzatorja, ki
bo bliZe pozitivni sponki se bo nakopicil negativni naboj (-Q) naracun povecanja pozitivnega
naboja na povezani plosci sosednjega kondenzatorja. Celotna napetost bo vsota posameznih
padcev napetosti: U = U, +U, +>xU_, kar lahko izrazimo z nabojem in kapacitivnostjo
kondenzatorjev U :% :2+g+...g:é Q
zaporedno Cl CZ Cn i

dobimo ze ugotovljeno zvezo:

. Ce enacbo delimo z nabojem Q,

1 1 1 1 &1
- =—+—+..—= a — | KAPACITIVNOST ZAPOREDNO VEZANIH KONDENZATORJEV
C zaporedno C1 CZ Cn i=l Ci

SLIKA: Zaporedna vezava kondenzatorjev.

Primer: Dolocite nadomestno kapacitivnost zaporedne vezave treh kondenzatorjev: 1 nF, 2 nF
in5nF.
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Izracun:lz 1 + 1 + 1 :1O+5+2: 17 ,C:EnF@),SBSnF.VteaSi
InF 2nF 5nF 10nF  10nF 17

zapomniti, da je nadomestna kapacitivnost zaporedno vezanih kondenzatorjev vedno manjsa
od vsake posamezne kapacitivnosti. Ngjmanj3a je 1 rF, torej bo skupna gotovo manjSaod 1
nF. Kako si to razloZzimo? Preprosto iz ugotovitve, da je kapacitivnost razmerje med nabojem
in napetostjo. Vec kot je kondenzatorjev vezanih zaporedno, vegji je skupni padec napetosti,
obenem pa se naboj ne spreminja. Stevec torej ostaja enako velik, imenovalec pa se veca in
posledicno se manjSa kapacitivnost.

Vzporedna vezava kondenzator jev. Pri vzporedni vezavi kondenzatorjev je na vseh
kondenzatorjih enaka napetost, naboj pa je sorazmeren kapacitivnosti vsakega posebe:
Q = C| vzporedna U :Ql +Q2 +W+Qn = C1XU +C2xU +>°(+Cn = (Cl + CZ + ><>(+C:n ) S ' torq

vezava

bo

n
o
voreana = C1 TG, ¢ C = g C,; |. KAPACITIVNOST VZPOREDNO VEZANIH KONDENZATORJEV

vezava =1

C|

SLIKA: Vzporedna vezava kondenzatorjev.

Primer: Med dvema ravnima vzporednima ploscama povr&ine 100 cnt je razdalja 2

cm.

a) Dolocite kapacitivnost med ploscama.

b) Zakoliko se kapacitivhost poveca/zmanjSa, ce plosci razmaknemo zatrikratno
razdaljo?

c) Zakoliko se kapacitivnost poveca/zmanjSa, ce povraino plosc povecamo zatrikrat?

d) Zakoliko se skupna kapacitivnost poveca/zman]sa, ce ploScama zaporedno
prikljucimo Se 2 enako velika kondenzatorja?

Izracun: a) Kapacitivnost med ploscama je
. F 100 X0 * m?
m 0,02m
Ce plosci razmaknemo za 3x, se povecarazdaljad za 3x, torgl bo posledicno

C=eg, EA =8,85440" =4,427X0 " F=4,427pF.

kapacitivnost 3x manjsac C =g, % @1,48pF . Ce povecamo povrsino plosc za 3x, bo

kapacitivnost trikrat vecjaz C =g, ?:j—A @13,3pF . Ce ploscama zaporedno prikljucimo

Se dva enaka kondenzatorja, bo skupna kapacitivnost

1 :_1 +_1 +—1 :—3 P C= % @1,48pF . Ugotovimo, daje zaporedna vezava treh

C GGG G
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enakih kondenzatorjev ekvivalentna povecanju razdalje med ploScama enega za 3x.
Hkrati je vzporedna vezava enakih kondenzatorjev ekvivalentna povecanju povrsine
plosc enega kondenzatorja.

Kondenzator ska vezja.

Preprosta kondenzatorska vezja so kar vzporedne in zaporedne vezave kondenzatorjev. V tem
primeru moramo ob upostevanju zveze Q = C»J vedeti le to, da je skupna (nadomestna)
kapacitivnost vzporedne vezave kondenzatorjev vsota posameznih kapacitivnosti in da
moramo pri zaporedni vezavi sestevati inverzne vrednosti.

Primer: Zaporedni vezavi kondenzatorjev C; = 1 nFin C, = 2 nF prikljucimo vzporedno Se
kondenzator C3 = 2 nF. Dolocimo naboj na kondenzatorju C,, ce vezje prikljucimo na
napetost 100 V.

SLIKA: Vezava kondenzatorjev.
Izracun: Dolocimo nadomestno skupno kapacitivnost, ki je
CC, 1% : :
C,=—~—2=—"—nF@,67nF.C_,=C,+C ,67 nF+2 nF = 2,67 nF. Naboj na Q; je
12 C+C, 1+2 @ nad »t C, @0 | Na Qs |
Q,=C,J, =C,x00V =267nC.

Koliko nabojapajenaQ,? Q,=C,*J,= C>»J,in U, =U - U, torg

Q _ & C,0 _

Q, =C,qU-U,) =C,xU - =%), od koder je Q,cl+—2+=C,xU - U;) =C,%J , oziroma
Cl e Clﬂ

C1C2

Q,=C,qU-U)= ¥J =C,,»U . Ugotovili smo to, kar bi lahko zapisali ze kar takoj,
2

sg je zaradi zaporedne vezave naboj na kondenzatorju C, enak naboju na C; in tore)

Q, =C,>U @0,67 nF400V = 67 nC.

Kako pabi analizirali vezje z vec kondenzatorjev in virov, ko ni mogoca preprosto vzporedno
in zaporedno sestevati kondenzatorje? V tem primeru je potrebno napisati sistem enacb ob
upoStevanju osnovnih zakonitosti:

1) Vsota vseh napetosti v zakljuceni zanki je enakanic: U,,. =g U, .

2) Vsotanabojev v spojiscu je enakanic: Qe = aaQ.

6/7 © DK



KAPACITIVNOST(20).doc

Primer naloge iz kolokvija 11.1.2002 (VSS):

+Ug -
2. Doloéite napetosti na kondenzatorjih! 4{ C :L."
(C1=6uF, Cy=6uF. Cs = 6uF, Uh=12V) ! I '
=
Il
c,
_L}ri
: U, C

2. Desno spojidie vezja ozemljime, levo spojiSée se nahaja na potencialu 7

Zapiiimo napetosti:

L'-.- = I_," _ ",..

Un =V

Un=FV+U;

Zapifimo vsoto nabojev v levem vezliséu:
O+0,+0 =0

G- [:I'r U )+ G T+ G [:I'!"' Up)=0

= =0V
C+C,+C

in iz nje izrazime potencial 17 Talko dobime:

I, =V -U,=-U, =-12V

717

21/12/2006
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21. Dielektrik v elektri¢nem polju

Dielektrik v zracnem kondenzatorju.

Do sedaj smo imeli opravka le s prevodniki v vakuumu oziroma zraku. Kako pa vplivajo
razli¢ni materiali (snovi) na elektri¢ne razmere? Na primer, kaj se zgodi, ko med plosci
ploscatega kondenzatorja vlozimo material, ki je idealen (elektri¢ni) izolator in ju priklju¢imo
na vir napetosti? Takemu materialu pogosto recemo dielektrik in s tem poudarimo njegove
dielektri¢ne (kapacitivne) lastnosti, medtem ko izolatorjem praviloma predpisujemo uporovne
lastnosti; dober izolator ima zelo veliko (specifi¢no) upornost.

Ce izmerimo kapacitivnost pred vlozitvijo dielektrika in po vloZitvi ugotovimo, da se
kapacitivnost po vloZzitvi poveca:

Cdiel

=g 21|

zrak

£, imenujemo relativna dielektri¢na konstanta in pove, za koliko se kapacitivnost zranega
poveca ob vstavitvi dielektrika med plos¢i kondenzatorja. Kapacitivnost zraCnega ploScatega

kondenzatorja pred vstavitvijo dielektrika je C_ , =&, 3 , PO vstavitvi pa je

zrak

Cdiel = gr ’ C

=E£.£ A
zrak r~0 d :
Kapacitivnosti, ki smo jih zapisali za zracne kondenzatorje veljajo tudi v primeru, ko je
namesto zraka dielektrik, le konstanto & nadomestimo z &.&. Pri tem je potrebno opozoriti,
da je pri dolocenih materialih dielektricnost odvisna tudi od napetosti med elektrodama. V
tem primeru je tudi kapacitivnost odvisna od napetosti. Zelo pogosto to velja za elemente iz
polprevodniskih materialov.

Primer: Vzemimo plo§&ati kondenzator s povr§ino plos¢ 100 cm?. Med plo¢i
stisnemo list papirja debeline 2 mm (& = 2) in 4 mm debelo steklo z & = 12.
Kondenzator priklju¢imo na napetost 12 V. KolikSen je padec napetosti na plasti
papirja in kolikSen na steklu? Kolik$no je polje v steklu in v papirju. Kolik$no je polje
na meji med steklom in papirjem?

Izracun:
—4 2
C=C, =e62=28854 1010 M _ggs4101F
d, 0" m
104 a2

C,=C =062 =12.8,854- 22010 M _5 0 _26,562.107" F

‘ 5 107" m
0=CU,=CU,=C,-U
Nadomestna kapacitivnost je

C-C C-3C, 3 ..

,=——2=—1"L="(, torej je

CC+C, C +3C, 4
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CU, =%C1 -U od koder je C, :%U=9V. U, je torej U-U; =3 V.

Elektricna poljska jakost v papirju je: E, = v_9v _ 4,5kV/m, v steklu pa
d, 2mm
B =3V g 7skvm.
d, 4mm

Razmerje elektri¢ne poljske jakosti je obratno sorazmerno relativnim dielektri¢nim
konstantam, kar ugotovmo tudi iz zveze

au,=GU,

£

rl

& £~E1d1 =£,8, i-Eza’z, od koder je
dl d2
£,.E =€,E,.
Polje v dielektriku z manjSo dielektricnostjo je vecje od polja v dielektriku z vecjo
dielektricnostjo.

Kolik$no je povecanje kapacitivnosti? Vecina plinov ima vrednosti dielektricnosti okoli 1,
med 1 in 1,001 in prebojno trdnost okoli 3 MV/m, medtem, ko imajo obi¢ajni izolatorji
relativne dielektri¢nosti med 2 in 10 in prebojne trdnosti od nekaj do nekaj sto MV/m.

Plin relativna dielektri¢nost | prebojna trdnost
brez enot MV/m

vodik 1,00027 2

suh zrak | 1,00058 3

CO, 1,00099 2,9

Tekocine in izolatorji | relativna dielektri¢nost | prebojna trdnost

v MV/m
papir 2,3 20
etanol 3,7 16
voda (destilirana) 81
olje 2-5
guma 3
silicij 11

Kako razlozimo, da se kapacitivnost po vlozitvi dielektrika poveca?

Vzemimo, da imamo med elektrodama ploS¢atega kondenzatorja fiksen naboj, torej 0. Med
plosci vstavimo dielektrik. Pozitivni in negativni naboji na plos¢ah delujejo s silo na naboje v
dielektriku tako, da se le ti prerazporedijo. To prerazporeditev nabojev lahko ponazorimo z
modelom dipola. Dipoli se usmerijo v smer polja (navor M = pxE je enak ni¢, ko sta
vektorja vzporedna), pri Cemer je potrebno upostevati, da so negativni poli dielektrika blizje
pozitivni elektrodi. Polje med ploSc¢ama je vsota prispevkov vseh nabojev, tistih na plos¢ah
kondenzatorja in lo¢enih nabojev (dipolov) v dielektriku med ploS¢ama. Dipoli so nanizani v
verigi, kjer se minus pol enega dipola kompenzira s plus polom naslednjega dipola. Tako
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lahko smatramo, da se znotraj dielektrika kompenzirajo naboji dipolov, ostane pa na povrSini
nekompenziran naboj, ki pa je nasprotnega predznaka kot naboj, ki je povzrocil polarizacijo.
Ti pa na celotno polje delujejo tako, da se to zmanjSa. Posledi¢no pa se zmanj$a tudi

Y

napetost med plos¢ama U = IE -dl . Ker pa je kapacitivnost doloéena kot C = U’ se ob

zmanjSanju napetosti med plos€ama in konstantnem naboju poveca kapacitivnost.

0

Ob vlozitvi dielektrika med naelektreni plo&i kondenzatorja bo torej: C T=—— .

ul

SLIKA: Naboj na plo§¢ah kondenzatorja polarizira snov med ploS¢ama, kar prikaZzemo
s kreiranjem dipolov.

Kako pa razlozimo enako povecanje kapacitivnosti pri vlozitvi dielektrika med plosci
zranega kondenzatorja ob konstantni napetosti? Tudi v tem primeru si zamislimo, da se na
elektrodah zaradi napetosti nakopi¢i dolo¢en naboj. Ko pa vstavimo dielektrik, prosti naboji
na prevodnih plos¢ah povzrocijo polarizacijo dielektrika. Zopet tako, da so negativni naboji
dielektrika v povprecju blizje pozitivnim nabojem na plosci. Ti polarizirani naboji bi ob
ohranjeni koli¢ini naboja na plo§¢ama povzrocili zmanjs$anje polja in zmanjSanje napetosti
med plos¢ama. Ker pa je zunanja napetost vsiljena, priteCe ob fiksni napetosti na elektrodi
dodaten naboj, ki kompenzira polariziran naboj. Tudi v tem primeru se torej poveca
kapacitivnost, saj se poveca koli¢ina prostega naboja na plos¢ah kondenzatorja.

oT

Ob vlozitvi dielektrika pri konstantni napetosti bo C T= o

SLIKA: Povecanje kapacitivnosti ob vlozitvi dielektrika v zra¢ni kondenzator na
konstantni napetosti.

Matemati¢no-fizikalna obravnava dielektrika.

Elektri¢ni dipolni moment smo Ze spoznali. Definiran je kot p=Q-d . Ugotovili smo, da na

dipol v polju deluje navor M = px E . V dielektriku, ki ga postavimo v polje se ustvarijo in
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usmerijo dipoli. Vpeljemo pojem vektorja polarizacije, ki je doloCen kot prostorska gostota
dipolskih momentov:

2B
P=lim =]
a-0 Ay dy

Cm C

Enota za vektor polarizacije je ——=—.
m m

Zakaj vpeljati nov vektor? Zopet imamo problem, da je sicer smiselno vpliv polja na
dielektrik ponazoriti z mnozico dipolov, ker pa je v snovi zelo veliko molekul in torej veliko
dipolov, je potrebno njihovo skupno delovanje predstaviti na primeren nacin. Vektor
polarizacije je torej makroskopski model in ponazarja povprecno delovanje velike mnozice
dipolnih momentov v majhnem volumnu.

Povrsinska gostota polariziranega naboja.

Oglejmo si produkt P-dvna povrSini dielektrika. P-dv lahko zapiSemo tudi P-dA-dl , kjer
P-dA predstavlja gostoto polariziranega naboja na povrsini dela volumna. V primeru, da smer
vektorja polarizacije ni v smeri normale na povrsino, je potrebno upostevati skalarni produkt

P-dA.

Znotraj dielektrika, ki je izpostavljen zunanjemu elektricnemu polju se vzpostavijo dipoli, ki
se usmerijo v smer polja. Znotraj dielektrika se sosednji nasprotni naboji dipolov
kompenzirajo. Nekompenzirani ostanejo torej le naboji na povrsini dielektrika.

Vzemimo, da je na delu povrSine d4 vektor P uniformen (konstanten) in pravokoten na
povrsino. V tem primeru bo P-dA predstavljal kar naboj na povrs$ini d4 oziroma, P
predstavlja kar povrSinsko gostoto polariziranega naboja:

o,=P

ni

kjer je P, normalna komponenta vektorja polarizacije na povrsini.

Kaj ¢e P ni enakomerno porazdeljen? V tem primeru si je potrebno zamisliti zaklju¢eno
povrsino znotraj dielektrika. PovrSinski polariziran naboja zunaj volumna dolo¢imo z
integracijo vektorja polarizacije po povrsini: Q,(na povrsini 4) = jp- dA . Ker ta naboj ni

A
nujno enak ni¢ tudi po zakljuceni povrsini, ostane ob polarizaciji znotraj zakljucene povrSine
povrsinski polariziran naboj, ki je enak

QP,znotraj = _¢P -d4 .
Y

Ta naboj je potrebno razlikovati od naboja, ki se »prosto« giblje po prevodni povrsini, saj je ta
naboj vezan v snovi. Lahko se giblje vendar le omejeno, kolikor se lahko giblje dipol.
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Povezava med E in P.

Ko dielektrik postavimo v polje se naboji v snovi prerazporedijo. Ta prerazporeditev je lahko
vecja ali manj$a, odvisno od lastnosti materiala. Prerazporeditev naboja predstavimo z
modelom elektri¢nih dipolov oziroma njihove gostote z vektorjem polarizacije P. Za mnogo
snovi velja, da povecanje polja povzroci sorazmerno povecanje polarizacije, kar matematicno
zapisemo kot:

P=yeE|

Spomnimo se kaj je £,E . Na povrSini polprevodnika je bil £,E enak povrsinski gostoti
naboja. Konstanto y (chi) imenujemo elektri¢na susceptibilnost in govori o odzivnosti snovi
na elektricno polje. Je brezdimenzijska konstanta. V vakuumu je torej y enaka nic, saj tedaj ni
polariziranega naboja.

Dielektrik imenujemo linearen, ¢e susceptibilnost ni odvisna od velikosti polja (napetosti),
homogen, ¢e je neodvisen od pozicije in izotropen, ¢e je neodvisen od smeri polja.

Anizotropen material ima razli¢no dielektricnost (susceptibilnost) v razlicnih smereh. V tem
primeru bo polarizacija v vsaki smeri drugacna. Polarizacija v smeri X osi bo torej enaka
P=ex.E +Ex,E, +&x.E.. Podobno zapiSemo za ostale smeri. V tem primeru

xxx y z
susceptibilnost ni ve¢ skalarna koli¢ina, pa¢ pa jo moramo predstaviti kot tenzor (v obliki
matrike).

Vektor gostote elektri¢nega pretoka - D.

Vzemimo, da imamo zunanje elektri¢no polje Ey, ki ga vzpostavimo z zunanjimi viri. V tako
polje vstavimo dielektrik. Dielektrik se polarizira, kar ponazorimo z vektorjem polarizacije
oziroma z prerazporeditvijo polariziranih nabojev in povzrocijo dodatno polje Ep. To polje
obi¢ajno deluje v nasprotni smeri polja, ki je povzroc€ilo polarizacijo in zato se sumarno polje
zmanjsa.

E=E +E,

Poglejmo, ali lahko upostevamo Gaussov zakon in druge Ze znane ugotovitve. Spoznali smo

ze potencialnost elektrostati¢nega polja: (JSE -dl =0, pa tudi Gaussov zakon (JSE -dA = Q .
L A

80
Prvi integral je po zakljuceni poti, drugi pa po zakljuceni povrsini. Q je naboj, ki je zaobjet z
integracijo. Prvi se ne spremeni tudi ¢e gre del poti v skozi dielektrik, medtem ko se drugi
spremeni, saj je potrebno upostevati, da z integracijo polja po zakljuCeni povrSini ne
zajamemo le prosti naboj pac pa tudi ujetega, polariziranega. Ugotovili smo Ze, da je koli¢ina
tega ujetega naboja po zakljuceni povrsini enaka Q, .., = —(j) P-dA , torej moramo Gaussov

A

zakon zapisati v obliki

2

@E . dg — Qprosti,znotrqf + QP,znutraj
4 & &,

kar lahko zapiSemo tudi kot
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prosti,
znotraj A

$e,E-di+§P-di=Q
A A

$(&E+P)-d1=0,,,
A

znotraj A

Zgodovina elektrotehnike je doprinesla Se eno veli¢ino, ki v osnovi izhaja iz gornjega zapisa.
J.C. Maxwell je namre¢ vpeljal vektor D, ki ga imenujemo vektor gostote elektricnega
pretoka in je enak

D=gE+P|

Enota vektorja D je C/m?, enako kot gostota naboja na povrsini prevodnika. V osnovi je
vektor D na povrsini enak povrsinski gostoti naboja, je pa za razliko od povrSinskega naboja
definiran tudi povsod po volumnu.

S pomocjo tega vektorja lahko zapiSemo zgornjo enacbo v obliki

@D ) dle = Qprosti,
A

znotraj A

ki ga lahko imenujemo modificiran Gaussov zakon. Z besedami bi rekli, da je pretok
vektorja D skozi zaklju€eno povrsSino enak zaobjetemu prostemu naboju. Odlika tega zapisa je
predvsem ta, da je zapis neodvisen od vplivov snovi na vektor D. Ta vektor je izklju¢no
odvisen od lege prostih nabojev, to pa so tisti, ki jih obi¢ajno vzpostavimo z zunanjim poljem.

Zveza med D in E.
Zdruzimo ena¢bi D=¢,E+ P in P= ye E in dobimo

D=¢g,E+P=¢E+ye,E=(+y)e,E=¢c.c,E

Ponovimo pomembno zvezo med E in D:

D=¢geE=¢E

kjer £ imenujemo relativna dielektricna konstanta. Povezava med elektri¢no susceptibilnostjo
in relativno dielektri¢no konstanto je preprosta:
e =1+y|
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Zveza med D in P.

Ce smo ugotovili enostavno zvezo med D in E, velja seveda tudi enostavna zveza med D in P,
= = _ (e -1¢,D (e -1)D
saj velja P:;{gOE:(gr_l)goE:( )& :( ,—1) .
£.&, £

r

* V praksi pogosto zasledimo tudi diferencialno obliko zapisa Gaussovega zakona, ki pa jo mi

sistemati¢no ne obravnavamo. Ta oblika je posebno pogosta pri numeri¢ni simulaciji

elektri¢nih polj, ki pa se v praksi vedno bolj pogosto uporablja. Na kratko: 95 D-dd=
A

Qprnsti ,znotraj

lahko zapiSemo v obliki (Stokesov izrek) J‘ divD-dV = .[ Y | 4 od koder sledi
V 14

divD=V-D = P orosii » KJ€T j€ div operator, ki ga imenujemo divergenca in je operator

odvajanja. To je ena od Maxwellovih znamenitih Stirih enacb, ki v celoti opisujejo naravo

elektromagnetnega polja. (Delno smo spoznali tudi e eno (q-)E -dl =0), ki pa jo bo potrebno
L

dopolniti v primeru izmeni¢nih signalov. V kartezicnem koordinatnem sistemu je operator div

enak i,i,i . Ce zapisemo $e elektri¢no poljsko jakost kot gradient polja
ox dy oz

E =—gradV =-VV in upostevamo D = ¢E dobimo divD=V-eVV =—p . Tudi ta enatba

je znamenita, in se imenuje Poissonova enacba. V primeru da v volumnu ni prostih nabojev je
desna stran enacbe enaka nic in jo lahko zapiSemo tudi v obliki AV =0, kar imenujemo
Laplaceova enacba.

Primer: Vzemimo plosc¢ati kondenzator povrSine plos¢ 100cm2 in ga priklju¢imo na
napetost 20 V. Vmes stisnimo 2 mm debel list papirja z relativno dielektri¢no
konstanto 2. Dolo¢imo naboj na povrsini, povrSinsko gostoto naboja, vektor gostote
pretoka, vektor polarizacije, elektri¢no poljsko jakost in kapacitivnost.

Izracun: Izracuna se lahko lotimo iz razli¢nih »koncev«. Obicajni postopek je tak, da
najprej dolo¢imo D, ki ni odvisen od snovi, potem E, nato U, itd.. V plos¢atem
kondenzatorju velja:

@D.d‘azgprusti,znotrqf :DAZGA:DZG
A
g-PL_0o
£ €€,
r (o2
U=[E-dx=—-d,
0 grSO
od koder sledi: E=Z =22V _1g kV/m, D=¢,e,E=177,08-10" C/m?,
d 2mm
e —1 —
O':D:177,08-10‘9C/m2,P:( a )D:2 1Dz§:88,54-109C/m2.
E

r

Sigma, ki smo jo izraCunali je gostota povrSinskega naboja. D je enak sigmi, vendar je D
definiran povsod v prostoru, sigma pa le na povrsini. Ker obravnavamo primer ploscatega
kondenzatorja je D povsod enako velik. Ker je normalna komponenta P-ja na povrsini enaka
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povrsinski gostoti polariziranega naboja, je 0, = P=288,54-10” C/m’. Prostega naboja na
povrsini plosce je 2x ve€ od polariziranega povrsinskega naboja, torej, vsaki drugi naboj
prosti naboj ima svoj nasprotni — polariziran naboj. Pri dielektrikih z veliko relativno
dielektri¢nostjo bo P kar enak D.

SLIKA: Plo§¢ati kondenzator z dielektrikom.

Pri konstantni napetosti je polje v dielektriku neodvisno od dielektrika in je enako

E= % = 22072; =10 kV/m. Zato pa bo v primerjavi z zrakom potrebna gostota naboja, ki bo

vzdrzevala to polje v dielektriku vecja kot v primeru, ¢e med ploS¢ama ni dielektrika (je le

zrak), saj velja £ = % >o=¢€¢E=¢€¢, % Ko bomo vstavili dielektrik, se bo povrSinska
€0

gostota naboja povecala za 2x: od 88,54-10” C/m”na 177,08-10~° C/m>. Razlika je ravno

posledica polarizacije, ki na povrSini dielektrika vzpostavi povrsinsko gostoto polariziranega

naboja (nasprotnega predznaka kot prosti naboj) velikosti 88,54-10” C/m?.

Ce pa imamo konstantno gostoto naboja, se bo polje po vlozitvi dielektrika med plogéi

.y o . . .y .
zmanjSalo za £, : E =——, torej na 5 kV/m. To pomeni, da se bo zmanjsala tudi napetost na
r€0

10 V.
Primer: Nekoliko druga¢ne pa bodo razmere, ¢e bomo med plos¢i kondenzatorja vstavili

dielektrik, ki bo le delno zapolnil vmesni prostor. Vzemimo, da v zra¢ni kondenzator, ki je
prikljucen na napetost 20V in ima 2 mm razdalje med plo$¢ama potisnemo 1 mm debel kos

papirja.

SLIKA: Plo§c¢ati kondenzator z dvema dielektrikoma.
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D bo neodvisen od dielektrikov in bo povsod konstanten. Spremenilo pa se bo polje, ki bo

E= D v dielektriku (papirju) in £ = b v zraku. Da bi dolo¢ili vrednosti polja moramo

£E, &
d
U :jE-dx :A-d1 +2-d2 :D(i+£J
0 €& & & &
zapisati Se napetost, ki bo U 20V

=118,053-10° C/m*’

r

d_,dy| lmm (1 . 1)
£E, &, g \2
Toliko je tudi povrSinska gostota naboja. Elektri¢no polje je torej E = D =6,667 kV/mv
rgo
dielektriku (papirju), v zraku pa je 2x ve¢je: 13,33 kV/m.
Gostota polariziranega povrSinskega naboja na meji med papirjem in plo$€o in papirjem in
zrakom je enaka D/2 .

Resevanje primera s pomocjo kapacitivnosti:

U=D i+£ _Q i+ﬁ =0 4 +i =Q i+L . Iz te zveze lahko
g, &) Aleg, g, Aeg, Ag, ¢ C

0

dolo¢imo naboj na povrsini, iz znanega naboja napetost na papirju in v zraku: U, == in
1
. . . . .. U, . U
U, = 2 Nato iz znanih napetosti dolo¢imo polji: E, = d—l in E,=—%=.
2 1 2

Na meji med dvema dielektrikoma,v nasem primeru med papirjem in zrakom je skokovit
prehod polja. Ker je D enak v obeh medijih bo veljalo:

£.&E =€ ,€,E,. To je mejni pogoj za prehod med dvema dielektrikoma, ki velja splosno,
vendar le za tisto komponento polja, ki je pravokotna na mejo.

Primer: Vzemimo primer dvoplastnega koaksialnega kabla, ki ga zelimo dimenzionirati za
delovanje na napetosti 20 kV. Prva, notranja plast je iz gume z relativno dielektri¢nostjo 3,2,
druga pa iz polistirena z er = 2,6. Prebojna trdnost gume je 25 kV/mm, polistirena pa 20
kV/mm. Koaksialni kabel polmera Zile 4 mm Zelimo dimenzionirati tako, da maksimalno
polje v dielektrikih ne preseze 25% prebojne trdnosti.

Izracun: Dolo¢iti moramo torej debelino obeh dielektrikov, torej radij do plasti polistirena rp
in zunanji radij 7.

Pri vzpostavljeni napetosti 20 KV imamo na zili +q naboj, na oklopu pa —q. Da bi dolo¢ili
polje v enem in drugem dielektriku, se posluzimo Gaussovega stavka za vektor D, ki je
neodvisen od dielektrikov. Za poljubni radij med notranjim in zunanjim dobimo

D(r)= 4 oziroma D=e, -D(r)=e, S Polje v dielektrikih dobimo iz zveze
2xr 2zr
- D D : : .
E=—= , torej bo polje v plasti gume
£ &¢,
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D -
= =&, q .
£.& 27, Er

=

v plasti polistirena pa
D -
= = er q .
£,€ 27e, €1

1

Maksimalno polje v gumi ne sme preseci 25% prebojne trdnosti, kar zapiSemo kot

E,ocuma = 25%F 1y oima = 0,25-25:10° V/m =6,25-10° V/m,
za polistiren pa bo veljalo
E o poii = 25%E 4 i =0,25-20-10° V/m = 5-10° V/m.
Polje bo maksimalno pri ¢im manjSem radiju, torej pri
g = = ——=6,25-10° V/m
’ 2re, &,
rg n
in
g = ———=5-10° V/m .
2reE, €,
Ce enacbi delimo, lahko dolo¢imo 7y:
£
r,=—=%.r- 6,25 =0,62 cm
Y 5

p

Lahko tudi dolo¢imo linijsko gostoto naboja, ki bo ¢= 27, &,r, -6,25-10° V/m = 6-10° C/m .

Preostane nam Se, da dolo¢imo potrebno debelino plasti polistirena, za kar pa potrebujemo Se
eno enacbo, ki jo dobimo iz enacbe za napetost. Integrirati je potrebno polje od notranjega do
zunanjega radija, pri cemer pa se polje spremeni med dvema dielektrikoma. Zato je potrebno
lociti integral v dva, enako, kot da bi zapisali celotno napetost kot vsoto padcev napetosti v
gumi in v polistirenu. Tako dobimo

U:rjEE:Ugm+U

Ta

U] r,
poli = IEgume -dl + JEpz)li -dl
T 7,
"7

rZ
e dr+ Ier 9 . e dr=
r,

U=fe—2
L 2me & 2re, €1

P

,
v=—1 ln[—”J+ e
2re g, \r1,) 2mELE, T,

V gornji enacbi je edina neznanka zunanji polmer, ki jo dolo¢imo z vstavitvijoi vrednosti in
dobimo 0,77 cm.
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SLIKA: Dvoplastni koaksialni kabel.
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Mejni pogoji.
Mejni pogoj za normalno (pravokotno) komponento dobimo iz Gaussovega zakona:

gBD-dZ
A

- Qpr()sti ,znotraj

Zamislimo si povrS$ino med dvema dielektrikoma in kocko, katere stranice stiskamo v smeri
meje. Ker moramo racunati D skozi zaklju¢eno povrSino (ven iz povrSine) bomo pisali:

D,-dA-D,-dA=o0,,, dA alitudi

prosti

¢,(D,-D,)=0

prosti

ali tudi Dln _D2n = O-p

Enotski vektor kaZe iz dielektrika z indeksom 2 v dielektrik z indeksom 1. Ce je povrsinska
gostoto prostega naboja na meji dveh dielektrikov enana nic, velja

rosti .

D n — D 2n ali tudi €1E1 n ngzn . Ce poznamo normalno komponento polja na m

eji na eni strani dielektrika, z lahkoto izraunamo normalno komponento na meji v drugem
dielektriku.

SLIKA: Prehod normalne komponente polja.

Potrebujemo Se mejni pogoj za komponente polja, ki so vzporedne (tangencialne) z mejo. Tu
uporabimo zakon potencialnosti polja:

@E -dl =0. Vzemimo pravokotnik na meji dveh dielektrikov in ga stiskajmo v smeri meje.
L
Integral polja bo imel tako le komponenti v smeri meje — tangencialni komponenti. Veljalo bo

torej: E,-[-E, - I=0=E, =E,,.

E,=E,,|
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SLIKA: Prehod tangencialne komponente polja.

Zdruzimo obe enacbi v »lomni zakon, kot ga poznamo iz srednjesolske fizike. Ce na meji
dveh dielektrikov ni povrsinskega (prostega)
naboja, velja:

E, =E,
&E, =¢&E,,
Ce enadbi delimo med sabo, dobimo:
1 E, 1E,
81 Eln 82 E2n
1 1 tan(¢ &
—tan(¢,) =—tan(e,) ali tan(ay) =—L
€ €, tan(e,) & SLIKA: Lomni zakon polja na

meii dveh dielektrikov.

Alfa je vpadni kot med normalo na povrsino in
smerjo polja.

Elektrostati¢no polje na meji dielektrika in kovine.

Poseben primer je meja izolator-prevodnik. Vzemimo, da oznac¢imo izolator z indeksom 1,
prevodnik pa z 2. Predhodno smo Ze ugotovili, da je elektrostati¢no polje znotraj prevodnika
enako ni¢: £, = 0. Ker velja E, = E,, , bo tangencialna komponenta polja v izolatorju na meji

z dielektrikom enaka ni¢. To pa obenem pomeni, da bo imelo polje v izolatorju na meji s

prevodnikom le normalno komponento, ki bo enaka D,, -0 =0, oziroma,
o

E =E,=—.
£

Prisli smo Ze znane ugotovitve, da je polje na povrSini prevodnika pravokotno na povrsino in
sorazmerno povrsinski gostoti naboja.

ZapiSimo Se enkrat tudi ploskovno silo na prevodnik: f = 0'22.
£

SLIKA: Polje na meji izolator — kovina.
* Sila med dielektriki. Zanimiv je tudi primer, ko Zelimo izracunati silo med dvema

dielektrikoma. Primer je na primer sila na nevtralne dielektri¢ne delce v nehomogenem polju.
Zaradi razlicne dielektricnost delca in medija deluje na delec sila, ki jo lahko dolo¢imo z
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integracijo ploskovne sile na delec. Brez izpeljave zapiSimo rezultat, ki bo
2

f= %(Ef +&J . Smer te ploskovne sile je v smeri prostora z manjso dielektri¢nostjo.
1%2
Tako je mogoce dielektri¢ne delce usmerjati z vzpostavitvijo elektricnega polja med dvema
ali vec elektrodami. Delci se naberejo tam, kjer je polje najvecje — na ostrih robovih elektrod
ali pa na mestih, kjer je elektri¢no polje najmanjse. Dodatno kontrolo nad gibanjem delcev
nam ponuja vzbujanje z izmenic¢nim signalom. Dielektri¢ne lastnosti snovi (relativna
dielektricnost) se s frekvenco signala spreminja, kar omogoc¢a manipulacijo delcev z
elektricnim poljem. V Laboratoriju za bioelektromagnetiko smo skupaj z Laboratorijem za
mikrosenzorske strukture in Laboratorijem za biokibernetiko nacrtali in izdelali strukture za
manipulacijo bioloskih celic s pomoéjo dielektroforeze. Ce je elektroforeza pojav, v katerem
izkoris¢amo silo na naelektrene delce, je dielektroforeza pojav, kjer izkoris¢amo silo na
dielektri¢ne (elektricno nevtralne) delce.

SLIKA: Manipulacija bioloSkih celic z elektri¢nim poljem. Celice se koncentrirajo na
mestu najmanjSega polja, Ki je v sredini in na povrsini elektrod. Razdalja med
elektrodama je SO um. Na desni sta prikazana modula z izdelanimi mikrostrukturami.
Mikrostrukture so izdelane s polprevodnisko tehnologijo na Pyrex steklu z dvoslojno
metalizacijo.

Delovanje dielektroforeze smo ugotavljali tudi pri
eksperimentu s semenkami v enosmernem polju.
Semenke so iz dielektrika in se usmerijo v smer polja,
ker pa so v dovolj gostem mediju, se tezje prosto
gibljejo. Potrebovali bi Se vecjo silo, da bi premagali
silo viskoznosti. Smo pa opazili znacilnost veriZenja,
ki jo opazimo tudi pri celicah na mikrostrukturah.
Poleg tega so pazljivi lahko opazili, da se giblje tudi
olje v katerem so bile semenke. Tudi na molekule olja
(dielektrik) deluje sila, ki jih premakne v smeri elektrod.

SLIKA: Vrienj e celic pri
pojavu dielektroforeza.

14/16 © DK



DIELEKTRIK(21).doc 15/01/2007

PRIMERI:

Primer kolokvijske naloge z dne 11.12.2001:

Ravnina z = 0 je meja med dvema dielektrikoma, z
relativiima dielektriénostima &; = 5 za prostor z > 0 m
&2= 12 za prostor z < 0. V prvem prostoru je elektricna
poljska jakost E; = 10" V/m in je usmerjena pod kotom
¢ = 60° glede na ravnino z = 0. Doloé¢ite wvelikost
elektri¢ne poljske jakosti v drugem prostoru in kot ¢, ki
ga oklepa z raviuno = = 0.

E =10°V/m E, = E cos@, = 50kV/m
@, =60 E  =E sm@ =86,6kV/m
£,=5 E, =E, cos,

£, =12 E,, =E,sing,

E, =E, =50kV/m

€ .
D, =D, —E, =E,_—1=361kV/m
: : ;.

E, =\JE] + E; =61,7kV/m

E, .
tan ¢, :E—"l—:np2 =358

2t

tan(al ) 81 . . .
=—, pri cemer pa bi morali
tan(e,) &,

Nalogo bi lahko resili tudi z uporabo lomnega zakona

paziti, da je kot alfa definiran glede na normalo in ne na mejo, torej je @, =90° —60° =30"in

& 12
tan(e,) = tan(al);z = tan(300)? =1,386, od koder je a, =54,2°in ¢, =35,8°.

1

Primer kolokvijske naloge 17.12.2003 (UNI):
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A ]
Mapetost med totkama A in B je 300 V. l E .
Dolotite navpitno komponento elektriéne £0 0 0
poljske jakosti v praznem prostoru, te je “ L
relativna dielektri¢nost vmesne plasti =, = Eréo dy
Podatki: dp = ds = 2 cm, dy = 16 cm, o 5 j &2

Ker je polje v vsakem od prostorov homogeno, lahko napetost med to€kama A in B zapiSemo
kot vsoto treh prispevkov Uyp = Ep, dy+Fq,dy +FEg,ds. Mejni pogoj na mejah med plastmi
predpisuje =, 1y = Epy = Eoy. Sledi

Uag

— B 5 /m,
dp + f +dy ——m—

Eqy

Posebnosti:

1) Nelinearna dielektri¢nost: silicij, piezoelementi

2) povecanje relativne dielektri¢nosti s frekvenco izmeni¢nega signala
3) realni kondenzator

4) tipi polarizacije

5) akumulatorji,baterije

6)
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22. Kondenzator

Kondenzator je naprava za shranjevanje naboja. Vecja kot je kapacitivnost, ve¢ naboja lahko
shranimo: Q =C-U . Se bolje re¢eno, za shranjevanje elektricne energije, saj ni pomembno le

koliko naboja lahko shranimo v kondenzatorju pac pa tudi ali predvsem, koliko energije lahko
shranimo. Torej je pomemben produkt naboja in napetosti.

V zacetnih raziskavah elektri¢nih pojavov kondenzatorja niso poznali. Vsaj kot pojem ne.
Naboje so locevali z ro¢no gnanimi elektrostatiénimi napravami, ki so z inventivnimi nacini
loCevale naboje in jih obi¢ajno kopicile na dveh loCenih prevodnih kroglah. Tipi¢ni primer je
Whimshurstov elektrostatiéni generator. Ce so bile krogle blizu, na primer ne ve¢ kot nekaj
centimetrov, je ob primernih pogojih kopicenja naboja med kroglama preskocila iskra. Tore;j
je morala biti ob krogli dosezena preboja trdnost zraka. Vzemimo kar skrajni primer
osamljene naelektrene krogle polmera 2 cm. Preboja trdnost bo dosezena pri

-2 _ 3-10°V/m, od koder izra¢unamo naboj pri preboju Q = 133,5 nC. Napetost

preb — 2
4re,r,

bo tedaj V(E,,,) = p 0 _ E, ., 1=3 10°V/m-0,02 m = 60 kV . Seveda druge elektrode
TE, T,

ne moremo imeti v neskoncnosti, lahko pa je vecjega polmera in dovolj dale¢. Vsekakor vecje
napetosti od 60 KV ne moremo doseci. Dolo¢imo lahko tudi kapacitivnost v primeru, da je
druga elektroda v neskon¢nosti C = 4xe,r, =2,2 pF. To je precej mala kapacitivnost. V praksi
se metalne krogle uporabljajo za testiranje prebojnih napetosti. Shranjena energija bo enaka
W= Q-U _1335 nC-60 kV
2 2
velike kapacitivnosti 1 pF in nanj priklju¢imo napetost 100V. Energija shranjena v
C-U? 1pF-(100 V)’
2 2

palec ali tudi dosti manj enako veliko shranjene energije, kot med naelektreno kroglo polmera
2 cm pri prebojni napetosti

=4 mlJ . Kar ni ravno veliko. Vzemimo kondenzator povprecno

kondenzatorju je W = =5ml. Torej je v kondenzatorju velikem za

Spodaj je del tabele iz Electrical Engineering Reference Book, kjer pa so podane prebojne
napetosti med dvema sferama enakega polmera. Ugotovimo, da so prebojne napetosti seveda
manjse, kot smo jo izracunali teoreti¢no.
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Table 7.5 Sphama-gap braakdown vollages (kilovalls al poak)®; BS 358:1950

Crap Sphere diamerer
(narm}
.02 0625 0.125 0.25

0.5 2.8

1 47

1.5 .4

2 8.0

4 144 14.2

5 174 17.2 16.8

] 204 202 1949

L] 258 26.2 26.0

10 g il ilT LT
15 (411) 455 435 433
20 58.5 59.0 9.0
30 79.5 B3.0 Be.0
40 (95) 108 112
50 (107) 129 137
100 (193) 244

150 (314}

SLIKA: Insert tabele iz Electrical Engineering Reference Book

15/01/2007

Drugi primer: V poglavju 18 smo imeli primer okovinjenja ekvipotencialnih ravnin, s katerim
smo uspeli analizirati sistem dveh naelektrenih valjev. Dva valja polmera 4 cm in
razmaknjena za 10 cm sta imela pri napetosti 20 kV linijsko gostoto naboja

g =3,833-107 C/m. To pomeni, da je kapacitivnost enaka priblizno 19 pF/m. Kar je $e

vedno precej majhna kapacitivnost.

Prve vecje vrednosti kapacitivnosti so dosegli z uporabo steklenice,
tako imenovane Leidenske flase, po kraju Leiden na Nizozemskem
leta 1745. Hkrati je podobno ugotovil tudi Ewald Georg von Kleist v
Nemciji. Zasluzen za inovacijo flaSe je profesor Pieter van
Musschenbroek (1692 — 1791). Notranjost in zunanjost flase je bila
delno prekrita s prevodnikom, steklenica pa je delovala kot
dielektrik. Vzemimo hipoteti¢en primer steklenice premera 8 cm s 3
mm debelo steno. Znotraj steklenice naj bo voda nalita do visine 15
cm, zunaj pa je prekrita s prevodnikom (aluminijasto folijo).
Relativna dielektri¢nost stekla naj bo 10. Kapacitivnost flase je

ngr80£:10'€0.2ﬂ0,08 m_-30,15 m
d 3-10"m

=742 pF. Da bi dosegli

Pieter van
Musschenbroek
(1692 — 1791)

enako veliko kapacitivnost bi morala biti za enako veliko kapacitivnost dolzina sistema dveh
valjev iz prejSnjega primera kar 39 m. V primerjavi z velikostjo flase je to kar velika dolzina.

2/9
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LETENES SOR F EEECTRICITE Pt

SLIKA: Prve slike uporabe Leidenske ﬂaée

To veliko odkritje je prineslo tudi nekaj ve¢ previdnosti pri uporabi. Razelektritev naboja iz
flase z dotikom namrec ni ve¢ tako »nedolzna«. Je pa doprinesla k razvoju znanosti, saj je bilo
Sele z Leidensko flaSo mogoce nakopiciti in shranjevati vecjo koli¢ino naboja. Naslednja prav
tako pomembna in znamenita inovacija je bila Voltina baterija. Kakorkoli se nam dandanes
zdi kondenzator in baterija vsakdanja stvar, bi si dandanes oba zasluzila Nobelovo nagrado za
dosezke. A. Volta je med drugim tudi predlagal uporabo imena kondenzator.

r eks-pelriﬁléhf v v zgodovini: Na desni prerost elektrostaticni generator
(ro¢no gnana steklena krogla, naboj se loCuje z roko, ki na eni strani trsa ob kroglo, na
drugi strani pa drZi prevodno verigo.
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[Z] Jehn O Jenkins

Leyden Jars

f
-
C.

gl
o
C .
;-C

iy i
¥ '#5}&;:.1
12- - 1884 Gold Leaf, late Lane’s Discharging

18th century Electrometer. 1390

P ap 1875 Gold-Leaf
Transmitter, 1910 Electroscope

Spark G

SLIKA: Primer Leidenskih flas. Desno elektroskop.

Tipi kondenzatorjev. Dandanes so tudi kondenzatorji precej drugacni. poznamo jih veliko
razli¢nih tipov, iz razli¢nih materialov, dimenzij, oblik z zelo razli¢nimi elektricnimi (in
mehanskimi) lastnostmi. Pa si jih oglejmo nekaj:

1) Elektrolitski kondenzatorji so izdelani iz elektrolitov. Uporabljajo se
elektrode iz aluminija z dodano tanko oksidacijsko membrano. Ta povzroci i

veliko kapacitivnost kondenzatorja (C ~ 83 ), pa tudi to, da je polariziran,

kar pomeni, da ga lahko obremenimo le z enosmerno napetostjo. V nasprotnem
primeru postane neuporaben oziroma nevaren, saj lahko eksplodira. Ti kondenzatorji
so ceneni in se pogosto uporabljajo, recimo kot filtri. Ker se kondenzator lahko
pokvari, €e je obremenjen z visjo napetostjo kot je nazivna, je v praksi

modro uporabiti kondenzator z dvakrat vi§jo nazivno napetostjo, kot je '
potrebna.

2) Posebni tip elektrolitskega kondenzatorja je tantalov elektrolitski
kondenzator. Namesto aluminijaste elektrode ima tantalovo, oziroma iz =~ | '
tantalovega pentoksida. Ima boljse elektri¢ne lastnosti kot »navadni« 1 _
elektrolitski kondenzatorji, predvsem kar se temperaturnih in | )
frekvencnih karakteristik. So pa nekoliko drazji kot »navadni«.

3) Poliesterski film: ti kondenzatorji uporabljajo kot dielektrik plast
poliesterskega filma. So poceni, temperaturno stabilni in se pogosto
uporabljajo.

4) Polipropilenski kondenzator: uporabimo, ko so zahteve po

tolerancah vecje. Do frekvence 100 kHz imajo zelo majhne tolerance
(1%).
5) Polistirenski kondenzator: so izdelani kot koluti in niso

do nekaj sto kilohercov.
6) Metalizirani poliesterski: imajo boljSe lastnosti od
navadnih poliesterskih. So manjhni dimenzijsko.
7) Epoksi:

primerni za visoke frekvence. So uporabni za aplikacije Ly

&
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8) Keramicni: izgledajo kot mali diski in niso izdelani v zavitkih, zato imajo dobre
frekvenc¢ne karakteristike in jih uporabljamo za visokofrekvenc¢ne aplikacije. Na
primer za filtriranje visokofrekvencnih moten;.

9) Nastavljivi kondenzatorji (trimerji): vsebujejo

lahko keramicni ali plasti¢ni dielektrik.

10) Nastavljivi zra¢ni kondenzatorji: uporabljajo
zrak kot dielektrik. Obicajno jih najdemo v

radijih.

11) Superkondenzatorji: imajo izrazito veliko
kapacitivnost, na primer 0,47 F, kljub temu pa so majhnih dimenzij. Te
lastnosti je mogoce doseci z uporabo elektricnega dvojnega sloja.

TYPE

NPO ceramic

Polystyrene

Polypropylene

Teflon

MOS

Polycarbonate

Polyester

Monolithic ceramic
(High K)

Mica

Aluminum electrolytic

Tantalum electrolytic

SLIKA: Primerjalna tabela lastnosti kodenzatorjev. Po: Analog Devices: Ask The

15/01/2007

plastic

ceram

CAPACITOR COMPARISON CHART

TYPICAL
DIELECTRIC
ABSORPTION
<0.1%

0.001%
t0 0.02%

0.001%
t0 0.02%
0.003%
t0 0.02%

0.01%

0.1%

0.3%
to 0.5%

>0.2%

>0.003%

High

High

ADVANTAGES

Small case size
Inexpensive

Good stability

Wide range of values
Many vendors

Low inductance
Inexpensive

Low DA available

Wide range of values
Good stability

Inexpensive

Low DA available

Wide range of values

Low DA available

Good stability

Operational above +125° C
Wide range of values
Good DA

Small

Operational above +125° C
Low inductance

Good stability

Low cost

Wide temperature range
Moderate stability

Low cost

Wide temperature range
Low inductance (stacked film)
Low inductance

Wide range of values

Low loss at HF
Low inductance
Very stable

Available in 1% values or better

Large values

High currents
High voltages
Small size

Small size
Large values
Medium inductance

Applications Engineer — 21 (iz spleta)

Pomembne lastnosti kondenzatorjev.
Kondenzatorji imajo v idealnem smislu le kapacitivne lastnosti in so idealni izolatorji. V
resnici pa idealnih lastnosti ni mogoce doseci. Neidealne elektricne lastnosti prikazemo z
nadomestno shemo realnega kondenzatorja, ki je v osnovi vzporedna vezava kondenzatorja z
uporom Rp in zaporedno z induktivnostjo Ls in upornostjo Rs.

5/9

DISADVANTAGES

DA generally low, but may not be specified
Limited to small values (10 nF)

Damaged by temperature > +85° C
Large case size
High inductance

Damaged by temperature > +105° C
Large case size

High inductance

Relatively expensive

Large size

High inductance

Limited availability
Available only in small capacitance values

Large size

DA limits to 8-bit applications
High inductance

Large size

DA limits to 8-bit applications
High inductance

Poor stability

Poor DA

High voltage coefficient
Quite large

Low values (<10 nF)
Expensive

High leakage
Usually polarized
Poor stability
Poor accuracy
Inductive

Quite high leakage
Usually polarized
Expensive
Expensive

Poor stability
Poor accuracy

© DK
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SLIKA: Nadomestna shema realnega kondenzatorja. (po Analog Devices)

Pri razli¢nih aplikacijah je pomembna razli¢na lastnost. Na primer, izgubna (vzporedna Rp)
upornost je pomembna v AC aplikacijah (izmenicni toki) in aplikacijah, kjer je pomembno
natan¢no shranjevanje naboja, kot na primer za integratorje ali »sample-hold« vezja ali ko jih
uporabljamo pri visokih frekvencah. Elektrolitski (tantalove ali aluminijasti) kondenzatorji
dosegajo visoke kapacitivnosti vendar zaradi slabe izolacije tudi velike izgubne toke, na
primer 5 — 20 nA na UF. V omenjene namene je bolje uporabiti »plastiéne« kondenzatorje:
polipropilenske ali polistirenske.

Zaporedna (ang. equivalent series resistance) upornost Rs je pomembna pri aplikacijah z
velikimi tokovi, saj se na kondenzatorjih z veliko serijsko upornostjo porablja velika (izgubna
) mo¢. Kondenzatorji z majhno Rs so iz filmov ali iz sljude (ang mica).

Serijska induktivnost je tudi lahko problematicna pri visokih frekvencah. Elektrolitski, papirni
in plasti¢ni kondenzatorji niso primerni za visokofrekven¢ne aplikacije, saj so vecinoma
sestavljeni iz dveh kovinskih plasti loCenih s plastjo dielektrika in zviti v svitke. Za
visokofrekvenc¢ne aplikacije so primerni kerami¢ni kondenzatorji.

Pomemben podatek je faktor disipacije (polnilni faktor), ki predstavlja razmerje energije, ki jo
kondenzator potrosi z energijo, ki jo shrani.

Dielektri¢na absorpcija nam pove histerezne lastnosti kondenzatorja. Torej, kako je
ponovljivo elektrenje kondenzatorja brez efekta spomina.

Nekaj aplikacij kondenzatorjev:
- zacasno nadomesScanje baterijskega napajanja v vezjih
- za usmerjanje v mo¢nostnih aplikacijah
- charge-pump kasakada (zviSanje napetosti)
- glajenje signalov
- izlo¢anje AC komponente
- izlo¢anje DC komponente
- kompenzacija mo¢i
- florescen¢na osvetlitev
- filtracija signalov
- za doseganje resonancne frekvence

Uporaba kondenzatorskega principa:
- senzor razdalje (majhne razdalje)
- senzor pospeska (ADXL)
- senzor nivoja tekocine
- kondenzatorski mikrofon
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- senzorji dotika
- visokonapetosti kondenzatorji za shranjenje energije in hitro praznenje (pulzni
laserji, elektromagnetno izstreljevanje, radar, pospesevalniki, detonatorji,

1 howr 10 min 2 =ec ZEer
1UAA : L o / /
Batterie i Pl
L TV g 15l
s , Ve
100 e ==
"f/-’ £ &
Py
-
= 10 4
— 1
-1 e
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% 1 8
A
;E 7
5 ' itors
bl yy
Ve W
|} ] - l
R 0 1060 10006 10D

Power Density [V L]

SLIKA: Primerjava med razli¢nimi tipi kondenzatorjev, baterijami in
superkondenzatorjem. Elektrolitski kondenzatorji omogocajo razelektritev velikih
tokov vendar v zelo kratkem casu. Baterije omogocajo shranjevanje velike koli¢ine
energije vendar jo ne morejo zelo hitro izkoristiti. Superkondenzatorji so vez med
navadnimi kondenzatorji in baterijami. Omogocajo relativno velike toke razelektritve v
precej daljSem ¢asu kot navadni kondenzatorji. Vir: Skeleton Supercaps.
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Figure 2.3 (a) Cascade circuit according to Cockroft—Walton or
Greinacher. (b) Waveform of potentials at the nodes, no load

SLIKA: Kaskadno vezje za zviSanje napetosti, tipi¢éna uporaba do 200 kV. Cockroft-
Waltonov CD generator na ETH (Svica) 900kV/10mA.

- - T

¥ iy

Podnapis pod fotografjor Filtrska kompenzacia s KLV-k denzato.lj'i. Ar:rom'. Jesenice
SLIKA: Kompenzacijski kondenzatorji v Acroni Jesenice. Vir:
http://www.iskra.si/upload/Iskra%20KONDENZATORJLpdf
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Fig. 1: Relation between capacitance value and rated voltage in each capacitor
SLIKA: razli¢ni tipi kondenzatorjev glede na zahtevano nazivno napetost. Vir: Murata.

Fig. 2: Transition of capacitance value per volume and dielectric thickness

SLIKA: Primer napredovanja tehnike izdelave kondenzatorjev. Hkrati s tanjSanjem
debeline dielektrika se veca kapacitivnost na enoto volumna.
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23. Energija

V tem poglavju bomo ponovili dolo¢ena spoznanja iz poglavja 12 (Delo in energija) in jih
nadgradili s celostnim pogledom na pojem energije v elektrostatiki. V poglavju 12 smo
spoznali, da je napetost enaka delu, ki jo enota pozitivnega naboja (1 C) opravi pri
premiku od ene tocke do druge.

Delo elektri¢nih sil smo torej zapisal kot

A =4, :TQE-dT:QTE-dT,
L T

napetost pa kot
A, Fa -
U="c=E-dl .
T

1

Obenem smo ugotovili, da je potencialna energija naboja enaka delu, ki ga opravi zunanja
sila pri prenosu iz oddaljenosti (kjer je njegov potencial enak ni¢) do mesta, kjer se nahaja.
Enakovredno lahko recemo, da je ta energija enaka delu elektri¢nih sil za premik z mesta,

kjer se nahaja do neskonc¢nosti (kjer je potencial enak ni¢): (W (T)=A,(T —1T.)| Ta

definicija pa je hkrati definicija potenciala, le da je definirana s potencialno energijo enote
AT ) "7

naboja: V = E-dl .
0 ;
Potencial v razdalji » od osamljenega tockastega naboja Q; je V(r)= & . Da bi na
oF
razdaljo » od naboja (@Q; spravili naboj (@, bi torej potrebovali energije
o

W=0Q,V,=0,- .

QZ 2 QZ 471-807’

Energija posameznega naboja pri preletu polja. Ce se v elektriénem polju giblje le en
naboj, se njegova potencialna energija poveca ali zmanjsa za AW =Q- AV =Q-U . Tak
primer je na primer gibanja elektrona v elektriénem polju. Ce preleti elektron v smeri
polja napetost 20 kV, se bo njegova kineticna energija pove€ala na racun zmanjSanja
potencialne za AW =Q-U =1,6-10"" As-20kV =3,2-10" J . Pogosto namesto enote
Joule pri zapisu energije delcev uporabljamo enoto elektron-volt, kjer je 1 eV = 1,6 107"
J. V tem smislu je kineti¢na energija delca po preletu polja 20 kV enaka 20 10° eV ali 20
keV.

Energija sistema nabojev. Vzemimo, da imamo prostor brez nabojev in torej brez
elektri¢nega polja. Ce Zelimo v ta prostor prenesti naboj, moramo opraviti delo. V
elektricnem smislu za prenos prvega naboja (Q;) ni potrebno vloziti ni¢ dela, saj ni nobene
elektricne sile na ta delec. Ko pa Zelimo v njegovo blizino prenesti naboj (,, moramo za

to opraviti delo, ki bo 4, = jQE dl = %’
T 47[‘90”12
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kjer je r1» razdalja med nabojema Q) in Q,.

SLIKA: Elektrenje prostora z vhaSanjem nabojev.

Ko prenasamo tretji naboj, mora ta premagovati dvoje sil, tako na naboj O, kot na naboj

00. . 00,

dre,r,  AmE Ty,

0». Torej potrebujemo opraviti delo , kjer sta rj, in ry3 razdalji med

nabojema Q; in Qs ter O, in O;. In tako dalje. To delo se shrani v obliki potencialne
energije v pozicijah delcev, oziroma v elektricnem polju, ki ga ti delci formirajo. Vsota
elektrenja prostora z vnasanjem treh nabojev je torej

w_ 00 00 . 00

dre,n, AmE, 47[807”23'

ZapiSimo to vsoto nekoliko drugace:
W = l Ql QZ + Q3 + l Qz Ql + Q3 + l Q3 Ql + QZ .
27 \4rey, Ameyn, ) 2 dreyr, 4dmEy, ) 2 Adreyr,,  AmE Ty,

Ugotovimo, da so vrednosti v oklepajih enake potencialom V', V, in V3. Enacbo torej
lahko zapiSemo v obliki:

1 1 1
w :EQII/l +EQ2V2 +EQ3V3 :
Ocitno bi lahko za sistem n nabojev zapisali energijo v obliki:

1 1 1 1
W:EQJ/; +EQ2V2 +EQ3V3 +"'+EQnVn >

oziroma na kratko

kjer so r;; razdalje med nabojem Q; in Q.
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Primer: Dolo¢imo energijo sistema treh enako velikih nabojev O = 20 nC, ki se nahajajo v
oglis¢ih enakostrani¢nega trikotnika stranice a = 10 cm.

SLIKA: Sistem treh nabojev v oglis¢ih enakostrani¢nega trikotnika.

Izracun: Ker so naboji enako veliki in simetri¢no razporejeni, je tudi potencial na vseh
mestth  nabojev  enako  velik. Na  mestu naboja Q; je  enak:

3 .
V, = ! zg = L(%+%j = 2-L . Energija sistema bo torej

dre, S, Ame,\ a  a 4re,a
i ]
1 1 1 1 1 o _30 ..o
W=—0V.+=0V,+—0V.=3-—0V. =3-—0-2- = , In Stevil¢no
2Q11 2Q2 2 2Q3 3 2Q11 2Q dmea 4Anea
2
2 ‘m 3-(20-10°C
==L g0 Y m, ( ) ~108J..

4dre,a A-s 0,Im

Primer: Koliko dela moramo vloziti za premik naboja iz enega oglis¢a v sredino med
druga dva naboja?
Izracun: Vzemimo zgornji naboj (oznacen kot ;) in ga premaknimo med Q) in 0,. Delo

L
bi lahko dolocili iz osnovne formule za izracun dela, torej kot 4, =Q, I E-dl , kjer je E
7
polje na mestu naboja Q,. IzraCunati bi morali polje na mestu naboja (kar v konkretnem
primeru ne bi bilo ravno zahtevno) in ga integrirati po poti. Bolj enostavno je dolociti delo
iz razlike potencialnih energij sistema pred in po premiku:

/4

koncna |

AT, > T)=W(T)-W(T,) =W,

acetna

Energijo v zacetni legi smo Ze dolocili, preostane Se izraCun v koncni legi W(T>).

1 1 1 1 1
W(Tz): W onna :EQ1V1 +EQ2V2 +5Q3V3 = 2'EQ1V1 +EQ3V3 =

2 2 2
o &0 \l,( o , o | 30 20 50
drea  Ameal2 ) 2 drejal2 4neall ) 4rneja Angja  4ng,a

Energija sistema se bo po premiku ocitno povecala, torej bo delo negativno. To pomeni,
da ga bodo morale opraviti zunanje sile. To delo bo enako

30° 50" __ 20° 720

dre,a  Ameya 4re,a

3/9 © DK



ENERGIJA(23).doc 15/01/2007

Energija v polju kondenzatorja.

Tako kot smo potrebovali dolo¢eno energijo, da smo v prostor pripeljali naboje, je
potrebna doloc¢ena energija, da naelektrimo kondenzator. V najpreprostejsi obliki si lahko
kondenzator predstavljamo kar kot dve prevodni telesi. Med njiju priklju¢imo vir
napetosti in povecujmo napetost. Z vecanjem napetosti med telesoma, se povecuje tudi
naboj na telesoma. Pa¢ skladno z enacbo Q=C-U. Vzemimo sedaj (diferencialno)
majhen naboj dQ in ga premaknimo iz enega telesa na drugega, pri ¢emer je napetost med
telesoma U. Spememba (potencialne) energije bo enaka dW =dQ-U . Napetost lahko

izrazimo tudi z nabojem in kapacitivnostjo, tako da je diferencial energije enak
aw = % dQ . Celotno energijo, ki smo jo pridobili z elektrenjem kondenzatorja dobimo z
integracijo naboja od zacetnega (0), do koncnega Okoneni:

C 2C

0

To je energija v naelektrenem kondenzatorju, ki jo lahko izkoristimo v razlicne namene.
Ni pa nujno, da je to tudi celotna energija, ki jo lahko koristno uporabimo. Del energije se
ob razelektritvi lahko porabi znotraj baterije - na njeni notranji upornosti.

Enacbo lahko s pomocjo zveze O = C-U zapiSemo tudi v obliki
2 2

Qo _CU”_0oU

2C 2 2

W =

Pogosto se gornji izraz uporabi tudi za dologitev kapacitivnosti. Ce torej znamo energijo
ob znani napetosti med elektrodama v kondenzatorju dolociti na nek drug nacin, potem

2w

lahko izradunamo kapacitivnost iz C = F .

Primer: Dolo¢imo energijo v zra¢nem plos¢nem kondenzatorju kapacitivnosti 20 nF, ki je
priklju¢en na enosmerni vir napetosti 60 V. Za koliko procentov se spremeni energija
shranjena v kondenzatorju, ¢e razdaljo med ploS¢ama razpolovimo?

Izracun: Elektricna energija shranjena v kondenzatorju je

CU®> 20nF-(60 V)’
2 2

W =

=36 . Iz enacbe za kapacitivnost ploS¢nega kondenzatorja

A . o . . .
C 2803 ugotovimo, da zmanjSanje razdalje med ploS¢ama za polovico predstavlja

zvecanje kapacitivnosti za 2x, kar pomeni, da se bo energija povecala za 2x, na 72 mJ,
torej za 100%.

Dodatno: Za koliko procentov se bo spremenila energija v kondenzatorju, ¢e pred
zmanjSanjem razdalje med ploS¢ama kondenzatorja za polovico odklopimo kondenzator
od vira napajanja?

Izracun: Sedaj se ohranja naboj, ki ga je pred odklopom Q=C-U =20nF-60 V=1,2uC,
enako pa tudi po preklopu, saj se naboj ohranja. Torej bo ob 2x vecji kapacitivnost ob
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(1,2 uCY’
2-2-20nF
zmanjSala za 2x. Zakaj? ..... Med pozitivno in negativno naelektreno plos¢o deluje sila, ki
ploséi privladi. Ce ne bi delovale druge sile (teZnosti, lepenja), bi se plos¢i zdruZili, naboji
bi se razelektrili in energija bi se pretvorila v drugo obliko (recimo toplotno). Torej se
energija sistema manjsa z zmanjSevanjem razdalje med elektrodama.

premiku energija enaka W = =18 uwJ. Energija v kondenzatorju se bo ocitno

SLIKA: Energija v kondenzatorju z in brez dielektrika.

Dodatno: Koliko je energija v kondenzatorju, ¢e pri prikljuceni napetosti vstavimo vanj
dielektri¢ni listi¢ debeline, ki je enaka polovici razdalje med elektrodama in ima relativno
dielektri¢nost 6?

y . . 4. . . .
IzraCun: Spremeni se kapacitivnost C :503111 sicer tako, da imamo sedaj zaporedno

vezavo dveh kapacitivnosti C

araka = €o /2 in Cy, =€,€ %a torej je C,, =6.C,y, In

i *~ zraka

. c. . -C 6C, .. -C 6 6 12
nadomestna kapacitivnost C,  =—4 —zda — __—zake —zule ——C =—2.C =—C.
Cdiel + Czraka 6Czraka + Czraka 7

Kapacitivnost kondenzatorja je po vlozitvi dielektrika priblizno 2x vecja (za 12/7) od
zaCetne kapacitivnosti. Ker je prikljucena napetost fiksna, bo energija po vlozitvi listi¢a

—C-U?
ve¢ja od prvotne za 12/7 in bo enaka W:7T:61,71mJ. Pred vlozitvijo

dielektricnega listi¢a pa je bila energija v kondenzatorju 36 WJ. Zakaj se je energija
povecala? Ko vstavimo dielektrik med plosci kondenzatorja, se na povrsSini kondenzatorja
poveca naboj (ki pride iz vira), ki kompenzira zmanjSanje polja v dielektriku zaradi
polarizacije dielektrika.

Kaj pa, ¢e pred vstavitvijo dielektrika odklopimo vir? ..... V tem primeru se bo na
plos¢ama kondenzatorja ohranil naboj (ne bo se povecal), kapacitivnost pa se bo povecala
kot smo ze izraCunali — za 12/7. Energija pa se bo posledi¢no zmanjsala, kar sledi iz
W= o

2-EC
7

, torej za 7/12.
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Energija elektrostati¢nega sistema porazdeljenih nabojev. ???

Posluzimo se izraza iz prej$njega odstavka, pri cemer zamenjamo napetost U za potencial
¥, ki je potencial na mestu diferencialno majhnega naboja dQ:

dW =dQ-V.

Z integracijo po vseh nabojih in uposStevanju potenciala na mestu teh nabojev je energija
elektrostati¢nega sistema enaka

W= j V-do,
po vseh Q-jih

kjer lahko piSemo tudi dQ = p-dV in
W=V, p-dv.
\Y%

Nerodnost te enacbe je, da uporabljamo enak simbol za volumen in potencial. Da bi to
razmejili, smo v zadnji enacbi zapisali potencial kot V.

Gostota energije in energija polja

Do sedaj smo izracunavali elektri¢no energijo iz kapacitivnosti, naboja in napetosti. Ker je
vez med napetostjo in nabojem elektricna poljska jakost, mora obstajati tudi povezava
med energijo in jakostjo polja. Vzemimo primer naelektrene krogle z nabojem Q, ki je na
potencialu V. Elektricna energija, potrebna, da smo zbrali skupaj ta naboj, je enaka
w=10V.

SLIKA: Energija v polju naelektrene krogle.

V tem smislu bi za postavitev dela naboja pri doloCenem potencialu potrebovali energijo
dW =1dQ-V . dQ lahko izrazimo z uporabo Gaussovega zakona E-dA=dQ/g,.

Diferencial energije pa zapiSemo v obliki

dW =1V -(g,E-dA). Poleg tega zapiSemo diferencial potenciala kot dV =E-dl, od
koder lahko za diferencial energije zapiSemo dW =1E-dl-(g,E-dA4) in ker je diferencial
volumna enak dV =dA-dl je dW =1E-g,E-dV =1¢g,E*-dV . Z integracijo po volumnu
pa dobimo celotno energijo sistema:

W= [ Le,E-dv

Vol

Izraz v integralu lahko prepoznam kot gostoto energije in ga tako tudi poimenujemo ter
uporabimo simbol w:
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—1 2
W—ESOE

Enota je energija na volumen, torej J/m”.

Enacba za energijo, ki smo jo zapisali, velja za polje v vakuumu oz. zraku. Ce imamo
polje v dielektriku, bi do izraza za energijo pris§li na podoben nacin, le z uporabo
Gaussovega zakona za dielektrike. V tem smislu bi dobili za energijo

W= [Lee,E-dv,
Vol
za diferencial energije pa

_ 2
w=3EEE".

Bolj splosen izraz, ki pa ga ne bomo izpeljevali je W %D *E oziroma za diferencial

gostote energije.

dw=E-dD

Primer: Dolo¢imo izraz za energijo ploS¢nega kondenzatorja povrsSine ploS¢ 4 in razdalje
med ploS¢ama d z uporabo enacbe W = J le g, E*-dV.

Vol

Izracun: E = Q’
d

2
W= J%g,eoEz-dV:%grgoEz _f av=1ee, (%) V=

Vol Vol

-2

UY U Y '
—18,80(3) -A-dzgereoj-Azggreog-Uz =ic.U’

Gibalni procesi — sila med na telesa.

1) Primer giblanih procesov naelektrenih teles brez priklju¢enega vira napetosti.
Vzemimo sistem dveh naelektrenih teles z naboji +Q in -Q. Energija shranjena v

elektri¢nem polju je enaka W, :¥. Ce dopustimo, da se eno od teles premakne, se
premakne v smeri drugega za neko majhno razdaljo d/ in opravi delo d4 = F, -dl . To delo

se je opravilo na raCun zmajSanja elektri¢ne energije sistema, saj mora veljati, da je vsota
opravljenega dela in zmajSane elektri€ne energije enaka ni¢: dW,+dA=0. Ce izrazimo

delo le v smeri X, bo veljalo: F, . -dx=—dW, in torej

F, =- d;Ve . Ce se razmere spreminjajo tudi v drugih smereh, je bolj korektno uporabiti
X
parcialni odvod:
F, =2
’ ox
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Enako lahko dolo¢imo tudi silo v drugih smereh. V splo$nem je torej sila enaka

F__E)W; oW, oW,
‘ ox  dy oz )|

SLIKA: Sila na naelektreno telo.

2) Primer gibalnih procesov pri prikljuceni napetosti.
V tem primeru je potrebno v energijsko bilanco vkljuciti tudi energijo, ki pride ali se vrne
v vir. Torej bo spremembe energije polja in dela premika enaka spremembi energiji vira:

dW,+F,-dl =dA,,
kjer smo z dA, oznacili spremembo energije vira.

Ce se bosta telesi ob prikljudeni napetosti oddaljili za majhno razdaljo, bi se med njima
povecala kapacitivnost, zato se bo tudi povecal naboj med telesoma za dQ. Ta naboj bo

priSel iz vira na raun opravljenega dela d4, =dQ-U . Zaradi poveCanja naboja med
telesoma se bo povecala tudi energije v polju: dW, = %(Q +dQ) —%dQ = %dQ .

Velja torej:

%dQ+Fe dl =dQ-U,

torej je

F.ai=92Y

—— =dW, od koder sledi

F_8W68We oW,
ox 9y 9z )|

e

Ugotovimo lahko, da se bo ob premiku naboja v polju pri konstantni napetosti polovico
dela generatorja porabilo za premik, druga polovica pa za gradnjo elektricnega polja.
Lahko pa je tudi obratno, da vir deluje kot porabnik, torej, da dobi energijo iz gibalnega
procesa, na primer, ¢e bi se nasprotno naelektrena naboja priblizevala.

Silo med telesi je najlazje dolociti iz povezave med energijo in kapacitivnostjo.
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Primeri iz kolokvijskih in izpitnih nalog:

Primer: Izpit (UNI) 3.12.2001

3. Med nadzemmn vodnik polmera p; =2cm in dolzine / =10km , ki je obeSen na visini
h=10m, ter zemljo prikljuéimo napetost U =150kV . Kolikéna je elektriéna
energija, ki je akumulirana v elektriénem polju?

L]

T b T 2
=22 . =1 n2fp, = g=—a w, = 20l
2 27E, In2hfp, In2hfp,

Primer: Kolokvij 21.1.2002.

= (9067

"
2. Ploséati kondenzator je prikljucen na -

1
napetostni vir . Za kolikien % se d / /
sprement elektrostatiéna energija
shranjena v polju  ploitatega y &, a /| £y &
b = . b),-'z E

kondenzatorja, ce dielektrik z relativno
dielektricnostjo £, =2 izvlecemo za b/2
(glej skico)?

2.
ol a1 (UVT LT, 1gU%b
1: W, :i[wa’l'f :J:Esgzarf = E] J'axj'mj' E"Tasr
- l,\_l_u._ a o ey b a o 2
2: W, =Jwr =E[%£E2dlf'=%£,£uk; jo' dy !]' dz +%sﬂ|%1 b!]dl‘! y !' dz =i$@;, +1)

Odgovor: energija se zmanjsa za 25%.
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24. Vir napetosti

Do sedaj smo se ukvarjali le z ucinki elektricnega polja, ne pa tudi z na¢inom, kako sploh
ustrezno matemati¢no opisati loCevanje naboja in generiranje napetosti. Vzemimo na
primer naelektren kondenzator, ki ima lofene pozitivne ion negativnhe naboje. Smer
elektrostati¢nega polja je od + nabojev proti — nabojem, tako v notranjosti, kot v
zunanjosti kondenzatorja.

SLIKA: Naelektren kondenzator z lofenimi naboji in elektrostaticnim poljem v
notranjosti in zunanjosti.

Ce bi upostevali le elektrostatiéno polje (Ee) v katerem velja, da je delo elektriénih sil po

zakljuceni poti enako ni¢ (JSEES -dl =0, ugotovimo, da to polje ne more biti generatorsko,
L

da to polje ni sposobno lo¢evanja nabojev pa¢ pa le zdruzevanja. Torej mora biti neka

druga sila, ki omogoca loCevanje nabojev nasprotnega predznaka. Tej sili reCemo

generatorska ali razdvajalna sila. V angleskem jeziku se pogosto uporablja izraz

electromotive force, poslovenjeno bi ji rekli elektromotorna ali elektrogeneratorska sila.

_ _ F
Ozna¢imo jo z F,, pripadajoce elektricno polje pa E,=—%. Vzemimo, da znotraj

kondenzatorja deluje generatorska sila, ki je sposobna razdvajanja nabojev. Hkrati, ko
deluje generatorska sila in razdvaja naboje, se vzpostavlja tudi elektrostati¢na sila, ki pa je
usmerjena v nasprotno smer. Na elektrodah se ustvarja akumulacija naboja, ki je v

ravnovesju taka, da je Eg +E, =0.

SLIKA: V kondenzatorju (bateriji) deluje generatorska sila, ki razdvaja naboje in
jih »nalaga« na elektrodi.

Generatorska napetost. Poglejmo sedaj, koliko je v tem primeru integral SBE -dl , Kjer je
L

E sumarna elektri¢na poljska jakost, ki vkljucuje tako generatorsko kot elektrostati¢no
silo. L; naj bo pot znotraj kondenzatorja, L, pa zunaj. Ce sta smeri enako usmerjeni, velja:
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$E-dl = [ E-dl= [ E,-dl+[(E,)-dl .
L

L Li+L, Li+I,

Integral smo locili na dva. Prvi vsebuje le elektrostaticno polje, drugi pa polje, ki ga
povzroca generatorska sila. Prvi Clen na desni je enak ni¢, saj gre za integral
elektrostati¢nega polja po zakljuceni poti, drugi pa je enak potencialni razliki oziroma
napetosti, ki jo imenujemo generatorska napetosti U,.

[E,-dl =—U,

L

Ali drugace: Znotraj kondenzatorja je elektrostaticno polje (v stacionarnem stanju) enako

veliko a nasprotno usmerjeno generatorskemu in je torej .[ (Ees +E g)-di =0, preostane
L

del [E,-dl =U,.
L

Generatorska napetost je usmerjena od + naboja proti — naboju, enako kot
elektrostati¢no polje in nasprotno smeri generatorskega polja.

Povzetek: Ce povzamemo, integral (j)E -dl , ki ne vsebuje le elektrostati¢ne elektriéne
L

poljske jakosti pa¢ pa tudi sile drugega izvora, ni nujno enak ni¢ pac pa neki napetosti, ki

Jji reCemo generatorska napetost (ﬁE-dT:U .- V naslednjem semestru (OE2) bomo
L

ugotovili, da je ta integral razli¢en od ni¢ tudi v primeru ¢asovno spreminjajocega se

magnetnega polja skozi zanko.

Tokokrog.Zaklju¢imo generator v tokokrog s plos¢atim kondenzatorjem s presekom A4,
razmakom med plos¢ama / in specificno prevodnostjo . Ponovno pogledamo, kako

lahko razdelamo integral (f)EeS -dl =0. Integral razdelimo na pot znotraj vira in preko
L

kondenzatorja s prevodnim materialom. Ker je sedaj zaradi toka v tokokrogu

_ o o J -
E,+E,#0, bo znotraj generatorja IEes-dl =Ug—ng-dl =Ug—j—g-dl. Enako

Ll Ll Ll 7g

velja za integral znotraj prevodnika jEes dl = I T -dl Ce predpostavimo homogeno
L, L, /'R
polje v preseku A tako za generatorski medij kot za breme, dobimo:
$E,-dl = j”—A-deEg -dl +j”—A-d1 =1L—Ug - —o.
L L 7. L L, Vr 7gA YA
Prvi ¢len predstavlja padec napetosti na notranji upornosti vira, drugi €len je generatorska
napetost, tretji pa padec napetosti na bremenskem prevodniku (uporu):

IR, +IR, =U,|

Ugotovimo, da je lofevanje med generatorsko upornostjo in napetostjo mogoce le
modelno, v realnosti pa sta ta dva elementa vezij integrirana v eni strukturi.
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SLIKA: Tokokrog iz generatorskega in bremenskega dela.

Baterije.
Tak princip generacije naboja si lahko predstavljamo v bateriji (akumulatorju), kjer
loCevanje naboja nastopa zaradi elektro-kemijskih reakcij.

Zn/Cu baterija. Vzemimo primer dveh elektrod, ene iz cinka (Zn) in druge iz bakra (Cu).
Ce med elektrodi vlijemo tekoéino, ki ji re¢emo elektrolit, med elektrodama zaradi
elektrokemijske reakcije nastane t.i. galvanski ¢len. Ce je elektrolit Zveplena kislina
H,S04, le ta v vodi disociira (tvorijo se ioni) na ione H' in SO42'. H' ioni se nabirajo na
bakrovi elektrodi, kjer tvorijo presezek pozitivnega naboja. Ioni S04* se nabirajo na
cinkovi elektrodi, tam tvorijo cinkov sulfat in presezek negativnega naboja. Na Cu
elektrodi se tvori presezek pozitivnega naboja. Vzpostavi se napetost, ki jo lahko
izkoristimo kot generatorski vir napetosti. Ob prikljucitvi bremena (upora) na baterijo, v
prikljuénih zicah steCe tok (elektronov), ki zmanjSuje koli¢ino generiranega naboja.
Elektrokemijska reakcija nadomesca E?rabo naboja dokler je v elektrolitu dovolj ionov ali
dokler se cinkova elektroda ne iztrosi.

SLIKA: a) Baterija iz bakrene in cinkove elektrode v elektrolitu iz razredcene
Zveplene Kisline. b) Tok ob kratkem stiku elektrod.

Kemijsko bi lahko reakcijo zapisali
Zn + CuSO4 = ZnSOy4 + Cu.
Vodikovi ioni imajo pomanjkanje elektrona, ki pritece iz tokokroga na bakrovo elektrodo

(prikljucnih zic) kot elektri¢ni tok. Vodikov ion pridobi iz bakrene elektrode elektron in se
izlo¢i iz elektrolita. temu procesu recemo redukcija. Na cinkovi elektrodi se vrsi

! Priznati je potrebno, da se napetost med dvema razliénima kovinama pojavi ze brez delovanja elektrolita, torej
pri neposrednem stiku dveh kovin. Ta napetost je posledica razli¢nih izstopnih del razli¢nih kovin in je med
drugim temperaturno odvisna. Zato stik dveh razli¢nih kovinskih materialov izkoristimo kot senzor temperature.
Tak spoj pa ne more delovati kot generator toka, razen v primeru, da na tak spoj delujemo z zunanjo silo. Na
primer, da spoj segrevamo ali ohlajamo.
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oksidacija (izlocanje preseznih prostih elektronov) pri ¢emer nastaja cinkov sulfat, ki se
useda na dnu posode.

Faraday je z eksperimenti ugotovil, da je koli¢ina snovi, ki se nabere na elektrodah (v
nasem primeru baker) sorazmerna toku, ki steCe skozi priklopne Zice. Koli¢ina elektrike,
ki je potrebna za en ekvivalent kemicne akcije (ki ustreza kemi¢ni reakciji potrebni za
izloCitev 1g vodika iz kisline) je enaka enemu Faradayju, kar ustreza naboju

96494 amperskih sekund. Za zgornjo reakcijo v kateri sta udelezena ena enota cinka in
ena enota bakra ustreza generacija naboja 2 F ali 193 988 C.

Poskuse s podobno baterijo je prvi delal Alessandro Volta v Italiji, ki se po njem imenuje
Voltova celica ali Voltin ¢len. Kovinske elektrode imajo negativen potencial glede na
raztopino. Da bi jih lahko primerjali med seboj, jih primerjamo s potencialom t.i.
referencne elektrode, ki je iz platine z dodatki vodika. Tako primerjane elektrodne
napetosti so za razli¢ne materiale sledece:

zlato 1,5V
platina 1,2V
srebro 0,8V
oglje 0,74V
baker 0,34V
zelezo -0,44V
cink -0,76 V
aluminij -1,67V

Ce torej sestavimo t.i. galvanski ¢len iz elektrode iz bakra in cinka, bo med njima napetost
0,34 V-(0,76 V)=1,2 V.

Svinceva baterija - akumulator. Druga znana baterija je svinCeva baterija, v kateri
imamo dve elektrodi, ena iz svinca, druga pa iz svinCevega dioksida. Kot elektrolit
nastopa razred¢ena zveplena kislina. Elektroda iz svincevega dioksida ima za dobra 2 V
vi§jo napetost od svinceve. Z vezavo Sestih takih celic zagotovimo baterijo z 12 - 14 V
izhodno napetostjo (avtomobilski akumulator). Rekacija, ki poteka je sledeca:

na negativni elektrodi: Pb + SO42' =PbSO4 + 2¢e

na pozitivni elektrodi: PbO, + Pb + 2H,SO4 + 2e = 2PbSO,4 + 2H,0

Na obeh elektrodah nastaja svinfev sulfat, kar pomeni, da je ob popolni razelektritvi
napetost med elektrodama enaka ni¢. Kot vemo, je mogoce te tipe baterij ponovno
naelektriti, pri ¢emer s tokom ustvarimo generacijo svinca na eni in svincevega dioksida

na drugi elektrodi. Proces je torej reverzibilen.

2PbSO4 + 2H,0 = PbO; + 2H,SO4 + Pb
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SLIKA: Baterija iz svinCeve elektrode in iz elektrode iz svin¢evega dioksida.

Zanimivo je to, da se med razelektritvijo manjSa, med naelektritvijo pa veca koncentracija
kisline, medtem ko ostane napetost celice ve¢ ali manj konstanta. V tem smislu nam
merjenje napetosti na akumulatorju ne predstavlja posebno natan¢nega merila »polnosti«.

S 2.6}

E 24}

[ ]

:; 2.2} Charge

£ (

e 2.0 N\,

s 1.8 Discharge

E o

g 16}

w 1.4 | 1 | | ] | n i
0 20 40 60 8O 100
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SLIKA: Karakteristika naelektritve in razelektritve kondenzatorja (napetost — ¢as).

Svincene baterije so verjetno Se vedno najbolj razSirjene. Predvsem se uporabljajo v
avtomobilski industriji. Njihova prednost pred ostalimi je nizka cena, visoka napetost na
celico in »dobra« zivljenska doba (mnogokratno polnenje). Slabosti pa velika teza, slabe
nizko-temperaturne lastnosti in ne sme biti v stanju razelektritve za daljSe obdobje.

V prodaji so tudi t.i. zaprti tip akumulatorjev (suhi), katerih prednost je, da jim ni potrebno
dolivati elektrolita / destilirane vode. Pri standardnih svincenih baterijah namre¢ lahko
posebno pri koncu elektritve ali pri prekomerni naelektritvi pride do elektrolize zveplene
kisline pri ¢emer se kreirata kisik in vodik, kar v kon¢ni konsekvenci lahko Skodno vpliva
na karakteristiko baterije. Novi tipi baterij omogocajo, da generiran kisik in vodik tvorita
vodo. Pri razelektritvi ima svinceva »celica« doloceno notranjo upornost; standardni tip D
ima pri napetosti celice 2 V notranjo upornost 10 mg2.

Nikelj — kadmijeve baterije (Ni-Cd) so mehansko trdne in imajo dolgo Zivljensko dobo.
Imajo tudi dobro nizkotemperaturno karakteristiko in so hermeti¢no zaprte. Imajo pa vi§jo
ceno kot svincene ali nikel-cinkove baterije. V grobem jih po izdelavi delimo na dva tipa:
celice z debelimi plos¢ami v katerih je aktiven material stisnjen v perforiran metalni trak v
obliki Zepkov ali tubusov, in na celice s sintranimi plo§¢ami v katerih je aktivni material
deponiran v porozne reze metala. Posebno slednje imajo majhno notranjo upornost in
sposobnost velike obremenitve. Uporabljajo se na primer v biomedicfinskih napravah,
igrackah, itd. Vsebujejo toksicne substance.
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Nikelj — metal — hidridne baterije. Omogocajo vecjo gostoto energije (energija na
kilogram teze) vendar manjSe Stevilo ponovnih polnenj kot nikel-kadmijeve baterije.
Uporaba: mobilne naprave.

Litijeve-ionske baterije. Hiter razvoj, saj omogocajo zelo velike gostote energije in
majhno tezo. Uporaba: mobilni telefoni in prenosni racunalniki. Litij je najlazji element
od kovin, ima velik elektrokemijski potencial in omogoca najvecjo gostoto energije.
Metalne litijeve baterije so se izkazale kot nevarne, saj se pri veckratnih polnenjih slabSa
temperaturna karakteristika (stabilnost) litijeve elektrode. Ta tip so nadomestile litij —
ionske baterije, ki so bolj varne: Prvo jih je komercialno zacel izdelovati Sony leta 1991.
Obicajno je ena elektroda (anoda) iz grafita, druga (katoda) pa iz kobalta ali magnezija.
Elektrolit je iz litijeve soli (ILiPFs, [liBF, br ILiC10,)] Ena celica ima tipi¢no napetost 3,6
V. Cas polnenja je tipicno 3h. Komercialne Li-ionske baterije vsebujejo zas¢itne
elemente, na primer FET, ki odklopi baterijo, ¢e je napetost vi§ja od 4,3 V in varovalko, ki
odklopi tok, ¢e temperatura celice naraste na temperaturo vi§jo od 90°. Poleg tega ima Se
varovalo, ki permanentno odklopi celico, ¢e se poveca pritisk v notranjosti celice nad
doloCeno vrednost. Tipi¢na »zivljenska doba« Li-ionskih baterij je 300 — 500 ciklov
polnenja in praznenja ali dveleti od dneva proizvodnje. (Vir: Wiki in yww.cadex.com).

Nickel- Hickel-metal- Lead-acid Lithium-ion Lithiume-ion Lithium-ion
cadmium hydride sealed cobalt Imarnganese phosphate
Gravimetric Energy 45-80 B0O-120 30-50 1480- 1490 100- 1345 90-120
Density JWWhiko)
Internal Resistance in 100 to 200! 200 to 300! =100" 150- 300! 25 —75° 25 —450°
mic2 BY pack BY pack 12V pack pack per cell percell
100-130per
cell
Cwcle Life 15002 300 to 5003+ | 200 to 300% | 300 - 5003 Better than =1000
(to 80% of initial capacity) 200 — 500t lab conditions
Fast Charge Time Th typical 2to 4h & to 16h 1.59- 3h 1h arless 1h arless
Owvercharge Tolerance moderate oy high Lowy, Cannot tolerate trickle charge.
Self-discharge ' Month 20%5 30%S A% =10%%
(raorm temperature)
Cell Voltage Mominal 1.28%7 1.29%7 it 3.8 Mominal 3.6% 3.3
Average 23.TWE Avarage 3.9
Load Curremt peak 20C ac sC2 =3C =30C =30C
best result 1 0.5 ar lower 0.2z 1 or lower 102 or lower 10 ar lower
Operating -40to -20 to -201to -20t0 BO=C
Temperature'? BO=C BO=C BO=
(dischame onhy)
Maintenance 30 t0 B0 days | B0 to 90 days 06 not required
Requirement months
Safety Thermally Thermally Thermally Frotection Frotection Frotection
stable, fuse stable, fuse stable circuit circuit circuit
recamimended recomimended rmandatory; | recommended; recammended;
stahble ta stahble to stahle ta
180°C 2480°C 250°C
Commercial use since 1950 189890 1970 18991 19496 2006
Toxicity Highly toxic, Relatively loww | Toxic lead Low toxicity, can be disposed in small
hianmful ta toxicity, and acids, quantities
enviranment shauld bhe hanmful ta
recycled environment

SLIKA: Primerjava baterij po gostoti energije, notranji upornosti, ¢asu polnenja,
itd. Vir: www.cadex.com
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Figure 8.1 Comparison of energy density of lithium cells and other
types of cell (Courtesy of Honaywell)

SLIKA: Primerjava prednosti Litijevih baterij pred ostalimi glede na gostoto

energije.
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SLIKA: Baterija iz bakrove in cinkove elektrode z elektrolitom iz razredc¢ene
Zveplene Kisline.

Galvani in Volta. Zanimiva je zgodba nastanka Voltinovega izuma, ki je povezana s
poskusi Luigija Galvanjija, Voltinega sonarodnjaka, ki je preseneCeno ugotavljal, da mrtvi
zabji kraki reagirajo na dotik s kovino, kar je razlagal z Zivalsko elektriko. Volta je tej
teoriji nasprotoval in dokazal, da je to posledica zunanje generirane napetosti, kar je tudi
dokazal z uporabo elektrike shranjene v Leidenski flasi ali pa z bimetalom, torej s stikom
dveh razli¢nih kovinskih materialov. Dandanes vemo, da smo tudi ljudje sestavljeni iz
celic, ki za svoje delovanje uporabljajo elektrokemijske principe in da je prenaSanje
signalov zivcnih celic elektricne narave. Torej je imel delno Galvani prav, obstaja zivalska
elektrika, le da je bila njegova interpretacija napacna. V njegovem primeru je bil rezultat
trzljaja elektricni sunek, ki je bil zunanje (ekstrinsi¢no) in ne notranje kreiran. Voltini
eksperimenti in dognanja so mu prinesli pomembna priznanja (nagrada Royal Society leta
1791, Copleyeva nagrada leta 1974) in veliko slavo. Raziskave je nadaljeval v smeri
povecanja napetosti, ki je bila zelo Sibka (manj kot 1 V) in jo je bilo teZko zaznati s tedaj
najpopolnejsimi elektrometri. Uspelo mu je z zaporedno povezavo Salck z elektrolitom in
bimetalnimi elektrodami. Povezal je diske iz cinka in srebra ter vmes dodal Sibko kislino
ali slano vodo in dobil Voltino kaskado, pri kateri se je napetost na skrajnih koncih
povecevala v sorazmerju s Stevilom uporabljenih ¢lenov. Zgodovinsko je morda zanimivo,
da je njegovo delo moc¢no podprl Napolenon, ki mu je podelil naziv vitez (Conte) in dal
penzijo. Hkrati je Napoleon, ki se je zavedal pomena novih odkritij razpisal nagrado
60000 frankov za vsakogar, ki bi dosegel podobne dosezke kot Franklin in Volta. Leta
1881 na prvem internacionalnem elektricnem (elektrotehni¢cnem) kongresu v Parizu, so v
Cast Volti po njemu poimenovali enoto za napetost.
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SLIKA: Voltine Saléke z elektrolitom in razlicnima elektrodama ter Voltina
kaskada.

Obstaja mnogo nacinov generiranja elektricne napetosti. Poleg baterij je najbolj
pomemben princip uporabe generacija izmeni¢ne napetosti z elektrodinamskim nacinom,
ki pa ga bomo bolj natan¢no spoznali pri predmetu OE2.

PRCNTET & VT B FDETRTONG i __ 1 F e
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SLIKA: Volta na »starem« bankovcu za 16000 lir.

Soncna celica.

Osnovni princip delovanja son¢ne celice je generacija parov elektron - vrzel pod vplivom
visoko energijskih son¢nih Zarkov. Vrzel predstavlja pomanjkanje elektronov v dopiranem
polprevodniskem materialu oziroma nezakljuene vezi med atomi polprevodnika in
dopanta. Vrzel se obnaSa ekvivalentno pozitivnemu naboju in lahko potuje po
polprevodniku, ¢e nanj deluje elektri¢na sila. Njeno potovanje pa je pocasnejSe, kot
potovanje prostih elektronov (re€emo, da je mobilnost vrzeli manj$a od mobilnosti vrzeli).
Poleg tega je v polprevodnikih potrebno upostevati tok, ki je posledica krajevne razlike v
koncentracijah nabojev, tako elektronov kot vrzeli. Ravno ta tok povzroci, da pri stiku
dveh polprevodnikov razlicnega tipa pride do prerazporeditve naboja in s tem do
vgrajenega elektricnega polja.
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thickness of the solar cell: approx 0.3 mm

thickness of the n-semiconductor layer: aporox Q002 mm . .
AR anti-reflection film

@ n-semiconductor
% - layer

= p-n-junction

o

o

p-semiconductor layer

rear metal contact

SLIKA: Son¢na celica sestavljena iz polprevodniskega pn spoja. Na povrSini je
antirefleksni sloj, ki povecuje absorpcijo svetlobne energije.

Cisti, nedopiran, polprevodniski material (recimo Si ali Ge) je izolator. Njegova
specifiéna prevodnost je zelo majhna. Ce pa ga dopiramo z doloenimi atomi, recimo
fosforja ali bora, se ti atomi vgradijo v kristalno strukturo silicija. Dopiranje se vrsi na
zelo visoki temperaturi (¢ez 1000° C). Z dopiranjem vnesemo v kristalno strukturo silicija
atome (primesi), ki s sosednjimi atomi silicija tvorijo nezakljuene vezi, kar v koncni
obliki pomeni, da je v primeru vgrajenega atoma fosforja na mestu fosforja viSek
elektrona, ki je zelo Sibko vezan na atom in je prakticno prosto gibljiv. Na ta nacin lahko s
kontrolo mnozine (koncentracije) dopiranih atomov uravnavamo prevodnost
polprevodniskega materiala. Tak tip polprevodnika imenujemo n (negative) tip. Kljub
doloceni koncentraciji prostih (Sibko vezanih) elektronov v snovi, pa je ta material Se
vedno elektri¢no nevtralen. Ce podobno dopiramo silicij z atomi bora, tvori atom bora z
okoliskimi vezmi silicija nezaklju¢eno vez, kar predstavlja pomanjkanje elektrona
oziroma vrzel. Tak tip polprevodnika imenujemo p (positive) tip. Tudi tak tip
polprevodnika je prevoden, le da je mobilnost vrzeli manjSa kot mobilnost elektronov.
Zanimiv pa je stik dveh polprevodnikov razlicnega tipa. Ob stiku se tvori t.i. pn spoj. Tu
pride zaradi izenaCenja potenciala na meji do prerazporeditve nabojev, kar pomeni, da
postane del prevodnika na meji brez nosilcev naboja in s tem ne ve¢ nevtralen. Ostane
vezan naboj, ki ustvari vgrajeno elektricno polje. To polje kaze od n-tipa proti p-tipu
polprevodnika. To vgrajeno polje se ve€a z veCanjem t.i. zaporne napetosti, torej tedaj, ko
je na zunanji sponki n-tipa bolj pozitiven potencial kot na zunanji sponki p-tipu
polprevodnika. V tem primeru skozi prevodnik tece le majhen, zaporni tok. V nasprotnem
primeru pa zunanja napetost povzro¢i zmanjSanje vgrajenega polja in poveca prevodno
progo. Ko zunanji vir vgrajeno polje (pri pn diodi iz Si pri cca. 0,7 V) izniCi postane pn
spoj prevoden in tok hitro (eksponentno) naraste. pn dioda je tipi¢en nelinearen element.

Kot smo ze omenili je za delovanje son¢ne celice pomembna generacija parov elektron-
vrzel. Ce ta generacija nastopi v osiromasenem podro&ju (kjer je vgrajeno polje), to polje
potegne elektrone v nasprotni smeri polja, vrzeli (pozitivni naboj) pa v smeri polja. Ti
naboji predstavljajo zmanjSanje vgrajenega polja vendar obenem presezek negativnih
nabojev v n-tipu in presezek vrzeli v p-tipu polprevodnika. Povzro¢ijo neravnoteZzje, ki ga
lahko zmanjSamo, e tako diodo kratko sklenemo ali pa, ¢e nanjo priklju¢imo dolo¢eno
breme. Skozi breme stete tok, ki povzroéi ponovno vzpostavitev ravnotezja. Ce je
fotogeneracija konstantna, je konstanten tudi tok, ki tece skozi priklju¢eno breme. Dobili
smo generator toka. Ve¢ toka bomo seveda dobili ¢e bo vecja generacija parov elektron-
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vrzel, kar lahko omogoc¢imo tako z izboljSanjem materialov kot z ve¢jo povrsino celice, ki
je izpostavljena soncu. Osnovni princip je ta, da je potrebno povecati osiromaseno
podrocje, kjer je vgrajeno polje in omogociti, da v to podrocje »zaide« ¢im ve¢ fotonov
soncne svetlobe. Ena od idej je, da se med p in n tipom polprevodnika obdrzi nedopiran
(intrinsi¢ni) tip silicija, v katerem je osiromaseno podroc¢je zelo veliko. Tezava, ki jo je
potrebno upostevati je ta, da se son¢na svetloba v polprevodnikih tipa Si ali Ge zelo hitro
absorbira, torej ze v povrsinskem sloju. Kar pomeni, da je potrebno osiromaseno podrocje
zagotoviti zelo blizu povrsine. Itd...

Obicajno je tako, da je najvaznejSe razmerje med ceno celico in sposobnostjo generacije
elektricnega toka in ne med izkoristkom celice. Ceneje kot iz Cistega silicija je izdelovanje
son¢nih celic iz amorfnega silicija ali polisilicija. V Sloveniji je zacelo izdelovati panele s
son¢nimi celicami podjetje Biosol.
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¢rtka V pomeni naloge na visokoSolskem Studiju

1) Sila in elektri¢na poljska jakost na tockaste in preme naboje
1KV2.12.2004, 1K26.11.2003, 1KV16.12.2002, 1K11.12.2002, 1KV9.12.2002,
1KV13.12.2001, K12.12.2001, 111.9.2003, 15.6.2002, 13.12.2001,

2) Izracun elektri¢ne poljske jakosti in sile za porazdeljene naboje
K12.12.2001, 15.6.2002,

3) Gaussov stavek
1KV2.12.2004, 1K17.12.2002, 1K11.12.2002, 1KV9.12.2002, K12.12.2001,
K11.12.2000, IV28.1.2005, 112.9.2001,

4) Delo. Potencial in napetost
1K15.12.2004, 1KV6.12.2004, 1K17.12.2003, 1K17.12.2002, 1KV16.12.2002,
K11.12.2000, IV18.1.2005, 17.6.2004, 16.2.2004, 13.12.2001, 16.6.2001, 15.6.2001,

5) Povezava med elektri¢no poljsko jakostjo in potencialom
K12.12.2001, IV19.11.2004, 15.6.2003, 117.4.2003, 18.4.2002,

6) Tockasti dipol, navor
1K15.12.2004,

7) Zrcaljenje, ekscentri¢nost

1K15.12.2004, 1K17.12.2003, 1K26.11.2003, 1K17.12.2002, 1K11.12.2002,
K11.12.2000, 18.9.2005, 14.2.2005, IV19.11.2004, 19.9.2004, 17.6.2004, 125.3.2004,
127.1.2004, 111.9.2003, 15.6.2003, 117.4.2003, 16.6.2001, 15.6.2001,

8) Elektricno polje v snovi, mejni pogoji
1K17.12.2003, 1K11.12.2002, KV11.12.2001, K11.12.2000, 18.9.2005, 1V3.9.2004,
17.6.2004, 127.1.2004, 15.6.2003, 117.4.2003,

9) Kapacitivnost
1K15.12.2004, 1K17.12.2003, 1V2.9.2005, 14.2.2005, 19.9.2004, 16.2.2004, 15.6.2001,

10) Energija, delo in gibalni procesi
K12.12.2001, KV11.12.2001, 18.9.2005, 14.2.2005, IV28.1.2005, IV3.9.2004,
16.2.2004, 127.1.2004, 111.9.2003, 15.6.2003, 15.6.2002, 18.4.2002, 13.12.2001,
112.9.2001,

11) Kondenzatorska vezja
18.9.2005, IV18.1.2005, 125.3.2004, 111.9.2003, 18.4.2002, 112.9.2001, 16.6.2001,

12) Tokovno polje
14.2.2005, 125.3.2004, 16.2.2004, 127.1.2004, 15.6.2003,
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